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本 卷 讲 偏 微 分 方程 理论 ， 特 别 是 讲 这 一 广阔 领域 中 有 关 物 理学 概念 与 力学 概念 
的 那些 部 分 。 但 即使 只 限于 此 ,求全 似乎 也 是 难以 办 到 的 ， 书 中 所 选 内 容 , 在 一 定 程 
度 上 偏 于 我 个 人 的 经 验 与 兴趣 。 本 书 的 意图 在 于 ， 通 过 着 重 讲解 概念 与 方法 而 不 是 
罗列 定理 与 事实 ， 并 且 通 过 由 初等 水 平 的 内 容 引 导读 者 接触 本 门 科学 正在 探讨 中 的 
各 种 问题 ， 使 得 数学 分 析 的 这 一 重要 分 枝 比较 易于 掌握 . 

将 近 四 十 年 以 前 ,我 曾 和 David Hilbert 讨论 过 编写 数学 物理 一 书 的 计划 ,虽然 
Hilbert 未 能 亲自 参与 这 计划 的 实现 ,但 我 希望 这 部 著作 ,特别 是 本 卷 , 能 反映 他 的 科 
学 精神 ， 即 总 是 坚定 地 面向 数学 问题 的 切 要 核心 而 反对 只 追求 形式 上 的 普遍 性 .在 
讲述 各 个 题材 时 ,我 们 将 首先 致力 于 典型 的 特例 , 因为 它们 具体 而 生动 , 从 而 富 于 启 
发 性 ,并 能 显示 出 其 内 在 抽象 问题 的 中 心思 想 。 对 一 些 个 别 现象 ,我 并 不 把 它们 贬 为 
特例 来 看 待 ,而 是 要 以 此 带领 读者 一 步 步 地 走 到 制高点 , 引出 一 般 理论 来 , 从 而 可 以 
居高临下 ,把 “ 较 低 水 平 ” 的 各 个 细节 看 得 更 清楚 ,综合 得 更 好 ,掌握 得 更 牢 . 为 了 适 
应 学 与 教 这 种 有 机 过 程 ,我 喜欢 用 归纳 方法 来 引述 , 这样 有 时 就 有 损 于 简练 ,而 远 在 
用 演绎 的 ,引经据典 式 的 讲法 是 能 够 达到 的 . 

本 书 在 主要 内 容 上 是 自 成 一 体 的 ， 它 相当 于 1937 年 问世 的 德 文 版 “数学 物理 方 
法 ” 卷 卫 ， 原 著 后 来 被 纳粹 德国 文化 部 禁止 发 行 。 其 后 , 我 的 垫 友 Ferdinand Sprin- 
ger 被 迫 离 去 他 的 著名 出 版 社 的 领导 职务 。1943 年 在 美国 政府 的 许 可 下 由 综 合 科 
学 出 版 社 (Interscience Publishers) 再 版 而 使 此 书 得 以 流传 下 来 ， 其 后 ,就 一 直 准 备 
用 英文 全 部 改编 出 版 ， 在 这 一 段 长 时 间 里 ,本 门 科学 的 进展 已 很 可 观 ,我 也 对 此 力求 
获得 更 全 面 的 了 解 。 这 些 进展 ， 就 我 个 人 作为 这 些 方面 的 积极 工作 者 与 学 习 者 所 参 
与 到 的 范围 来 说 ,自然 都 反映 在 本 书 中 了 . 

读者 从 目录 可 以 看 出 本 书 所 涉 范围 ， 它 几乎 在 每 个 重要 细节 上 都 不 同 于 德 文 原 
著 . 例如 ,特征 理论 以 及 特征 对 波 的 传播 理论 的 作用 ,现在 较 之 二 十 五 年 以 前 有 可 能 
论述 得 更 充分 了 .还 有 ， 由 Sobolev A Friedrichs 阐明 的 微分 方程 弱 解 的 概念 , 虽 已 写 
和 信德 文 版 中 , 现在 则 放 在 讲述 广义 函数 (理想 函数 ) 论 的 章节 中 . 广义 函数 是 由 Lau- 
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rent Schwartz 引入 并 称 之 为 “分 布 ” 的 。 现 在 它 已 经 成 为 高 等 徽 积分 的 不 可 缺少 的 
工具 了 .第 六 章 的 附录 给 出 了 这 个 理论 的 小 述 。 另 一 方面 , 德 文 版 最 后 一 章 的 材料 ， 
特别 是 关于 椭圆 型 微分 方程 解 的 存在 的 讨论 ， 却 未 列 人 本 卷 中 .这 些 材料 将 在 论述 
解 的 结构 的 第 三 卷 中 讲 到 .该 卷 较 简 短 ,其 中 还 包含 着 有 关 的 近代 数学 的 概述 . 

现在 问世 的 这 本 书 , 在 格式 上 、 内 容 的 完整 上 , 难 易 的 程度 上 肯定 都 是 参差 不 齐 
的 . 但 我 仍然 希望 它 对 我 的 同学 们 一 一 不 管 他 们 是 初学 者 .专家 、 数 学 家 、 其 它 行业 
- 的 科学 家 或 工程 师 一 一 都 会 有 用 。 书 中 涉及 的 内 容 水 平 不 一 ， 这 也 许 反 而 能 使 读者 
通过 较 浅 近 的 部 分 更 易于 进入 整个 领域 . 

一 些 在 我 的 研究 范围 以 外 的 成 果 , 可 能 在 本 书 里 报道 得 不 够 ， 甚或 有 所 忽视 ,对 
此 我 深 有 自 知之 明 而 只 能 表示 次 意 。 这 些 缺 点 不 入 以 后 将 有 其 它 著 作 来 弥补 ， 例 如 
即将 出 版 的 Garding 和 Leray 关于 他 们 自己 的 卓越 成 果 所 写 的 书 ， 


R. 柯 朗 
1961 年 11 月 于 纽约 
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本 卷 实质 上 与 第 一 卷 无 关 ， 是 从 数学 
物理 的 观点 来 处 理 偏 微分 方程 理论 的 .在 
简短 的 第 三 卷 中 将 论 及 存在 性 的 证 明和 用 


有 限 差分 法 以 及 其 它 方法 构造 解 
第 一 章 
引 论 


我 们 从 描述 基本 概念 、 基 本 问题 以 及 求解 的 基本 路 线 这 样 入 门 的 一 章 开 始 . 
一 个 偏 微分 方程 是 以 形 如 
F(X, Ys ty Up Up 96%, Uggs Uyy ) =0 (1) 
的 关系 式 给 出 的 ， 这 里 ,了 是 变量 *，y ,uwouy ao uxy，…… 的 函数 ; 自 变 
量 *，y. -的 函数 u(x，y,.…) 是 要 寻求 的 这 种 函数 ,就 是 当 我 们 把 u(x,y,.…) 和 
它 的 偏 导 数 


_ Ou Ou 
zx 一 Ox? u= Jy’ 
O2u Oru 


an Fy "sy = Oxdy’ 2% 
RA 也 时 ,能 使 得 方程 (1) 对 于 这 些 自 变量 恒 成 立 . 

这 种 函数 x(*，y,…) 叫 做 偏 微分 方程 (1) 的 解 。 我 们 不 仅 要 注意 单个 的 “特殊 ” 
解 而 且 要 研究 解 的 总 体 ,特别 是 要 突出 对 (1) 再 增加 若干 条 件 时 的 个 别 解 。 

当 自 变量 的 个 数 为 一 时 , 偏 微 分 方程 (1) 就 变 成 常 微分 方程 . 

在 微分 方程 中 出 现 的 最 高 阶 导数 的 阶 数 叫做 微分 方程 的 阶 . 

我 们 经 常 把 自 变量 *，y, … 限 制 在 *，y,……… 空 间 的 一 个 特定 域内 ; 同样, 我 们 
BRE X yeri up uy … 空 间 的 被 限定 的 一 部 分 内 来 考虑 ， 这 种 限制 表明 ， 
我 们 只 考虑 在 +. y. … 空 间 的 基本 域 上 满足 对 的 相应 变 元 所 设 的 条 件 的 那些 函 
Be u(x ye). 我 们 从 此 规定 ， 我 们 的 一 切 考虑 都 是 对 选取 得 足够 小 的 区 域 而 言 
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的 .同样 ,除非 有 相反 的 声明 ,我 们 总 假定 - 切 遇 到 的 函数 都 是 连续 的 并 具有 所 遇 到 
的 各 阶 连续 导数 ”. 

如 果 F PAPAL uy ww wp +s Upp zy …: 是 线性 的 且 系 数 只 依赖 于 自 变量 *， 
ys 的 话 ,微分 方程 就 叫做 线性 的 。 如 果 F 对 于 最 高 阶 (” 阶 ) 导数 是 线性 的 ， 而 系 
数 依赖 于 x.y, .并 可 能 依赖 于 “ AR u 的 一 直到 "一 1 阶 导数 的 话 , 那 末 微分 方 
程 就 叫做 拟 线性 的 ， 

我 们 主要 是 讨论 线性 的 或 拟 线性 的 微分 方程 ,对 于 更 一 般 的 微分 方程 ,通常 都 是 
把 它们 化 为 这 种 类 型 的 方程 再 作 讨论 . 

在 只 有 两 个 自 变 量 *，y 的 情形 下 ,可 以 把 微分 方程 (1) 的 解 <(*，?) 想 象 为 一 
张 几 何 曲 面 一 -*，》, 2“ 空间 中 的 一 张 “积分 曲面 ， 


§1. 关于 各 种 解 的 一 般 知识 


1. 例 对 于 一 个 阶 常 微分 方程 来 说 , 它 的 解 的 总 体 ( 除 掉 可 能 的 “奇异 ” 解 外 ) 
BABE * 的 函数 , 它 还 依赖 于 个 任意 的 积分 常数 C1，c2,，'*, cr。 反之 ,对 于 每 一 
& “个 参数 的 项 数 族 l 

U=P(H; Cyly ++, Cn), 
有 一 个 以 4=4 ARS n 阶 常 微分 方程 ,这 微分 方程 可 由 方程 4=$(%;c4, ca + + ,cn) 
和 个 方程 l 


UP = PO (405 cb co cr) 
消去 参数 Cy Cy oe. cn 而 得 到 . 

对 于 偏 微分 方程 来 说 ,情形 要 复杂 得 多 . 这 里 我 们 也 可 以 寻求 解 的 总 体 或 一 般 
解 ” 也 就 是 可 以 寻求 这 样 的 解 , 当 某 些 “ 任意 的 "元 素 被 固 定 后 , 它 就 表示 每 个 个 别 的 
解 ( 仍 旧 要 把 某 些 “ 奇 异 ” 解除 外 )。 在 偏 微分 方程 的 情形 中 , 这 种 任意 元 素 不 能 再 以 
积分 常数 的 形式 出 现 ,而 必定 含有 任意 函数 ; 一 般 说 来 ,这 些 任意 函数 的 个 数 等 于 微 
分 方程 的 阶 数 ， 这些 任 意 函 数 所 依赖 的 自 变 量 比 解 “ 少 一 个 ， 这 种 状况 的 更 确切 的 
叙述 包含 于 87 的 存在 定理 之 中 。 在 本 节 中 , 我 们 只 通 过 探讨 几 个 例子 来 罗列 一 些 
知识 。 


D 在 求解 方程 组 时 ,我 们 也 总 是 考虑 一 个 点 的 分 域 ， 在 这 个 点 处 相应 的 Jacobi 式 不 为 零 ， 
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1) 图 数 “<(*，2) 的 微分 方程 


4-09 
表明 4 不 依赖 于 2: 因此 
u=w(%) 
这 里 必 (*) 是 * 的 任意 函数 . 
2) 对 于 方程 
Ugy=0, al 


可 立即 得 到 一 般 解 
u=w(%)+v(y), 
3) 同样 , 非 齐 次 微分 方程 
Uyy 一 fx, y) 
的 解 是 | 
u= f f? FE m dnt w(x) too), 
Hh w M o BEBAR t Mn ERE 
一 般 说 来 ,我 们 可 以 用 二 重 积分 来 代替 这 个 积分 ,只 要 取 品 ,如 图 1 所 示 的 “三 角 
形 ”, 作 为 积分 域 就 行 。 这 域 的 曲 边 是 曲线 C: y==&g(*) 或 % 一 4(y) , 它 与 直线 * 一 党 
数 ,或 ?一 常数 中 的 任 一 条 相交 不 超过 一 次 。 这 样 一 来 ,就 有 
ce =P FG m Edy + w(x) +0(9), 
5 , @) 
w= Sæ D drwa, u= f FE 9) dete Cy), 
这 微分 方程 当 w(2) 一 "(?) 一 0 时 的 特 解 对 曲线 C 上 所 有 点 C y) 满足 条 HP <= 


u,=uy=0, 


”4) 偏 微分 方程 
Uy uy, 
经 变量 代 换 - 
a+ yaad, % 一》 一 人 u(x, y) =ë, n) 
变 为 方程 


2 cv 一 0. 
这 个 变换 后 的 方程 的 “ 通 解 ” 为 % 二 w(5); 所 以 
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u=w(% +y), 
同样 ,如 果 a 和 有 是 常数 , 那 末 微分 方程 
au, + Su,=0 
的 通 解 就 是 
u=w(Bx—ay), 


D 根据 微分 学 的 基本 定理 , 当 8 (x, y) By 的 任意 已 给 函数 时 , 偏 微分 方程 


ugy— uy8s—=0 


Re ERE yi Jacobi ASe 人 等 于 零 ， 这 就 意味 着 “依赖 于 e 即 


umw[ g(x. y)], (3) 
其 中 心 是 量 s 的 任意 函数 .反之 ,由 于 每 个 形 如 (3) 的 函数 “ 都 满足 微分 方程 “sy 一 
usy8gs 一 0, 所 以 我 们 取 为 任意 函数 就 得 到 解 的 总 体 . 

值得 注意 的 是 ,对 于 更 一 般 的 一 一 拟 线性 的 微分 方程 
Ugh y(%. Y, U)—Uys,(%, y, “)=0, 
有 同样 的 结果 ,这 里 8 不 仅 明显 地 依赖 于 *, y 而 且 也 依赖 于 未 知 函 数 x(*. y). A 
为 ,我 们 知道 ,任何 解 u(*, yk y y) = 二 8g[x%,y,u(%*,y)] 的 Jacobi 式 为 零 , 这 是 由 于 
uyyy— Uy y= Uy By — Uy Sa + gS uty — Uyg uty = 06 


的 缘故 。 所 以 ,在 此 情形 下 ,方程 的 解 由 关系 式 


u(x, ye [ele y, u)] (4) 
eH IX EAE RY A eA 4 ADR PA Be. 
例如 ,微分 方程 
(Ut) ty — (ut) ty = 0 
的 解 是 用 


. u=Wla(u)y+8(u)*) (5) 
(RA a(u) y+ A(u)e=w(u)) SEAS BR, 所 以 4 LAS Ram RK 赖 于 FER A 
RY (在 87,1 中 将 给 出 一 个 应 用 ) 。 
方程 一 
. Uy + Uy = 0 
是 微分 方程 a(u)uv 一 8(u)uy=0 Ky — ARERR TE; fa A 
ua (—x +uy) 
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”给 出 它 的 解 ， 其 中 殉 是 任意 函数 ， 如 果 把 x=4(x*(y)，y) 解 释 成 在 点 + 二 *(y) 处 
的 质点 随时 间 y 运动 的 速度 ， 屠 末 上 述 微 分 方程 就 说 明 一 蕊 质点 的 加 速度 都 等 于 
=. 
6) 二 阶 偏 微分 方程 
zwx 一 Myy 一 0 
经 过 作 变 换 
© a+y=ğ, y= XY) S08, n) 
后 ， 变 为 
4 wt, =0, 
因此 ,根据 例 2) , 它 的 解 是 
u(x, yj =w(x%+ y) +o(x— y), 
7) 仿 此 可 知 ,微分 方程 


Usx— uyy=0 


对 于 参数 t 的 任何 值 有 通 解 
u=w(%+ty) +o% —ty). 
特别 是 ， 函 数 : 

u=(X%+ly)" 
和 

u=(%—1y)" 
都 是 解 ， 也 就 是 

Pity, —Uyy 


对 于 一 切 xy 以 及 一 切实 的 :都 等 于 零 

8) 根据 初等 代数 ,如 果 一 个 的 多 项 式 对 于 一 切实 的 ， 信 为 零 ， 那 末 它 对 于 一 
切 复 的 ， 值 也 为 零 ， 因 此 ， 如 果 作 代 换 == YT MAD 的 微分 方程 变 为 扫 方 
a | 


° AUS Ug, + Uyy=0, 
对 于 这 个 方程 ， 我 们 得 到 形 如 
(4 +iy)"=P,(%,y) +1Qn(%, y), 


(x—ťy)*= P(x, y) —-1Q,(4, y) 
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的 解 ,这 里 P, 及 Q, 是 具有 实 系数 的 多 项 式 , 它们 本 身 必定 都 满足 位 势 方 程 ". 42 
取 遍 0.1.2、… 等 数 ， 就 得 到 势 方程 的 无 穷 多 个 解 , 但 与 前 面 的 例子 相 比 所 不 同 的 
是 ,到 此 为 止 只 有 可 数 个 解 
使 用 由 er coso. y=r sin 9 规定 的 极 坐 标 "，9， 则 得 

P(e, y} =r" cos ng, Q,(%, y)=7r" sin nð, (6) 

对 于 任何 实 的 mw BAR 
P(X, y)=r° &s 08. Q,(%, y)=r° sin að 

在 *, y 平面 的 除去 原点 =y=0 的 任何 域 上 , 也 都 满足 势 方程 。 在 把 Au 变换 为 极 
坐标 (参考 卷 I 第 174 页 )， 


AU = thy +8 + Ales, 
之 后 立即 就 可 以 验证 这 一 点 。 如 果 我 们 这 样 选取 两 个 函数 ”(e) 及 >(c)， 使 得 积分 
人 or cos ab da 和 fror sin a Oda 
的 一 阶 及 二 阶 导数 能 够 在 积分 号 下 微分 而 得 到 ， 那 末 我 们 就 能 造 出 依赖 于 两 个 任意 
函数 w 和 vv 的 解 族 , 它 的 形状 是 
fiw) cos qô +v(a) sin cb)da。 


9) 作为 高 阶 微分 方程 的 例子 ,我 们 考虑 


Tawwyy =0, 


u(x, y)=w(y) + tw (y) tel) + yol), 
10) 如 果 自 变量 的 个 数 大 于 2, 那 末 在 遂 解 中 就 会 出 现 依赖 于 两 个 或 更 多 个 变 
量 的 任意 函数 。 例 如 ,关于 u(x，y，z) 的 微分 方程 
us=0 
的 通 解 是 
u=w(%, y), 
2. 已 给 函数 族 的 微分 方程 
在 第 1 小 节 中 说 过 ， 我 们 能 够 造 出 为 一 个 已 给 的 依赖 于 几 个 任意 参数 的 函数 族 


D 这 些 解说 明 一 个 复 变 量 +*+iy 的 解析 函数 的 实 部 与 虚 部 都 满足 势 方程, 即 它们 是 “调和 ”函数 这 个 事 
了 
实 。 
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所 满足 的 常 微分 方程 ， 现 在 提出 如 下 的 问题 ， 能 否 造 出 一 个 含 个 自 变量 的 偏 微 分 
方程 ,为 一 个 依赖 于 一 个 任意 函数 (n 一 1 个 自 变 量 的 函数 ) 的 函数 族 所 满足 呢 ? 
作为 例子 ， 考 虐 形 如 
u= fle, y, wg(%, 9))] (7 
的 函数 集合 ,其 中 f 是 变 元 y w HEARE. DE ry 的 已 知 函数 ， 例 如 
8 一 xy， 要 想得到 一 个 关于 这 个 函数 集 的 偏 微 分 方程 , 我 们 将 方程 (7) 对 x 和 y 微 
分 
Uy= fut fu’ 8s, 
Uy=fyt foe’ Sy, 
消去 ww， 就 得 到 所 需要 的 微分 方程 
(ug — fx) By— (ty fy)Zs=0, (8) 
这 里 出 现在 fx 和 fy 中 的 任意 函数 是 利用 方程 (7) 把 它 表示 为 *， yu 的 函数 
W. 
这 样 得 到 的 偏 微分 方程 是 一 种 特殊 类 型 的 , 即 拟 线性 的 方程 ,因为 它 所 含有 的 导 
数 是 线性 地 出 现 的 。 因 此 , 像 (7) 这 样 的 函数 集 对 于 引出 各 种 一 阶 微分 方程 尚 不 够 一 
般 ， 
不 过 ,如 果 我 们 由 两 个 参数 的 函数 族 
u=f(%, y: œ p) 
出 发 ,而 不 用 依赖 于 一 个 任意 函数 的 函数 集 , 并 做 出 导数 
Uy= fu(%, y; œ P), 
uy= fy(*, y: œ f) 
那 未 我 们 就 有 三 个 方程 ,从 它们 通常 都 能 消去 c 和 有 (一 定 要 frf ye 一 fref ye FO) - 
这 样 就 得 到 偏 微分 方程 FU. y, i up uy) =0, 这 方程 一 般 说 来 ,对 uy 和 不 会 是 
线性 的 . 
_ 上述 这 类 限制 得 更 窗 了 的 解 却 引出 了 更 一 般 类 型 的 微分 方程 ， 这 个 疑问 将 在 
§ 4 中 解决 l 
例 ，1) 对 于 函数 集 


来 说 ,由 方程 
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消去 ww， 就 得 到 微分 方程 
XUy— YUuy—= 0. 
车 将 *，>, 4 解释 为 直角 坐标 ， 则 这 集合 中 的 每 个 函数 在 几何 上 都 表 示 一 张 曲面 ， 
这 曲面 与 水 平面 的 交 线 是 等 轴 双 曲线 ， 
2) 一 平面 曲线 绕 " 轴 旋 转 所 产生 的 一 切 旋转 曲面 由 
` u=w(%? + y?) 
给 出 ， 相 应 的 微分 方程 是 


ux— xUy=0, 


3) 类 似 地 ， 
| Huy 十 yuy=0 
， 是 由 经 过 4 轴 的 水 平 直 线 所 形成 的 直 纹 曲面 一- 即 用 
u=w(%/¥) 
所 表示 的 曲面 的 微分 方程. 


O RAG AS ACE MIRA AR, MTER REA He 
推出 的 。 除 掉 垂 直 于 *，2 平面 的 柱 面 外 ,所 有 这 种 曲面 都 由 函数 
u=ax +w(e)y+v(2) (9) 
给 出 ,其 中 由 方程 
0=% +w («)y +v (a) (10) 
定义 为 4 及? BRR. A LEMAR ATER BR. H 9) ICRP 
得 到 一 阶 导数 Ug Uys 
Uy =a, 
uy=w(a), 

故 得 

Uy = w(Uy). (11) 
为 了 消去 任意 函数 w, 我 们 再 微分 一 次 ， 
Uyy=W Ugy, Uvy= W Uyy; 

得 到 

. UywUyy— uy=0, (12) 
它 就 是 所 求 的 除去 垂直 于 *，y 平面 的 柱 面 以 外 的 一 切 可 黑 曲 面 的 微分 方程 . 

在 所 有 这 些 例子 中 ,容易 证 明 反 过 来 也 是 正确 的 , 即 相应 微分 方程 的 一 切 解 都 属 
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于 给 定 的 函数 集 . 
5) 变量 ay xz os sn 的 一 切 “ 次 的 FRAR Cy Aa ，… xn) 由 对 1 恒 满 
足 的 条 件 


u(x [Ng es Nr) SEU Ky, Xo see, Xp) (13) 


ne ae ee 


x x Xn- 
u (£i Xo eee, ¥n) = an 2, a es, ` 1 11) 
FALE u FASE Pe we 表示 为 
= y% 1 X2 eee Xni 
w= xo Br? Ba’ x, ). (14) 


反之 ,由 于 用 一 1 个 变 元 的 一 个 任意 函数 所 形成 的 每 个 这 种 函数 “都 满足 上 面 的 
齐 性 条 件 ,所 以 (14) 式 表示 所 有 的 o 次 齐 次 函数 ， 
为 了 得 到 这 个 函数 集 的 偏 微分 方程 ,我 们 取 方 程 (14) 的 关于 变量 tay es Hn 
的 导数 并 消去 函数 w。 这 就 产生 了 Ruler FERRA 
Wily, + gly bree + Enty =O, (15) 
不 过 ,将 方程 (13) 对 :微分 并 令 0 = 1 就 能 直接 得 到 关系 式 (15) . 
RZ BR (Ap ty ……%n) 的 齐 性 关系 式 (15) 意 味 着 


9/1 
ate (tH 4, Xo 09, cz) 


1 n 
一 -HT tH lly (Lis tXo 690, (4, )—QU(LK,, EXa +94, tn) 一 0， 
t fl i 


所 以 表达 式 Utp ty 0) / 是 不 依赖 于 4 的 函数 , 因 此 它 等 于 它 在 :二 1 时 
的 值 ,这 值 就 是 <(xi，zo +e xs)。 但 根据 (13) ,这 就 表明 “是 齐 次 的 . 


§2. 微 分 方程 组 


1. 微分 方程 组 和 单个 的 微分 方程 等 价 的 问题 对 于 常 微分 方程 来 说 ,单个 微分 
方程 的 理论 与 微分 方程 组 的 理论 是 等 价 的 。 对 于 偏 微分 方程 来 说 情况 就 不 同 了 . 
二 阶 常 微分 方程 
F(x, y, y’, ¥")=0 (1) 
经 过 代 换 y = 2 后 ,就 能 化 为 对 于 两 个 阔 数 >(*)，z(%) 的 两 个 一 阶 微分 方程 所 成 的 
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F(x, y, z z’) =0, 
(2) 
y’ 一 2 一 0。 
微分 方程 (1) 的 每 个 解 导致 微分 方程 组 (2) 的 一 个 解 , 反 之 亦 然 。 一般 说 来 ,对 于 
两 个 函数 y(x) 和 z(*) 的 两 个 一 阶 党 微分 方程 所 成 的 组 
Flay 2 y’, 2)=0, Ex, y, z y, 2)=0 (3) 
都 可 化 为 对 于 一 个 函数 ?(*) 的 一 个 二 阶 微 分 方程 ,只 要 在 所 论 域内 , /sgv 一 .Ag 天 
0。 这 样 就 能 够 由 方程 (3) 解 出 和 xz 而 成 为 


=P(% y, yh) z=WC%, y, y) (3a) 
微分 第 二 个 方程 并 消去 A 就 得 到 
p(%, 2 IPs Pyy Pyy" =0, (3b) 


这 是 一 个 只 对 y(*) 的 二 阶 微分 方程 。 如果 将 这 方程 (35) 的 解 代 入 关系 式 z= 
W (4, y, yy 那 末 就 得 到 相应 的 函数 z, EA y 一 起 ,就 是 原来 的 方程 组 (3) 或 (3 a) 
的 解 . 
因此 ,只 要 假定 feer- freA, 方程 组 (3) 就 确实 等 价 于 单个 的 微分 方程 . 
现在 考虑 关于 函数 4&(%，2) 的 二 阶 偏 微 分 方程 
F(x, Y, U, Uy, Uy, Uyy, Ugy, Uyy) =O, (4) 
作 代 换 u= p, uy=g 得 到 关于 三 个 函数 mw p. 9 的 三 个 一 阶 偏 微分 方程 所 成 的 组 ， 
F(x, y, u, P, % Pm Py Fy) =0, 
Uy—P=0, . . (5) 
zy 一 9 一 0， 
由 这 方程 组 的 每 个 解 z, p q 所 得 到 的 就 是 微分 方程 (4) 的 一 个 解 , 反之 , 由 (人 的 
每 个 解 # 可 导出 (5} 的 一 个 解 组 w uw, Uy, 
因此 ， TRR RESTS R ERRE Car 
形式 的 组 ) . 
但 反 过 来 并 不 对 。 含 两 个 一 阶 偏 微 分 方程 的 方程 组 并 不 都 等 价 于 一 个 二 阶 微分 
方程 ,更 不 用 说 含 三 个 一 阶 微分 方程 的 方程 组 了 ， 一 般 说 来 ,不 能 用 微分 法 和 消去 
法 由 对 两 个 未 知 函 数 <(*，?) 和 v(x，y») 的 含 两 个 偏 微分 方程 


D 不 过 ,我 们 在 全 7 中 将 见 到 ,对 微分 方程 组 加 上 某 些 限 制 解 组 的 “初始 条 件 ”, 就 能 得 出 这 种 等 价 人 性 ， 
有 关 等 价 性 的 问题 见 附录 2。 
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f(x, Y, U, V, Uy, Uy, Vy vy) =0, 
ECL, Y, U, V, Up Vy, Uy Vy) =Ù, © 
的 方程 组 得 出 只 对 的 一 个 等 价 的 二 阶 偏 微 分 方程 .对 * My RE 又 得 出 四 个 方 
程 . .为 了 用 一 个 等 价 的 对 的 二 阶 偏 微分 方程 来 代替 方程 组 (6) ,必需 从 这 六 个 方程 
MERDE D we Vp Vm wyypyy。 不 过 ,由 六 个 方程 消去 六 个 量 一 般 是 不 可 能 的 ， 
举 个 反例 就 可 说 明 "。 
再 微分 并 比较 方程 的 个 数 和 所 要 消去 的 量 的 个 数 ,我 们 看 出 ,无 法 找到 代替 方程 
组 (6) 的 单独 一 个 方程 ,即使 我 们 不 限制 它 的 阶 数 . 例如 , 若 再 对 这 六 个 方程 的 每 一 
个 求 导 ,就 得 到 十 二 个 关系 式 , 要 想得到 一 个 只 对 4 的 三 阶 微分 方程 , 我 们 必需 消去 
十 个 量 ve Op Vim Pip Pyy Vese Peer Vasy wz。 因为 由 十 二 个 方程 消去 十 个 
量 往往 得 到 两 个 独立 的 关系 式 ,所 以 ,除了 特殊 情形 外 , 消去 的 结果 必然 是 单独 对 “ 
的 两 个 不 同 的 三 阶 方程 2. 
2. 常 系数 线性 方程 组 的 消去 法 
值得 注意 的 是 ,与 一 般 情况 相反 ,下 面 的 定理 对 一 种 重要 的 特殊 情形 成 立 ， 


RENAE PRRD E HREN YE. 


oe af 


设 w v we BARE. y, z > WAR FHF PF。Q，… 是 微分 符号 


ð ð 0 > 
Jr’ Oy’ az ，,"…* 的 多 项 式 , 例 如 


oO” te 十 yz 十 < 


ð ð 0 : 
P(o Gy? o) E h gea 


系数 aisn 是 常数 ,那么 方程 组 可 形式 地 写 做 
ð 9 0 ð 
P(r Jy’ etal Oye - + 16681 (% Yee), 
D 经 过 消去 法 和 微分 法 不 能 导 至 一 个 二 阶 方程 的 这 种 方程 组 的 一 个 例子 是 方程 组 yte,=-yu, 
uy tex yr, 这 儿 我 们 得 到 对 一 个 ( 超 定 的 ?函数 & 的 两 个 三 阶 方程 : 


-9 


oy (PU + yy — Uyy) tug + yu 0, 


0 、 
Bp OPM ty y — Uae) ty ~Y Ut Hy y — Uys) 0 


2) 见 上 面 的 附注 。 
3) 定义 见 第 3 小 节 。 


右边 的 81， Ba .是 已 知 的 。 现 在 使 用 形式 的 代数 消去 法 (Cramer 法 则 ) ,得 到 对 于 
各 个 函数 的 微分 方程 ， 
Du=G', Dv= G7, 

其 中 D 是 符号 Pe Qu .… 的 行列 式 ,而 G' 是 函数 8g, 的 一 个 适当 的 符号 线性 组 合 . 
显然 D 是 一 个 线性 微分 算 子 , 它 的 阶 就 是 符号 多 项 式 忆 的 次 数 (而 D 的 次 数 依赖 于 
PQ.… 的 次 数 )、 符 号 G' 表示 对 应 于 行列 式 D 的 子 式 的 微分 算 子 、 在 特殊 情 
形 下 , 若 原 方程 组 是 = 个 一 阶 方程 组 成 的 , 即 , 若 多 项 式 Po QQ: .是 线性 的 , 则 运算 
结果 所 得 到 的 方程 一 般 说 来 是 4 阶 的 . 

假定 x 是 运算 结果 所 得 较 高 阶 方程 之 一 的 一 个 解 , 那 末 将 代 入 已 给 方程 组 
后 ， 就 可 略 去 原 方程 之 一 ， 因 为 这 时 方程 组 是 相关 的 了 ， 于 是 就 得 到 减少 一 个 方程 
HEF o. w .… 的 方程 组 。 这 个 组 可 象 原来 的 方程 组 一 样 处 理 ,并 且 经 过 消去 法 得 
到 微分 方程 D0"v=G*", 这 里 D* 是 行列 式 D 的 一 个 子 式 . 循 此 继续 做 下 去 , 原 方程 
组 就 可 用 阶 数 递 减 的 独立 方程 的 序列 Ou=G1, Dto=G%,.- RRE. 

3. 确定 的 、 超 定 的 、 欠 定 的 方程 组 

两 个 自 变量 的 偏 微分 方程 组 的 一 般 形式 是 


O Fa, y uD, uD, oee, U™®, uP, WP, oo 


(7) 


U, uP, uD, ee) 0 (i=1,2, +++ h), 

就 是 ,由 自 变量 M y OY me PR PU, o, up A RT RO BAL. 
假定 这 “个 方程 是 独立 的 ,就 是 说 ,它们 之 中 没有 一 个 能 从 其 它 的 方程 经 过 微分 法 和 
消去 法 而 推导 出 来 . 
ham .这 方程 组 就 称 为 确定 的 方程 组 h>m, 则 方程 组 称 为 是 超 定 的 ,车 
h<m. 则 称 为 是 欠 定 的 。 

两 个 函数 ue, y). v(x， y) Cauchy Riemann 微分 方程 

2 一 Dy 一 0， &y 十 2x 一 0 

是 确定 的 方程 组 之 例 。 对 于 这 个 特殊 的 方程 组 经 过 微分 法 和 消去 法 容易 得 出 和， 
分 别 满足 的 偏 微分 方程 az=0 和 Ao=0( 参 考 第 1 小 节 ) , 即 和 2 是 “调和 ”函数 

对 于 一 个 函数 <(x，y) 的 超 定 方程 组 的 最 简单 的 例子 是 
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ws=f (x, y), uy=8(%, y) 
如 所 周知 , 它 当 且 仅 当 
fys=8% 
时 才能 解 . 由 两 个 复 变量 
21 一 %1 十 591 22 一 X2 十 7 
的 解析 函数 f(z1，z2) 的 理论 提供 了 一 个 更 有 趣 的 例子 。 表示 函数 fl, 22) 二 4 十 i 
的 解析 性 的 Gauchy -Riemann 微分 方程 组 是 


Ug, Vy, Uy = Dy, 


(8) 
by = — Vye by = — Dx,e 

BIRD ZH SILA ESS Ha PBR 4 的 超 定 方程 组 ， 

Uy in, 十 zy 为 一 0， Ugg, T Ly,y, =O, (8’) 

Ug, t Uy,y, =9, ls y, — Unn =O. 
这 个 方程 组 是 高 度 超 定 的 ， 这 件 事 表 明 多 个 复 变 量 的 函数 的 理论 本 质 上 比 一 个 复 变 
量 的 函数 的 古典 理论 复杂 得 多 。 

如 果 我 们 用 关系 式 
x= a ?一 她 ， 


引入 ”+1 个 “ 齐 性 变量 "*,，xa …… Fey KRE NDER *，y,……, 我 们 就 得 到 
超 定 方程 组 的 第 三 个 例子 。 函数 *(*，y, .…) 就 变 为 函数 OA, xz +++) 它 是 新 变 
量 的 零 次 齐 次 式 , 所 以 , 它 满 足 Euler 的 齐 性 关系 式 


% Wy + Xo, ++++=0, 
PAR U(X. DRE ees HDR BOT AB OC ty ++ AUR R RAR 
出 来 ， 
Uy = X Wy, 
by =X Wy 


因此 ,已 给 的 对 4 的 一 阶 偏 微分 方程 
SCH. yd Uy, Uy, 92+) =0 
变 为 对 函数 olo *>………) 的 如 下 形式 的 一 阶 偏 微分 方程 


Plö Lo ts 0, Dyp Oyy ...)=0, 


Ou 数 学 物 EDK 


而 齐 性 关系 式 
% Wy, + Laly, 二 ,一 0 
是 一 个 附加 的 方程 ， 代 替 -- 个 微分 方程 ,我 们 得 到 两 个 方程 组 成 的 超 定 方程 组 。 如 
果 我 们 引入 齐 性 变量 来 变换 微分 方程 组 的 话 ,当然 ,会 得 到 类 似 的 情形 。 
我 们 知道 ,方程 
Uv, —U,v,=0 
是 表示 两 个 函数 4(* y) 和 vx.) 的 Jacobi 式 便 等 于 零 的。 这 方程 是 欠 定 方程 组 
的 一 个 例 。 这 方程 草 含 着 > 在 志和 ，* 之 间 有 关系 式 
w(u, v)=0, ; 
这 关系 式 不 显 含 自 变量 * 和 》, 它 就 表示 这 个 欠 定 微分 方程 组 的 “ 通 解 22. 对 于 变 
Bip re xn 的 到 个 函数 UY, oD, ,ze 来 说 ,Jacobi 式 为 堆 ， 


AP oo a 
(UD, see, ul) 7 9) 
| =0 ( 
ug.. 2 um 
一 般 地 表示 ”个 函数 UDP. uD, 0, uM RRR: 
w(ud, ud, ves, u) =0, (10) 


因此 ,关系 式 (10) 可 以 看 做 是 欠 定 微分 方程 组 (9) 的 通 解 。 以 后 ， 在 第 二 章 和 第 三 章 
中 我 们 将 回 到 解 各 种 类 型 的 欠 定 微分 方程 组 的 问题 . 


§ 3， 特 殊 微 分 方程 的 求 积 法 


1. 分 离 变 量 法 ”对 于 数学 物理 中 的 许多 微分 方程 问题 来 说 ,可 用 特殊 的 方法 求 
得 依赖 于 任意 参数 的 解 族 ,不 过 这 些 方法 不 能 直接 给 出 全 部 解 . 

这 些 方法 中 最 重要 的 是 分 离 变量 法 ， 这 个 方法 将 用 一 些 例子 来 说 明 ， 

1) SEDER 


D 参看 $1,1, 例 5)。 


2) AAW RR y 平面 到 u,v 平面 的 保 积 变换 ( 即 保持 面积 不 变 的 变换 ) 的 欠 定 方程 usy- uppl 
的 解 是 
Xu Dg u a ~ Of, 
y= -om vm f taa 


其 中 wm 是 满足 下 列 条 件 的 任 起 函数 ， 


Ix, y) Ou, v) 
Jla, 8) Oa, By 71 t aampp— PaE 


第 一 章 引 R 15 


us + u5= l; 
假定 . 
u(x, y)=¢(%)+Y(y), 
则 得 
(p(X) + (VY)) =1 
或 


($’(%))?=1—(W’(y))4, 
因为 右边 不 依赖 于 * 而 左边 不 依赖 于 >》, 所 以 两 边 都 不 依赖 于 * 也 不 依赖 于 y, 即 等 
于 同一 常数 2; 因此 立即 得 到 含有 两 个 任意 参数 和 有 的 解 族 
u (x,y) =ax+ V 1—2 y+ R. , (1) 
2) 类 似 地 ， 对 于 三 个 变量 *，》% 的 函数 4 的 微分 方程 
碍 十 码 十 码 一 1 
来 说 ， 如 果 假定 x=$(%) +00) 十 X(z)， 则 得 到 依赖 于 三 个 任意 参数 By 的 解 
族 
u=ax+py+ Vi—o—pizty. (2) 
3) 把 这 种 试验 性 的 假设 
u=$(*)+Y(y) 
用 于 微分 方程 
fixu t g(y)uj=a(4) +b(y), 
象 前 面 的 例子 一 样 ， 得 到 


u(%.9) = p/P dE + +f, Poo & intB, (3) 
其 中 和 8B 是 任意 常数 . 


D 将 自 变量 变换 后 ,往往 能 使 变量 分 离 ， 例 如 , 将 天 体力 学 的 二 体 问题 中 出 现 
的 对 于 uC%y) 的 方程 
Wtwyat—k (7? 二 9 十 bh RB, 


BRAM RR, 0 的 函数 <("，9) 的 方程 


ko,- 
w+ puja th 或 tub ups hr —Ar?, 


用 公式 (3) 就 得 到 依赖 于 两 个 任意 参数 o P 的 解 族 
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= /dp+a0+B (4) 
0 p P 
5 在 线性 微分 方程 的 情形 中 , 特别 是 对 那些 二 阶 的 来 说 ,假设 
u(x, y)=b(*)W(y) 
往往 是 有 用 的 (在 卷 工 第 五 章 $ 3 一 89 中 给 出 了 儿 个 例子 )， 对 于 传 热 方程 
Uy, —Uy=Q, (5) 
我 们 得 到 
o” (ap (A) =W (YY Y), 
所 以 左右 两 边 必 定 都 是 常数 。 我 们 可 以 假定 这 常数 是 正 的 ,也 可 以 假定 它 是 负 的 , 因 
此 可 用 ?或 一 ”来 表示 ， 于 是 就 得 到 两 个 解 族 
u=a sinh »(4—aje"Y, 
usa sin r(x —a)e "Y, 
后 者 在 数学 物理 中 起 着 特殊 的 作用 ; 如果 是 温度 ,> 是 时 间 ,* 是 空间 坐标 , ERR 
示 随 着 时 间 的 推移 而 趋向 零 的 温度 分 布 . 
2. 用 夫 加 法 构造 更 多 的 解 。 传 热 方程 的 基本 解 。Poisson 积分 
由 线性 微分 方程 的 含有 参数 的 解 ,用 累加 法 ,积分 法 ,和 微分 法 可 作出 更 多 的 解 ， 
因为 在 卷 工 第 五 章 中 给 出 了 许多 这 种 例子 ， 这 里 只 再 讨论 几 个 . 
要 想得到 传 热 方程 的 另 一 个 解 , REA eI cosyx 对 参数 ， 从 一 c 到 c 积 分 ， 
就 得 到 新 的 解 


"= e-"Ycos yx dy (y>0). 
容易 算出 右边 的 积分 >， 得 到 
u= / Zeny, (6) 
了 
D 为 了 算出 这 个 积分 , 作 置 换 wy 一 和 2 得 到 积分 
Jp oOo Sethe Fa mJ (a) = fle cos (ad) di, 
AT EH Je), 我 们 在 积分 号 下 微分 以 求 出 a) 
Ce) -~ fle Asin( adda; 


用 分 部 积分 法 ,立即 得 到 (ea)= ~aJ(a)/2, 又 由 直接 计算 得 知 
o= fo A =Vx. 


由 此 得 到 Jay = oe A, 因此 (6) 成 立 。 
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这 就 是 传 热 方程 的 “基本 解 ”. 
作为 到 加 原理 的 第 二 个 例子 ， 我 们 给 出 关于 图片 ?=*?+y?<1 上 的 势 方 程 
”Au=0 的 边 值 问题 的 解 ， 当 “一 1 时 ， 已 知 的 边界 值 为 极 角 4 的 GE SEAT Bo 函数 


oo 4 o è > 


a, =f g (p)cos nd dd, b= Lf" esin nb dp 
是 S(9) 的 Fourier 级 数 的 系数 , 则 


u(y) =O + Z (a, cos vO + b, sin v0)r? 


=%4 > (a,P,(%, y) +b,Q, (x,y) ) 
v=] 
Mr <a 时 一 致 收敛 . A r< 时 可 逐 项 微分 两 次 的 级 数 表示 $1 ,1 的 例 8) 


中 所 考虑 的 势 函 数 (即位 函数 ) Ps 和 Q HRI. ALE AK, 并 且 是 边 值 问 
题 的 解 。 在 圆 的 内 部 可 将 求 和 与 积分 交换 次 序 ， 得 到 


u(y)= 士 |” eo) |+ +E core- —¢) |d. 


把 2 cos c 写 作 e+e" 并 把 这 样 得 到 的 积分 号 下 的 几何 级 数 加 起 来 , 经 过 简单 运算 
后 ， 就 得 到 表达 式 


1—7? 


工作 
u(y) = aaro p) +r? 


这 就 是 用 Poisson 积分 表示 的 边 值 问题 的 解 (参考 第 四 章 以 及 卷 I 第 395 页 ). 
§ 4. 两 个 自 变 量 的 一 阶 偏 微分 方程 的 几何 解释 . 完全 积分 


。 一 阶 偏 微分 方程 的 几何 解释 
Lions 变量 的 函数 4(*,») 的 一 阶 偏 微分 方程 的 积分 理论 有 着 很 
大 的 帮助 。 给 定 微分 方程 


8 ($) 44, (7) 


F(4%,9,Uu,P.9) 一 0， (1) 
F+ F3ss0, 这 里 采用 了 缩写 符号 二 ww q=uy WPA te eye A PD 
每 张 积分 曲面 来 说 ,确定 该 点 处 的 切 平面 的 位 置 的 量 和 9 必定 满足 条 件 (1)。 积 分 
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HT ZEA P 处 的 切 平面 ?是 限制 在 方程 (1) 所 描述 的 流 形 的 那些 位 置 上 的 人 ”。 对 于 
已 给 点 了:(%,y,0) ,这 种 流 形 一 般 是 一 个 单 参数 族 ( 例 如 , 对 于 P+F? 二 1 来 说 , 这 个 
族 是 具有 参数 上 的 一 个 单 参数 族 ，P= cosx 9 二 sin :)， 如 果 了 对 和 9 是 线性 的 ， 
那 末 这 族 可 能 的 切 平面 就 形成 通过 所 谓 “Monge 轴 ” 的 这 样 一 条 直线 的 平面 束 。 现 在 
我 们 抠 下 一 阶 “ 拟 线性 ”方程 这 种 特殊 的 情形 ， 将 在 §5 中 讨论 它 , 我 们 姑且 假定 在 所 
论 的 每 个 点 已 处 ， 我 们 的 平面 族 包围 成 一 个 真正 的 锥 ， 即 所 谓 " Monge TE, 
Ex. y, 4 空间 的 某 域内 ,微分 方程 在 几何 上 可 用 “ 锥 场 "来 表示 , 恰 像 一 阶 常 微分 方 
程 用 方向 场 来 表示 一 样 。 寻 求解 就 是 寻求 在 其 每 点 处 切 于 相应 的 Monge 锥 (或 “ 适 
合 ” 锥 场 ) 的 曲面 . 
像 常 微分 方程 的 情形 一 样 , 下 述 定理 由 几何 墓 想 是 显然 的 ， 如 果 微 分 方程 F(%,、 
p u p. 4)=0 RE PER «HOA 
u= f(x, y, a) (2) 
POR, DE aL NN. 
事实 上 ,积分 曲面 族 的 包 络 在 每 个 点 处 的 切 平面 都 切 于 恋 点 的 Monge 锥 、 这 
个 切 平面 和 在 了 处 切 于 包 络 的 曲面 族 中 的 积分 曲面 的 切 平面 是 相同 的 . 
从 解析 方面 来 看 ,我 们 可 依 如 下 方式 证 明 这 个 命题 ， 包 络 是 由 方程 
fal%, y, a)=0 (3) 
将 a 表 示 成 * 和 > 的 函数 然后 将 函数 <(*，?) 代入 f 而 得 到 的 ;因此 包 络 的 形式 为 
u= f(x, y, a(x, y= y). 
利用 (3) ,得 到 
Wy=uy= fet foty Wy=Uy=fyt faty, 
HULL, Wo VdW Eo Yo)» Vso yo) 的 值 在 定点 (zo， Yo Mba F(x». 
40)，fy(%，y，a0),f,(%，y，a0) 的 值 相同 ， 其 中 p= 2(%y Yo). PRR UH f (% 
y QE (to yo) 处 满足 微分 方程 ,所 以 函数 “= f(y al, 9) =P, ye 
ERD FB. 
2。 完 全 积分 
§ 3 中 的 例子 指出 了 在 一 阶 微分 方程 的 情形 下 ,我 们 常常 能 得 到 依赖 于 任意 参数 


D 为 了 强调 在 所 券 虑 的 切 平面 上 ,只 有 切 点 的 近 令 起 作用 ,最 好 是 把 切 平面 上 的 点 己 连 同 了 的 任意 小 领域 
一 起 当 作 是 “ 面 元 ,并 用 这 种 面 元 来 运算 (在 常 微分 方程 的 情形 下 ,相仿 地 使 用 线 元 )。 

2) 更 详细 的 讨论 ,参阅 第 二 章 $ 3,1。 

3) 以 Gaspard Monge(1746 一 1318) 的 姓 命 名 的 ， 


~ 
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的 解 .在 特殊 情形 下 , 设 两 个 自 变 量 的 函数 <(*，2?) 的 微分 方程 (1) 
F(x, y, n p, 9)=0 
有 依赖 于 两 个 参数 的 解 
u=¢(%,y, a, b), (4) 
Cn u ABA SLAP F h, MARSRA =pl, y, a) 可 立即 导致 依赖 于 两 个 
参数 的 解 族 4=$(*, y, a) +4), 
ETENE p p 
Pa Pra Pya 
ww Pub a 
的 秩 为 2 » » ABR IX PIB RKA MH fie (1 (1) 的 完全 积分 ， 特别 是 , 当 行 列 式 
D = byahgn— Pun Pyu (5) 
不 为 零 时 ， MADERA 2. 
‘See BA RAO ES RMP FONA: APPS, GER TET 


o> e © > a € 9 ct © o o o o 


eeeeee òo © 0 ¢ + © a @ @ 


ee 要 作出 这 种 解 ， 我 们 用 一个 任意 本 上 ， 例如 b= w(a), a Ne a 和 
联系 起 来 ， 这 样 就 从 双 参 数 族 中 选 出 了 一 个 单 参数 族 ， 然 后 作出 这 个 单 参数 族 的 包 
络 . 把 4 看 作 是 由 方程 

do 十 ga (a)=0 (b=w(a)) (6) 
得 出 的 * Ry 的 函数 并 把 它 代 入 

u=p(%, p, a w(a))=W(%, y), 

在 这 儿 我 们 做 出 附加 假定 ，(6) 是 能 对 “ 解 出 的 . 于 是 我 们 就 得 到 依赖 于 一 个 任意 
Ree 的 解 流 形 多 (*，?)。 此 外 ,在 刚才 所 描述 的 情况 下 , $ 1,2 中 所 提出 的 疑问 也 
和 弄 清 楚 了 .给 出 偏 微分 方程 的 一 个 双 参 数 解 族 ， 我 们 就 同时 作出 了 依赖 于 一 个 任意 
函数 的 解 组 ;但 是 这 个 任意 国 数 是 如 此 复杂 ,以 致 这 个 解 组 一 般 不 能 像 8 1, 2 中 那样 


1 这 个 条 件 肯定 函数 力 实 质 上 依赖 于 两 个 独立 参数 。 因 为 如 果 引 入 一 个 适当 的 关系 vas b) RBA 
plx. y, a, 45) 二 w(%*，y，》) 是 依赖 于 一 个 参数 y 的 话 , 那 末 由 关系 式 
Psa = Pry Ye xp 一 的 xy] Pys ™= pye 
Pys = Pyy b= Py > Bs = YYY» 
立即 推出 上 述 矩 阵 的 秩 不 是 2 。 


2) 这 个 方法 是 否 能 得 到 全 部 解 ， 我 们 在 这 儿 不 予 讨论 。 下 面 的 例子 说 明了 做 出 一 般 命 题 的 困难 : 设 Fee. 
y, u, p, 9 一 G (x, y, u, p, q) H (%, y, u, p, q). 并 设 $ 是 方程 6G=0 的 完全 积分 但 不 是 H=0 的 解 。 
那 末 ， 根 据 我 们 的 定义 . $ 也 是 F=0 的 完全 积分 。 但 还 有 下 =0 的 一 些 解 族 一 一 即 H=0 的 解 一 一 不 
能 作为 包 络 由 乡 求 出 。 
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表示 出 来 . 

在 下 一 章 对 二 一 阶 微分 方程 理论 的 系统 论述 中 指明 ， 完 全 积分 的 理论 能 够 推广 
到 个 自 变量 的 函数 的 微分 方程 上 面 去 ,并 且 它 和 一 阶 微分 方程 积分 的 一 般 理论 是 
密切 相关 的 . 

3. 奇异 积分 

在 第 2 小 节 中 ， 用 双 参 数 族 w=$(%，y. a 纺 中 的 单 参数 子 族 做 出 包 络 除了 得 
到 “一 般 " 解 外 ,在 做 包 络 的 过 程 中 我 们 还 能 得 到 另外 的 解 一 一 奇异 解 ， 因 为 , 双 参 数 
族 “ 可 以 有 这 样 的 包 络 ?， 它 不 含 于 由 单 参数 子 族 所 做 出 的 包 络 之 中 。 这 种 包 络 ,是 
由 下 面 的 三 个 方程 


u=$(%, y, a, b) 
0= $a, (7) 
0=4. 
消去 a 和 尹 而 得 到 的 , 它 必 然 也 是 一 个 解 ,这 个 解 叫做 (1) 的 “奇异 " 解 . 应 该 注意 到 ， 
这 里 像 常 微分 方程 一 样 ,要 求 出 奇异 解 并 不 需要 完全 积分 的 知识 ,由 微分 方程 经 过 微 
分 法 与 消去 法 就 能 得 到 它们 :奇异 解 是 由 方程 
F(s, y, in p, q)=0, F,=0, F,=0 (8) 
消去 和 4 而 得 到 的 ， 方程 
F(x, y, $ dy by) =0 
于 a 和 6 和 恒 成 立 , HEM 2 Mo hoe, BB 
Pubat F pbyat Fobya=0, 
Fudyt Poprst Fepys=0. 
在 奇异 积分 曲面 上 ,ga 一 各 三 0, 所 以 ,对 于 这 曲面 上 一 切 点 有 
Foppa t Peobya=0, Fopsst Fybys=0, 
如 果 在 这 曲面 上 假定 行列 式 


Rad 


D=byabys—burPya 
不 为 零 , 那 末 方 程 
F,=0, F,=0 
成 立 。 所 以 奇异 积分 的 方程 可 由 方程 (8) 消 去 P 和 9 而 得 到 . 
由 此 可 知 ,奇异 解 可 作为 使 得 
D 不 过 ,这 里 应 除去 “不 明显 出 现在 五 中 的 情形 。 
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F= F,=F,=0 
的 解 而 定 出 ,不必 涉 及 特定 的 完全 积分 (参考 第 二 章 § 4), 
4。 例 
(% 一 4)2 十 (一 六 2 二 22 一 1 (9) 


的 双 参 数 族 , 即 x. y, “空间 的 半径 为 1 中心 在 +. y 平面 上 的 一 切 球 ， 这 些 函 数 构 
成 微分 方程 
u? (1+ p?+q*)=1 (10) 
的 一 个 完全 积分 ， 若 令 5 二 w(a), 就 从 所 有 球 中 分 出 一 个 单 参数 族 , 这 个 球 族 的 中 心 
位 于 *， > 平面 的 曲线 y=w(x) 上 , 那 末 这 个 族 的 包 络 , 即 由 
(x—a)? + (y—w(a))?+ W=], 
x—a+ w (a)(y—w(a))=0 

消去 4 所 得 到 的 曲面 就 成 为 另 一 个 解 . 每 一 个 这 种 包 络 都 是 以 y= 二 w(%) 为 轴 的 管 
RAN. 

爹 部 双 参 数 族 (9) 还 有 由 平面 “=1 Ku=—1 组 成 的 另 一 个 包 络 ; 这 可 以 直观 
地 看 出 ,也 可 由 


(11) 


(#—a)? t (y—2)?+u=1, 
%—a=0, (12) 
?7 一 2 一 0， 
消去 * 和 2 而 解析 地 定 出 ， 由 于 这 二 曲面 满足 微分 方程 (10)， 所 以 它们 是 (10) 的 奇 
异 解 。 如 果 由 方程 
Faw(1+p?+@)=1, 


F,= 2 up=0, (13) 
FP,=2 ug=0 
消去 r 和 94, 我 们 也 得 到 这 两 张 曲面 . 
Glairaut 微分 方程 
Us Huy + ity + f (Ug, Uy) (14) 
给 出 了 另 一 个 例子 ,这 方程 常常 在 应 用 中 遇 到 .我 们 由 双 参 数 平面 族 
u=a% +by+ f(a, b) (15) 


开始 ,这 里 f(a, 外 是 参数 a 和 “的 预先 给 定 的 函数 . 由 于 =a u, =b, 所 以 这 个 
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平面 族 满 足 偏 微分 方程 (14) .这 里 2=1( 见 公式 (5)), 因 此 (15) 所 给 出 的 是 Glai- 
raut 微分 方程 的 完全 积分 . 
为 了 得 到 这 个 方程 的 一 般 解 ,我 们 还 是 做 包 络 ， 选 取 任 意 函 数 =v) He 
u=ax+ yw(a)+ f(a, w(a)), 
0=% + yw (a) + fat fow (a) ao) 
消去 4。 
Glairaut 方程 的 奇异 解 是 重要 的 。 它 是 双 参 数 族 (15) 的 包 络 , 也 就 是 由 方程 
u=ax+by+ f(a, b), 
x= — fas 
y=-fs 
消去 4a 和 2 而 得 出 的 ， 如 果 将 微分 方程 (14) 对 u= p, u= RS, 则 由 第 3 小 节 的 
法 则 导致 同样 的 公式 (与 $6,3 比较 ,那里 讲 出 了 不 同 的 观点 ). 


§ 5. 一 阶 线 性 和 拟 线性 微分 方程 的 理论 


1。 线 性 微分 方程 
考虑 关于 “CK, y cess 4n) 的 形 如 


(17) 


Da =a | (1) 
i=l 


的 偏 微分 方程 . 若 w 和 4 只 是 自 变量 ey 4p tiuta 的 已 知 的 连续 可 微 函 数 , 则 (1) 
称 为 线性 微分 方程 ;更 一 般 地 ;车 * 和 a 还 依赖 于 未 知 函数 本 身 , 则 称 方 程 是 拟 线 
性 的 .在 本 池 中 我 们 证 明 这 种 拟 线性 偏 微分 方程 的 理论 等 价 于 一 个 常 微分 方程 组 的 
理论 (参考 第 二 章 § 2). 


首先 我 们 讨论 齐 次 线性 微分 方程 
Da =0 a’) 
i=} 
这 一 特殊 情形 . 
在 变量 *b xya xn 的 维 空间 中 ,用 常 微分 方程 组 
dr = 4;(%),%o,°+*y4%n) G=1,2,+°+,7), (2) 


定 出 以 参量 ;表示 的 曲线 *1=*i(s)， 这 些 晶 线 叫做 特征 曲线 (我们 将 与 第 二 章 $2 
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中 给 出 的 拟 线 性 微分 方程 的 论述 联系 起 来 讨论 特征 曲线 的 一 般 意义 )， 在 =2 的 情 
形 下 ,它们 是 与 $4,1 中 所 提 到 的 (由 Monge 锥 退化 而 成 的 ) Monge 轴 相 切 的 那些 曲 
线 . 

回忆 一 下 有 关 常 微分 方程 的 一 些 结论 。 在 (2) 中 引用 量 r 之 一 代替 * 作为 自 变 
量 ,可 将 所 得 方程 组 的 依赖 于 一 1 个 参数 ci 的 一 般 解 表示 为 : 

Ci= pil X1, Xatt Mr i=1,2,.*.,7—1), 

这 里 c; 是 任意 的 积分 常量 ,而 $i; 是 方程 组 的 互相 独立 的 “积分 ”.。 RI DE 
xm) 在 这 儿 是 自 变量 *i 的 这 种 函数 , 它 沿 着 由 组 (2) 解 出 的 每 一 条 曲线 rl 具有 常 
数值 . 

方程 (1 表示 : 对 于 偏 微 分 方程 的 解 z 沿 着 党 微分 方程 组 的 一 条 积分 曲线 的 值 
u(s) 二 wu[LX1(s),x2(s),.……,Xn(s)] 来 说 ,关系 式 


du 
ds =0 (3) 


RE. Ak, 沿 着 常 微分 方程 组 (2) 的 每 条 积分 曲线 , 偏 人 微分 方程 (1') 的 每 个 解 县 有 


党 数值 , 即 具有 不 依赖 于 。 的 值 ， 信 微分 方程 的 每 个 解剖 是 常 微分 方程 组 的 一 个 和 
分 . 


另 一 方面 , 常 微 分 方程 组 (2) 的 每 个 积分 
PX Xs Nn) 
都 是 偏 微分 方程 (1 ) 的 一 个 解 ;将 这 个 积分 中 的 xi 用 组 (2) 的 任何 解 x:(s) 代 入 ,并 将 
上 对 s 微 分 , 即 可 证 实 (1 ) 沿 着 每 条 积分 曲线 *i(s) 成 立 ， 对 于 * 空 间 的 适当 范围 的 
域内 每 一 点 有 积分 曲线 中 的 一 条 经 过 ,因此 在 此 域内 对 *1，*%.……,%*。 和 恒 满足 微分 
方程 (1 ) . 
EMD HEA D t n 个 积分 的 集合 


$i (4, ;2 Xn) G= 1, 25° 3) 
中 ,有 一 个 形 如 


(1, ho5+°* phn) =0 (4) 
的 关系 式 成 立 。 因 为 对 于 系数 4, 不 全 为 0 的 方程 


n 


4 Sh =0 (i=1,2,.*"* ,7) 


来 说 , 仅 当 行列 式 
0O(di P25 nan Pn) 


O(% 1, wa2y Yan) ®© 
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等 于 零 时 才能 成 立 . 但 是 ,这 个 条 件 是 对 于 形 如 (4 的 关系 式 成 立 的 充分 条 件 ， 另 一 
方面 ,根据 常 微分 方程 理论 中 的 基本 存在 定理 ,方程 组 (2) 有 ?一 1 个 互相 独立 的 积分 
多 ?加 gm-5 使 得 每 个 积分 由 必定 具有 形式 ， 
P(% 1, 2 En) =W pbo shut). (6) 
KZ, HEE BR worton opr) 沿 着 (2) 的 每 条 积分 曲线 是 常数 , 因而 它 本 身 
是 (2) 的 一 个 积分 ,所 以 偏 微分 方程 (1) 的 一 切 解 都 可 表示 为 (6) 的 形式 , 其 中 性 是 
n 一 1 个 变 元 的 任意 函数 . 
反之 , 常 微分 方程 (2) 的 解 可 用 偏 微分 方程 的 4 一 1 个 互相 独立 的 解 
Pry bose? pn! 
FA 例如 ,可 用 由 方程 组 b, =<, 算出 的 4 一 1 个 量 *1,%*2，,"…*,%*n-1 作为 它们 的 解 ， 
这 一 1 个 量 是 表示 为 自 变量 *。 和 参数 cca， Cn, 的 函数 的 ， 
2， 拟 线性 微分 方程 
当 微 分 方程 (1) 是 拟 线 性 的 且 上 共有 非 零 的 右 端 
CIETE TELERITE P) 
时 ,这 种 一 般 情形 并 不 太 难 ， 只 要 增加 一 个 自 变量 no 就 能 把 它 化 成 齐 次 线性 微分 
方程 的 情形 ,这 样 就 完全 可 以 解决 了 (这 种 化 法 在 本 书 中 以 后 也 是 有 用 的 ) .我 们 引入 
u= xn 作为 新 的 自 变量 ， 如 果 允 许 所 要 求 的 (1) 的 解 用 隐 式 (Yi tge %n 41) =0 
定 出 , 或 更 一 般 地 , 用 常数 c 表示 为 
PK KX, Eny) =O, (7) 
那么 问题 就 化 为 求 由 TY Pr, + Br.,12%, 二 0, 所 以 $ 必 定 满足 偏 微分 方程 


n+] 
> ay, Px, =0, (8) 
v=] 


这 里 令 (XM Kt) =ar, 这 个 关系 式 的 形状 恰 是 对 于 n+1 个 变量 的 函数 
$(x1X2…%a+D) 的 线性 齐 次 微分 方程 。 不过, 有 一 点 儿 概 念 性 的 困难 。 方程 (8) 不 
需要 对 otp en ERL, 因为 它 只 是 从 满足 关系 式 %=0 或 4=< 的 那些 zx, 值 
得 出 的 。 从 这 个 观点 出 发 , (8) 还 不 是 一 个 线性 齐 次 偏 微 分 方程 。 但 是 , 如 果 不 考 虚 
原来 微分 方程 的 单个 解 ,而 考虑 依赖 于 参数 c 的 单 参数 解 族 并 用 $=c 给 出 的 话 , 那 末 
DEOU totr otn 的 所 有 值 成 立 , 就 是 说 , 它 确实 是 上 面 讨 论 过 的 那 种 类 
BRERA te. MRE 


Hy Hq ye Hyg) 
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并 取 由 Ar ,Ya En) =O 给 出 的 值 c, 那 末 由 于 (8) 必需 对 < 的 这 个 值 成 立 , 所 以 
它 对 Yoto. nar 恒 成 立 。 | 
反之 , 求 出 (8) 的 一 个 解 由, 并 令 % 一 “, 则 得 到 (1) 的 一 个 单 参 数 解 族 . 
因此 我 们 证 明了 在 (8) 的 解 与 原 方程 (1) 的 单 参数 解 族 间 在 在 着 一 一 对 应 关系 . 


这 表明 一 般 拟 线性 微分 方程 (1) 的 积分 等 价 于 常 微分 方程 组 


dx du . 
is =a, ds =a (4=1,2,°°°,7) (9) 


WAS. 
§ 6. Legendre 变换 


1. 对 于 二 元 函数 的 Legendre 变换 

有 几 种 微分 方程 的 求 积 问题 可 用 “Legendre 变换 ”把 它们 大 大 简化 。 这 种 变换 
是 根据 微分 方程 的 几何 解释 提出 来 的 ， 如 果 我 们 把 积分 曲面 用 它 的 切 平面 坐标 来 表 
示 而 不 用 点 坐标 来 表示 ”. 

描述 r, yu, 空间 的 曲面 ,有 两 种 可 能 的 办 法 ,或 者 把 曲面 作为 由 函数 <(*,y) 所 
确定 的 点 集 给 出 ,或 者 把 它 看 作 是 它 的 切 平面 的 包 络 , 即 建立 这 样 一 个 方程 ， 它 能 为 
切 于 曲面 的 平面 所 满足 ， 如 果 z, 7, iE h EA 

u—EF—n¥+0=0 

的 平面 的 流动 坐标 , 那 末 就 把 5,7,w% 叫做 这 个 平面 的 平面 坐标 。 因为 和 曲面 *(*,》) 
切 于 点 (%*,》, 纪 的 平面 的 方程 为 


u—u—(E—X)uy—(¥—y)uy=0, 


所 以 它 的 平面 坐标 是 
占 一 Li Hy, OK, + YUy—U, 
现在 ,如 果 w EEM 的 已 知 函 数 , 根据 它 表 现 出 了 双 参 数 切 平面 族 , 那 末 所 考 
虑 的 曲面 也 就 确定 了 。 我 们 从 ue, AB 
一 zy， 1=uy 
定 出 * 和 为 5,7 的 函数 ,并 把 它们 代入 方程 
O= Xuyt yuy—u=xE+ yn—u 
中 就 能 求 出 函数 关系 OCS 54). 
反之 ,要 想 由 切 平面 坐标 定 出 点 坐标 ， 我 们 得 做 出 函数 oE, 的 偏 导数 。 由 于 


D 见 卷 工 第 181 页 至 第 182 页 。 
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6=uUy,N= uy, 我 们 立即 得 到 


0 ð 0 0 
wpa + Bae + la a DE -uy =” 


相仿 地 ， 
y=), 
因此 我 们 得 到 一 组 公式 ， 
(EN) Hul, y) = xb + ym, 
f=, 1=Uy a) 
HOE. Y= Op 
它们 表示 出 点 坐标 与 切 平 面 坐 标 间 的 关系 的 对 偶 性 质 . 
曲面 由 点 能 标 到 平面 坐标 的 变换 叫做 对 于 二 元 函数 的 Legendre 变换 . 它 和 单纯 
的 坐标 变换 有 本 质 上 的 区 别 . 因为 坐标 变换 只 是 对 一 个 点 配给 另 一 个 点 ,而 组 (1 却 
是 对 每 个 面 元 (*,yzuzway) 配 给 一 个 面 元 (5moosn)。 
如 果 几 =#,ay 一 9 这 两 个 方程 对 * Ay 能 解 出 的 话 ，Legendre 变换 总 是 办 得 到 
的 ,而 这 二 方程 当 Jacobi 式 
Luwsllyy 一 LUy 一 p (2) 
对 于 所 论 曲面 上 的 点 不 为 零 时 是 可 解 的 。Legendre 变换 对 于 满足 微分 方程 
ostyy 一 2 一 0 
的 曲面 , 即 对 可 展 曲面 显然 是 失效 的 . 这 个 结论 可 从 几何 上 直接 看 出 来 。 根据 定义 ， 
可 展 曲面 具有 单 参数 切 平面 族 ,这 些 切 平面 是 沿 着 直线 与 曲面 相声 的 ,而 不 只 是 各 在 
一 点 处 相 切 的 ,因此 不 可 能 在 曲面 的 点 与 切 平面 之 间 建 立 起 一 一 对 应 关系 . 
最 后 ,为 了 将 Legendre 变换 用 于 二 阶 微分 方程 ,我 们 算出 对 函数 4(*,>) 和 (7) 
的 二 阶 导 数 的 变换 。 为 此 目的 , 我 们 设想 方程 =u =u, 中 的 变量 * 和 ? 已 经 用 
RAK *= ob y=0, 表示 为 5 和 1? 的 国 数 了 . Hi ES u n= u, 对 5 及 1 微分 ,得 到 
1 = Uyylogg + Uy En » 
O= Uy OEE + Uy En» 
O= Uy Wey + Ugy » 
1H Uy ydEq + Uyy 


或 用 矩阵 记号 ,写作 
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E OE G D 
u, u “\qg 47 


yy “yy Ofn On 
如 果 , 为 了 简便 起 见 , 令 
2 1 
ORO ng Oey 
(3) 
Ugg yy — Usy = P, 
则 得 
Ugy = P Ony ， 
Uyy = — Pky , (4) 


Ugy = PEE. 
2. 对 于 ”元 函数 的 Legendre 变换 
为 完整 起 见 ,我 们 益 述 一 下 地 个 自 变量 的 函数 的 Legendre PM, 它 是 由 下 列 公 
式 组 给 出 的 : 
CCXbX2 Kn) + (SE En) =E + Heat oot Enin 
Ug Ey thy, = Ea t Up = Ew (5) 
O 一 MD OZ = %q ree, WE Nn, 
为 了 给 出 二 阶 导 数 的 变换 公式 ,我 们 将 怎 阵 
Uyg lg, Ong, ++ ORE, 
eee 人 
。 Uy. sn weg Fb, 
中 元 素 ya os 的 余 因 式 用 Tu 和 Lu 来 表示 ， PROBE TAX AU 和 
2 来 表示 ， 于 是 变换 公式 就 成 为 


Qi On 
My gr = To oS TT (6) 


H 2U=1, 
Legendre 变换 能 够 应 用 的 条 件 是 UAR L240) ,这 是 容易 验证 的 ， 
3. Legendre 变换 在 偏 微分 方程 上 的 应 用 
考虑 一 个 最 多 是 二 阶 的 偏 微分 方程 
F(X, Y, U. ly Uys Ugg, Ugg Uyy) 一 0。 (7) 


利用 Legendre 变换 ,把 函数 OS, p 配给 这 个 方程 的 积分 曲面 x(*, »), TRH 
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fF 二 0 就 变 成 函数 o 的 也 最 多 是 二 阶 的 微分 方程 
G 一 已 (ob Wy Scogt+ yO, — 0, Er h Pgp 一 Path POEE) =0, (8) 
其 中 
1 


DEO OF, * 
不 过 , 这 个 微分 方程 一 般 只 产生 原 微分 方程 的 非 可 展 积分 曲面 , 因为 Legendre 变换 
对 可 展 曲 面 是 不 能 用 的 。 
特别 是 在 一 阶 偏 微分 方程 的 情形 下 , 当 变 量 x*, y 及 “以 简单 的 形式 出 现 而 导数 
Uy 4y 以 较 复杂 的 形式 出 现时 , Legendre 变换 是 适用 的 。 
作为 例子 ,考虑 方程 


Ugly = %, (9) 
经 Legendre 变换 后 这 方程 变 为 
£1 = wt; (10) 
它 的 解 可 立即 用 
oo 一 二 5 十 
给 出 ， 根 据 变换 公式 ,得 到 
«= En. 
y=4E +w (n), an 


a= En + nu (n) —w(n), 
如 果 从 这 三 个 方程 消去 及 小 就 得 到 已 给 微分 方程 的 解 ”， 
另 一 个 例子 是 微分 方程 
Ughy=1, (12) 
根据 Legendre 变换 ， 它 变 成 
”DD 但 是 ,失去 了 表达 式 uswityy - Wey SPERM. GAR uauy 一 * Me Aly WS, 得 到 
Ugglly t LxyLx 1, 
Ugyly + Uy yx O, 
这 是 一 个 非 齐 次 方程 组 , 它 的 行列 式 wxxuyy - exy 仅 当 Ugg yy ROH AES, 由 此 得 知 失 去 的 解 
必定 具有 形式 


1 
umay + Rav th 


其 中 a MO 是 任意 常数 。 事 实 上 ,这 个 表达 式 组 成 (9) 的 一 个 完全 积分 ， 用 $ 4,2 的 方法 并 引入 适 当 的 
参数 就 可 由 它 得 到 (11)。 
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En=1, 

这 个 方程 已 经 不 是 微分 方程 , 因此 变换 在 这 里 是 无 效 的 . uxuy=1 的 一 切 解 是 可 展 曲 
H. 这 个 事实 通过 将 方程 对 * 和 >》 微分， 

Lwwty + Uy yy =O, 

(13) 

Uy yity + uyyy =), 
就 可 立即 肯定 。 由 于 4-1, =4-0O 的 可 能 性 是 没有 的 ， 因 而 每 个 积分 曲 
Bue 2)5 必 定 满足 条 件 

Uyy yy uzy= 0, 


同样 ,Legendre 变换 对 每 个 形 如 


Fu. uy) =0 (14) 
的 微分 方程 失效 . 
FAS 4,4 中 曾经 考虑 过 的 Glairaut 方程 
ux Xu ylyt f (Uy. uy) (15) 
作为 第 三 个 例子 .根据 Legendre 变换 ，(15) 变 成 简单 方程 
o=—f(. n). (16) 


由 此 可 知 ,仅仅 Clairaut 微分 方程 的 非 可 展 积分 曲面 是 用 方程 (16) 表 示 的 ,或 用 点 坐 
标 表示 为 


x= — f(s, n) 
y=— faé 0). (17) 
u= f—Efi—n fy 


下 面 的 计算 证 实 了 这 个 结论 ， 将 微分 方程 (15) 微 分 ， 得 到 公式 
(E+ fp) uvxt (y+ fo) uy =0, 
(4+ fo)uryt (Y+ fo) uyy=0, 
(其 中 psu, 9 二 4y) .由 此 可 知 ,对 于 积分 曲面 来 说 ,或 者 
D= tyglt yy — iy=0 
或 者 
x=— f, ?= 一 广 


D 附带 说 一 下 ,微分 方 堡 (12) 可 用 代 人 # 一 地 化 为 形式 (9), 因 此 可 解 出 ， 其 完全 积分 为 


1 
usar +ayt+b 
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但 是 后 面 这 种 情形 恰好 产生 由 Legendre 变换 所 得 到 的 那 种 例外 的 曲面 . 
作为 另 一 个 例子 ， 我 们 考虑 极 小 曲面 的 二 阶 微分 方程 (参考 卷 工 第 149 一 150 页 ) 
(1+ 45) uw —2 Uyltyltyy + (1 + uz) uyy =0, (18) 
它 对 于 u(x. y) 的 导数 不 是 线性 的 。 这 个 明显 的 困难 可 用 Legendre 变换 把 (18) 变 
成 线性 微分 方程 
(1 +97) yy + 2 Encogy + (1 +E =0 (19) 
而 得 以 克服 .后 面 (参考 本 章 附 录 工 , 第 三 章 8 14RD) 我 们 将 考虑 把 微分 方程 
(18) 线 性 化 的 其 它 方法 ,它们 将 产生 一 条 通 向 极 小 曲面 理论 的 简捷 路 径 . 
Legendre 变换 的 一 种 相仿 的 重要 应 用 5 出 现在 流体 力学 中 ， 用 两 个 速度 分 量 “ 
和 v2 来 描述 二 维 可 压缩 流体 的 定常 流 , 人 "是 直角 坐标 4 ?的 国 数 . 设 声速 c 是 
好 十 好 的 已 给 函数 。 这 运动 由 一 阶 方程 组 
uy— Vy=0, 
(?—u?)u,—uv(u,+v,) + (C?—v?)v,=0 
来 限定 。 于 是 可 知 ,存在 一 个 速度 势 ( 即 速度 位 ) A. >)， 使 得 
4=p v=¢$, 
以 及 . 
(C2— $2) bus —2prpypry + (C2— $5) byy=0, 
处 理 这 个 二 阶 非 线性 微分 方程 的 关键 是 Legendre 变换 
P+p=uxt+vy, 
b= y=, 
中 一 和 Oy. 
它 导致 对 DP(w 2o) 的 二 阶 线性 微分 方程 
(6? — u?) Doo +2 uw Pust (C2—v DP, =0, 
这 方程 对 许多 流动 问题 的 求解 是 有 用 的 ”. 


§ 7, Cauchy 和 Kowalewsky 存在 定理 


1. 引言 和 例 
我 们 讨论 一 个 基本 定理 来 结束 这 一 章 ， 这 定理 肯定 了 偏 微分 方程 解 的 存在 ， 同 


1) 见 第 五 章 及 R Courant 和 K O Friedrichs 著 [1j 第 247—249 页 。 
2) 这 种 变换 可 由 反 转 隙 数组 us, y) oe. y) WR *.y 表示 为 自 变 量 u,v 的 洋 数 击 直 接 得 出 、 这 种 方 革 
常 称 为 “ 速 端 图 * 法 ,因为 它 以 速度 向 量 ws 的 平面 , 即 所 谓 “ 速 端 平面 作为 参考 系统 〈 见 第 五 章 S 2). 
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时 阐明 了 任意 函数 进入 "一般 ” 解 中 的 状态 ， 定 理 是 由 Cauchy Sy 出 的 ,他 创始 了 偏 微 
分 方程 的 现代 理论 . Sophie Kowalewsky 受 了 Weierstrass 的 启示 ,在 她 的 论 文中 用 
更 一 般 的 方式 做 出 了 证 明 ”. 

定理 是 针对 “ 初 值 问题 ?的 ， 就 是 我 们 将 要 经 常 说 到 的 “Gauchy pw”, CER 
制 在 微分 方程 和 初始 数据 以 及 解 都 是 解析 的 假设 之 下 的 ， 并 且 是 针对 ”+1 个 自 变 
E r A ype dn H m PRB at, CE ID PB uo Ware tm) Kyon 
个 4 阶 偏 微分 方程 所 成 的 组 的 .假定 这 个 组 写成 了 对 变量 * 的 “标准 ”形式 ， 


k u kum 
Sorts fit ne go o r) a 
hum . 
LT IDE LEE ST 为 变量 的 多 维 空间 的 菜 域 内 是 这 些 量 的 


解析 函数 (这 就 是 说 , 它们 可 展 成 对 所 有 这 些 变量 的 需 级 数 , 这 级 数 在 一 个 适当 小 的 
域 ,例如 可 假定 是 包含 原点 *==0, yi 二 0,4==0 的 某 个 区 域内 是 收敛 的 ) . 在 “初始 平 
面 ** 二 0 上 ,原点 y= 0 的 一 个 适当 小 的 邻 域内 给 定 变量 Yo on 的 hm 个 任意 的 
解析 函数 bin (Dr cots Yn) (一 1 mm; * 二 0.…,% 一 1)， 这 时 Cauchy 问题 就 是 求 
方程 组 (1) 的 在 *=0 上 取得 初始 值 


n—lyi 
ui(0, Yp 。… Yn) =i (Ip 1.’ Yn), rt So (0,90 ore, Yn) 
=i ni (Mp ++) Yn) 
的 解 。 我 们 总 得 想 着 这 个 初始 问题 只 是 在 小 范围 内 ( 即 在 % =0, = 0 的 足够 小 的 邻 
域内 ) 提 出 的 . 
现 将 主要 定理 鬼 述 如 下 ，Cauchy 问题 有 一 个 且 只 有 一 个 解析 解 w， wm, 
假定 4==1, 即 考虑 一 阶 方程 组 就 够 了 .并 且 , 我 们 将 只 对 “=1 的 情形 ( 即 只 对 
两 个 自 变 量 *, y 的 情形 ) 作出 讨论 ， 因 为 对 于 更 多 的 自 变 量 来 说 不 需要 做 什么 修 
改 . 
一 般 说 来 ,化 方程 组 为 标准 形式 (1) 是 能 够 作 到 的 . 不 过 , 在 小 节 5 中 将 看 到 还 
有 重要 的 例外 情形 ,是 不 能 化 为 这 种 形式 的 ”. 
1) 见 Hadamard[2] 第 11 Kiat. Hadamard 参照 A Cauchy. S Kowalewsky, G Darboux 和 
E Goursat. 
2) Cauchy 初 值 问 题 是 一 个 最 自然 的 问题 ,( 恰 象 在 常 微分 方程 中 , 它 可 以 说 明 任 意 积分 常数 的 出 现 一 样 )、 
这 一 点 由 微分 方程 (1) 的 根本 意义 来 看 就 是 很 明显 的 、 由 这 些 方程 ,根据 初始 数据 以 及 从 它们 推 知 的 各 
Wy 导数 , 可 以 表示 出 数据 中 未 曾 给 出 的 那 一 个 导数 , 我 们 将 看 到 ,这 种 做 法 也 为 寻求 未 知 函数 在 原点 
的 一 切 导数 开辟 了 道路 . 
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为 了 证 明 这 个 定理 ， 我 们 先 形 式 地 做 出 级 数 解 ， 然 后 证 明 这 些 级 数 的 一 致 收效 
性 . 
在 给 出 一 般 的 讨论 之 前 , 先 来 看 几 个 例子 . 
对 于 带 有 常数 和 上 的 微分 方程 
au, + Buy=0 
来 说 ， 
u=w(ay—BX) 
给 出 了 全 部 解 ,w 是 任意 函数 .现在 假定 初始 值 HO.» 二 $8(>) 是 任意 指定 的 , 那 末 


令 zx 一 0 就 确定 了 函数 e RIBAR =y 一 =). 


更 一 般 地 ,我 们 来 考虑 非 线性 微分 方程 
(iu) uy + B(u)uy=0 . 
(参考 $1,1 例 5)， 假 定 系数 c 和 A RMR. 这 里 初 值 问题 是 给 定 了 
4(0,9) = 二 $9(y) 而 求 满足 这 条 件 的 解 . 

前 面 已 经 得 知 ,这 微分 方程 的 全 部 解 由 a(%)y 一 B(x)*==w(w) 给 出 , 其 中 心 是 任 
BAR. ww 仍 由 初始 条 件 求 出 .将 *==0 Ru=o(y) KA, A wle) 二 a (8)y; HA 
数 4=g(y) 的 反 函 数 为 »=1(4), 则 由 关系 式 wA) =0() (6) EH T ERA», 
因此 ,所 求 的 解 满足 a(w)y 一 B(W)x* 二 a(u)X(u) 或 等 价 的 关系 式 

fy Be 
如 果 由 这 个 隐 式 方程 决定 了 函数 “<(*，2)， 那 末 就 得 到 了 初 值 问题 的 解 (在 本 节 之 
末 , 第 41 页 上 ,我 们 将 讨论 一 种 特殊 情形 , 它 对 以 后 的 应 用 是 重要 的 ) . 

对 于 二 阶 微分 方程 ,= 二 了 A(*，y) 来 说 , S1 的 公式 (2) 中 三 角形 域 上 的 积分 是 
初 值 问题 的 解 . 

最 简单 的 振动 微分 方程 


Uyy— lyy= 0 
的 初 值 问题 是 ， 若 对 于 x= 0, 初始 条 件 40,9) 二 $8(y) 和 ww(0,y) 二 w(y) 是 任意 指 
定 了 的 , 求 u( 参 考卷 1, 第 五 章 §83) .由 这 微分 方程 的 一 般 解 4 二 f(y 十 *) 十 g(y 一 *), 
依照 关系 式 SO +80) =), 了 (9y) 一 8(y) 二 (>) 使 之 符合 初始 条 件 , 我 们 得 
到 函数 f 和 的 特定 形式 , M 
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2u(x y=b(y+ 2) HAr) Dd. 


在 叙述 一 般 的 初 值 间 题 时 ， 我 们 假定 微分 方程 可 就 未 知 函数 对 * 的 最 高 阶 导数 
解 出 . 
例如 考虑 一 阶 微分 方程 


F(x, y, u, p, 9)=0, (2^) 
(其 中 p= 二 ww 9 二 wu,) 时 ,假定 方程 (2 ) 能 就 p 解 出 ,取得 形式 
p=f (x, y, u, q), (2) 


这 时 初 值 问 题 是 寻求 (2) 的 这 种 解 (x*，y), CE *=0 时 变 成 给 定 的 函数 4(0， 
2》) 二 四 (y); 从 几何 上 来 说 ， 这 就 是 要 求 出 与 平面 *= 0 相交 于 已 给 的 初始 曲线 u= 
$(2) 的 积分 曲面 .。 

我 们 可 提出 更 一 般 的 问题 ， 求 了 f(x，y, u p 9)=0 的 通过 已 给 空间 曲 线 “一 
p(y),，* 二 (y) 的 积分 曲面 如果 引 入 $= 二 * 一 (>y) 及 5 二 > 作为 新 自 变 量 以 代 * 
Aly, & 

u(x, y)=u(E+H(m), n)=o(F, 9), 
则 微分 方程 变 为 
F(E+W(n), N, 0, wz, 0, — Woz) =G (E, M 0, 0g wn) =0, 
带 有 初始 条 件 00,9) 二 (7)。 于 是 ,更 一 般 的 问题 就 化 成 了 原先 考虑 过 的 特殊 形式 
的 问题 ,现在 我 们 将 限于 考虑 这 种 特殊 形式 的 问题 . 
我 们 还 考虑 二 阶 微分 方程 

F(X, yw P, 9, T, s, t)=0, (3’) 

缩写 符号 
~ 一 My 一 Py， 3 一 Myy 一 Py 一 9 ， t= Uy = 9, 

将 常常 用 到 ， 假 定 在 这 些 变 元 的 所 论 及 的 域内 ,这 方程 可 就 > 解 出 , 即 可 写成 如 下 的 
形式 ， 


T= f(%. y, u, p, q, s, t), (3) 
这 个 微分 方程 的 初 值 问题 是 ,寻求 当 *=0 时 具有 给 定 的 上 和 ww 的 初始 值 
“u(0, 9) 一 由 (7)， %(0,y=W(y) (4) 


的 解 x(《*，》)。 在 一 阶 微分 方程 中 有 一 个 任意 的 初始 函数 Oy), 而 这 里 有 两 个 任意 
指定 的 函数 8(y) 和 (2). 
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对 于 高 阶 微分 方程 或 对 于 微分 方程 组 可 提出 类 似 的 问题 。 特别 是 , 我 们 要 考虑 
对 于 未 知 国 数 u y) (有 了 时 也 用 沁 (*, y) 表 示 ) 的 一 阶 微分 方程 组 


2u = fi». Y, Up ete, Um, k wes, on), (i=1,2,+++,m) (3) 


并 具有 任意 指定 的 初始 值 
u (0, y)= $i(y). 

在 证 明了 这 些 初 值 问题 都 有 唯一 确定 的 解 之 后 ， 我 们 将 弄 清 在 一 般 解 中 任意 国 
数 的 出 现 . 

2. 化 为 拟 线性 微分 方程 组 

上 述 各 种 初 值 问题 都 可 化 成 一 阶 拟 线性 微分 方程 组 的 等 价 问题 。 我 们 曾经 强调 
指出 ,微分 方程 组 的 全 部 解 一 般 说 来 不 等 价 于 单个 方程 的 解 组 。 不 过 ,如 果 我 们 把 微 
分 方程 和 适当 的 附加 初始 条 件 一 块 儿 考 虑 而 不 是 单独 考虑 微分 方程 的 话 ， 我 们 将 看 
到 ,它们 是 等 价 的 。 拟 线性 微分 方程 组 比 原来 的 微分 方程 有 更 多 种 类 的 解 , 但 我 们 要 
这 样 来 限制 初始 条 件 ,使 得 两 个 初 值 问题 的 解 组 完全 重合 . 

首先 对 一 阶 微分 方程 (2) 给 予 化 简 。 注意 在 指定 了 (0,y)==$(y) 时 ， 初 始 值 
70, 二 $9'(》) 也 自然 地 被 指定 了 .还 有 ,由 微分 方程 (2) 可 得 到 ww 的 初始 值 , 即 

p(0, y)= f0, y $a) P O). 

将 方程 (2) 对 * 微分 之 ,得 到 对 于 量 wp, 9 的 一 阶 拟 线 性 偏 微分 方程 组 


Uy = Ps 
Iu= Py» (6) 
py= fut fuPt f Py 

和 初始 条 件 

u(0.y)=A(y), 
g0, y)= p (»), (7) 


pO, y) =f 0, y 由 (3) EO. 
WY DAS ic 9 (AT AR SY. 
要 证 实 这 个 命题 ,只 需 证 明 方 程 组 (6) , (7) 的 解 p 9 满足 方程 
P=f (4, y, 有 9), Uy=p, Uy=9 
就 行 了 。 因 为 根据 (6) Pp,=9w, KA 


Uyy =x > 
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把 它 对 * 积分 ,得 
u,(%, y)=9+v(y). 
令 *=0 并 留意 初始 条 件 (7) ,得 到 
zy 一 9 
对 一 切 * 及 > 成 立 , 因 为 由 $8(y) =u, (0,4), 必然 得 出 2(y) 二 0 。 再 根据 (6) 


0 
yy = Py = Fy f(x, y, u qg), 


因此 积分 后 得 
us= f(x, 和 u, 9) + a(y). 
但 因 u= f e= 成立 , 故 知 2(2) 一 0 Ai y= f(% y, u uy). 即 u(x，y) 是 原 
问题 的 解 . 
相仿 地 ,具有 两 个 初始 条 件 (4) 的 二 阶 微分 方程 (3) 的 初 值 问题 可 换 成 自 变 量 *， 

y 的 六 个 函数 4 PO s 上 的 下 列 微分 方程 组 的 等 价 初 值 问题 

Uy= Ps Wy=Py Py=7, 

Sy =T y zx 一 Sy 
Ty= fat fuPt for tf Pyt fryt fisy, 


其 中 
uO, =h(¥), PO, XY) =W(y), 940, y)=pP (9), 


10,9) =p" (y), SO,» =W (Y), 

rOy) =f 0, y, PO) VO) PF), W) PO) 
是 初始 条 件 . 由 原 问 题 的 已 知 初 始 数据 由 并 由 微分 方程 , 立即 得 出 4, 6 s r 的 
合适 的 初始 数据 ， 象 前 面 一 样 , 我 们 能 证 明 p，9，r，s,! 与 导数 up， Uy Ugg Ugy Uyy 
重合 , tL 入 取得 给 定 的 初始 值 (4) ,并 且 微 分 方程 (3) 得 到 满足 . 

同样 ,我 们 可 用 一 阶 拟 线 性 微分 方程 组 米 代 替 高 阶 微分 方程 或 方程 组 . 

上 面 得 到 的 拟 线 性 微分 方程 组 ,在 右边 的 系数 中 含有 自 变量 * 和 >»。 用 一 点 儿 
技巧 把 它 变 成 另 一 个 其 中 不 显 含 自 变 量 *，y 并 对 导数 是 齐 次 的 等 价 拟 线 性 微分 方 
程 组 就 方便 了 。 为 此 目的 ,我们 用 方程 

Es=Ny N= 0 (8) 
和 初始 条 件 
E(0,9)=0, 70,9) =y (9) 
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形式 地 引入 两 个 函数 EX. y) 和 ?7(x RR Ay. (8) 和 (9) fy BS =*, 
n=). AFD=1 ,我 们 可 用 五 个 函数 47.95 了 的 显然 等 价 的 方程 组 
tx 一 P1zy， 9qx 一 Py， 
ss 一 zy， =), (10) 
ps= fopy+ (fat P funy 
RARE PAB 6) , (7)。 不 过 ,我们 必需 在 Sp So fa Pe. » MRE 1G 
要 初始 条 件 
“u(0,y)=o(y) 9(0,»)=p(y), 
E(0,9)=0, 70,y)=y, (11) 
PO,» =f, (9). PO. 
KER, (2) A BS OF A aT en EEA. 
对 于 二 阶 的 初 值 问题 有 类 似 的 结果 。 象 一 阶 问题 的 情形 一 样 , 我 们 巧妙 地 用 满 
足 微 分 方程 (8) 和 初始 条 件 (9) 的 辅助 函数 $ 和 ”来 代 赫 * 和 »。 并 可 写 出 对 函 数 
u pP, 9 六 5 总 7 的 一 个 拟 线性 、 齐 次 、 一 阶 微 分 方程 组 的 等 价 初 值 问题 来 代替 
(3) 和 (4) 。 
以 这 种 方式 出 现 的 一 切 初 值 问题 都 具有 一 阶 拟 线 性 方程 组 


$= E Gyt ay ag) Se (6=1,2, +++, m) (12) 

的 形式 ,并 具有 形 如 
41(0,9) =i(¥) (13) 

的 预 给 的 初始 条 件 . 


在 这 个 拟 线 性 方程 组 中 , 系数 Gi (Uys Up ee, Um) 只 明显 地 依赖 于 未 知 函数 u 
RE ,而 不 依赖 于 自 变量 * 和 y. 
这 方面 总 的 结论 是 ， 对 于 微分 方程 组 的 各 阶 初 值 问题 都 能 毫 无 困难 地 化 为 这 种 
类 型 的 初 值 问题 。 当 然 , 对 于 个 变量 Yo yo e+) Yna 的 情形 ,(12) 应 换 成 形 如 
uy 


; 0 
Liy 5 Gi yr (uy vey Mm) ay (12 a) 


y=] /=1 


的 方程 组 , 
3。 初始 流 形 上 的 导数 的 确定 法 
由 微分 方程 和 初始 数据 一 起 肯定 能 算出 所 求解 沿 着 初始 曲线 (如 *=0) 的 一 切 
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导数 ， 只 要 假定 这 种 解 存在 并 且 这 些 解 和 微分 方程 及 初始 函数 都 是 解析 的 。 首先 广 
意 到 , 沿 着 初始 曲线 +0 ,将 所 有 已 知 量 (比方 说 是 4 和 4 的 某 些 导数 ) 对 ?微分 ， 
得 到 更 多 的 已 知 量 , 也 就 是 得 到 更 多 的 一 些 导数 。 所 缺 的 对 * 微分 的 导数 , 则 必需 
借助 于 微分 方程 来 确定 ， 

因此 ,在 微分 方程 (2) ,p= 二 f(x%*，y, Ww 9) 的 情形 下 , 沿 着 *==0 ,由 已 给 数据 可 以 
定 出 9=$(y) 及 t=wyy 二 9 二 89”(3》) 等 等 。 由 微分 方程 本 身 得 到 P00, = 二 (0,>， 
pO) $'(y))， 同样 ,在 * 二 0 上 ,得 知 

9%=Py= fyt fugt for, 

为 了 确定 尚未 得 到 的 沿 着 初始 曲线 的 二 阶 导数 r= Pet 我 们 将 方程 (2) 对 4 微 
分 ,得 到 r=Py= fet fuPt fas 由 以 上 的 论述 可 知 右边 的 量 对 *+=0 是 已 知 的 ， 
因此 左边 对 *=0 也 确定 了 . 

把 这 样 确定 的 各 个 量 以 及 微分 方程 再 对 * 微分 , 得 到 在 *=0 上 的 各 个 高 阶 导 
数 ,直到 函数 j 及 解 4 的 连续 可 微 性 的 假定 不 成 立时 为 止 。 

在 二 阶 微分 方程 (3) 的 初 值 问题 的 情形 下 , 用 类 似 的 办 法 , 可 以 定 出 4 在 初始 曲 
线 上 的 各 个 导数 ,不 过 讨论 一 般 (包括 所 有 上 面 考 虑 过 的 特殊 问题 ) 的 初 值 问题 
(12), (13) 也 是 那 末 简单 。 对 于 这 种 形式 的 方程 组 , 应 该 怎样 逐步 地 定 出 函数 沿 
着 初始 流 形 ( 即 *=0 ) 的 各 个 导数 也 是 了 然 的 . 

首先 ,由 函数 (2) 经 过 微分 后 得 到 在 直线 =0 HRR E o oo A 
后 由 微分 方程 得 到 对 + 的 一 阶 导数 . 将 这 样 求 出 的 各 个 量 对 ? 微分 , 得 到 沿 * 一 0 


Ou; 


MRA ERG G5: 再 将 微分 方程 组 (12) 对 * 微分 ， 所 得 表达 式 的 右边 只 含有 函数 
u: 对 * 和 3 的 一 阶 导 数 及 混合 二 阶 导 数 , 所 以 这 些 式 子 是 已 知 的 , 从 而 定 出 左边 的 


值 , 即 定 出 二 阶 导数 学 等 等 。 应 该 强调 一 下 , 在 这 种 逐步 确定 的 过 程 中 , 只 用 到 求 
导 和 代入 两 种 运算 . 

根据 解析 性 的 假定 ,可 做 无 限 次 求 导 ,然后 ,由 初始 数据 , 定 出 函数 w 在 “= 0 上 
的 所 有 导数 ,因此 ,也 定 出 了 在 “=0;?= 0 处 的 所 有 导数 . 

现在 自然 可 把 这 个 步 又 反 转 过 来 。 如 果 上 述 初始 导数 的 逐步 确定 法 可 以 使 用 天 
限 次 一 一 在 微分 方程 本 身 及 初始 值 都 是 解析 的 条 件 下 情形 当然 如 此 一 那 末 我 们 就 
可 用 这 样 得 出 的 导数 做 系数 作出 一 个 形式 的 宕 级 数 ， 然 后 我 们 应 该 证 明 这 样 作出 的 
寡 级 数 是 收敛 的 而 且 是 原来 的 初 值 问题 的 解 ， 


38 数 学 物 理 法 


4. 解析 微分 方程 的 解 的 存在 性 的 证 明 

在 对 方程 组 (12) 的 基本 存在 定理 的 证 明 中 , 我 们 可 设 关 于 原点 *=0,2?=0 的 展 
式 作为 解 并 设 初始 值 $:(0) =0. 否则 我 们 可 引入 差 式 wu 一 B:(0) FARA RA 
KP, 所 谓 数据 的 解析 性 是 指 函 数 Cin p:i AT RB 


bi) = Day”, (14) 
y=] 


Cik(z see, Um) = yo bik eepm ul:, , “uy (15) 


Vay tP m= 
来 规定 ,它们 分 别 在 域 1>1<<P 及 juz| <r 内 收敛 ， 
我 们 断定 ， 对 于 微分 方程 组 所 提出 的 初 值 问题 有 一 个 解 ,这 解 可 表示 为 医 级 数 
ui(%, y= yd ely A (16) 


{=0 
k=1 


根据 小 节 3 ,震级 数 (16) 的 系数 是 用 微分 方程 及 初始 数据 唯一 地 确定 的 。 因为 ， 
这 个 (现在 还 是 假设 的 ) 解 w 的 各 个 导数 在 点 *= 0,y=0 处 的 值 ,只 要 在 沿 初始 曲线 
x 一 0 的 导数 中 代入 特殊 值 y=0 便 能 得 到 ， 因 此 ,级 数 展开 式 (16) 的 系数 ok 是 唯一 
地 确定 的 ， 

车 假定 这 样 作出 的 震级 数 在 关于 点 =0,9=0 的 某 域内 是 收敛 的 , IK, 根据 
熟知 的 定理 ,可 在 此 收敛 域 的 内 部 深 项 微分 ,这 样 得 出 的 导数 可 代入 微分 方程 最 后 
得 到 的 式 子 可 重新 依 * 和 》 HRB, RE w 在 原点 的 累 次 导数 的 R 法 ,得 知 
每 个 方程 的 左边 和 右边 连同 它们 的 各 阶 导数 在 点 #=0,9=0 处 是 相同 的 。 由 于 解 
析 性 ,微分 方程 恒 成 立 , 即 函数 n EMRA. HERK (16) 的 构造 以 及 这 些 级 数 
收敛 的 假定 ,立即 得 知 这 个 解 组 具有 给 定 的 初始 值 ,因而 是 我 们 的 初 值 问题 的 解 ， 所 
以 ,只 要 证 明了 等 级 数 (16) 在 某 域 的 内 部 是 收 全 的 ,存在 定理 的 证 明 就 立即 完成 了 

为 了 证 明 这 个 收 全 性 ,我 们 来 考察 系数 ci 对 于 系数 ah Hi- -r 的 依赖 关系 、 
首先 注意 ,将 任何 等 级 数 还 项 微分 就 产生 一 个 新 的 蜂 级 数 , 它 的 系数 是 由 原来 的 系数 
用 非 负 整数 做 线性 组 合 而 形成 的 。 将 署 级 数 代入 微分 方程 (12) ,只 出 现 加 法 和 乘法 ， 
这 样 形成 的 式 子 的 右边 变 成 Ky 的 震级 数 ， 它 的 系数 oh iR ah OY... WS 


D 引用 好 天 (?)= 忆 作为 新 未 知 函 数 将 更 至 简化 ,因为 这 样 一 来 , 所 有 的 初 值 2,(0, 》) 都 恒 为 零 , MAD 
方程 的 一 般 形式 并 不 改变 ， 
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项 式 : 
ch= Pilah, bY... 4). (17) 
这 些 多 项 式 的 系数 是 非 负 整数 ,它们 不 依赖 于 函数 Gix 和 $i 的 特殊 形式 ， 
做 了 这 个 准备 之 后 ， 我 们 将 用 十 典 的 优 钞 数 法 来 论证 收敛 性 . 在 我 们 原来 针对 
KEA Ca 和 i 的 初 值 问题 之 外 ,再 考虑 一 个 新 的 初 值 问 题 , 在 此 问题 中 用 另外 的 
“te” AR Ku 和 Wi; 来 替换 Gi 和 ps， 在 原点 的 某 邻 域内 , 令 


Wi(y) = 2 4y (18) 
v=} 
及 
Kiz (ty eee, lm) = > ， By e... vn uf. * sm, (19) 
yy n=O 
其 中 


Ai>|ot| 而 BR... lb |。 
换言之 ， 新 函数 Kix 和 Wi 的 展开 式 的 系数 是 非 负 的 , 且 不 小 于 原来 函数 Cu 和 pih 
相应 系数 的 绝对 值 。 现 在 提出 初 值 问题 
ors 3 Kip Vy eee, vn) Ft, (20) 
(i=1,2,°++, m), 

0:(0,»)=Wily), | (21) 
它 是 原来 初 值 问 题 的 “ 强 问 题 "*。 如 果 依照 前 面 的 方法 , 做 出 强 问题 的 假设 的 医 级 数 
解 


vi(%, y=} Cityt (22) 
i=0 
k=1 


的 系数 Ch 那 末 就 从 4A Bt... ARH R Ch RAMESH Bw 
bi, 得 出 原来 系数 ch, LF ANC}, = Pi BE ...,。))。 但 因 这 些 多 项 
式 具有 非 负 的 系数 , 故 知 

CH len), 
因此 ,形式 的 冠 级 数 (22) 是 震级 数 (16) 的 优 级 数 ， 所 以 ,只 要 我 们 能 够 证 明 这 个 优 级 
数 (22) 的 收敛 性 , 那 末 原来 级 数 (16) 的 收敛 性 也 就 肯定 了 ， 
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利用 上 面 的 这 个 说 明 , 我 们 做 一 个 特别 简单 的 强 问 题 , 它 的 解 可 以 明显 地 给 出 ， 
因而 优 级 数 的 收敛 性 得 证 .为 此 目的 , 象 前 面 一 样 ,选取 两 个 正 数 " 和 vw, 使 得 Giz lw， 
up e bm) Bl bi (9) SEBUM P |e] Sr A || Se 收 伊 ,于 是 ,由 竹 级 数理 论 的 熟知 的 
定理 ,存在 一 个 常数 M 使 得 


， M ， 
la|<G= 4 


H. 
Ji, eae, onl Saar 
因此 ,得 
bh een, Pa < EY pm Ca = BY EEPE Maye 
现在 令 ( 参 考 (18) , (19)) 
Wi(y) = Ai y=M L(y (23) 
v=] vel 
且 令 
及 (zu 1t um) = L Bik .。。， va 
My Wn0 
(24) 
/uy wm Ym" (Wy + +++ +%m)! 
aw OG) Gy Si 
如 果 将 变 元 
uy, by, Um 
限制 在 使 得 
j| t jual + eee t m| <r 
HRA DBA (24) KA, A ANT FARA 
M 
Kix (uy, La， Um) = Tt (25) 
1 一 一 2 
对 于 131<o 由 级 数 (23) 得 到 
M 
wWin= (26) 
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因此 , 初 值 问 题 


Ov; M Ov; 
Fx -一 Tt ETA Jy (27) 
r 
-My 
vi(0,») = py (28) 
是 问题 (12) 的 强 问题 . 


剩 下 的 工作 是 做 出 这 个 方程 组 的 显 式 解 2:(*，》), 并 证 明 在 点 *=0,»=0 处 ， 
这 些 解 可 展 成 蜂 级 数 . 
由 于 所 有 的 函数 Kis 都 是 恒 等 的 ,所 有 的 Wi 也 都 是 恒 等 的 , 看 样子 不 论 i 如何 
都 可 设 
vi(%, y)=v(%, Y). 
这 样 就 得 到 单独 一 个 偏 微分 方程 


x% m Oy 
1 一 了 
或 
(1-2 v )o,—-mMo,= (29) 
以 及 初始 条 件 
2 
20,9) =%~=T— (30) 


所 以 , 我 们 只 需 证 明 这 个 初 值 问题 有 一 个 在 原点 的 足 IN BRAT ER ER 
数 的 解 2(x，>). 

这 个 初 值 间 题 与 第 1 小 节 中 第 32 页 上 所 考虑 过 的 例子 是 一 致 的 . 由 那儿 的 论 
述 得 出 关于 解 ? 的 二 次 方程 


Co+20)[ (1-2 » )y+mMx]=po(1- » ). (31) 
在 这 方程 的 两 个 根 中 , 需 选 出 在 *= 0,y= 0 RRM, 由 方程 (31) 立即 得 
知 这 种 解 的 存在 性 ,因为 当 *= = 0 时 , (31) 变 为 v(1 一 2 )=0， 由 于 假定 了 r>0， 


所 以 在 *=y=0 处 ,二 根 是 不 同 的 。 因此 ,二 次 方程 (31) 的 判别 式 在 原点 处 蜡 于 零 ， 
从 而 在 原点 的 邻 域 也 异 于 零 , 在 此 邻 域内 根 2 一定 能 展 成 * 及 y 的 收敛 的 项 级 数 . 


确实 ,这 种 解 可 显 式 地 给 出 如 下 ， 


M r y M r y\? n TX 
a OTA RIS) a [FPO -ala | ane 
2 2 


一 之 一 了 
1—5 1 


(32) 

这 是 容易 验证 的 . 

于 是 ,在 原点 的 某 邻 域内 , 证 明了 优 级 数 (22) 的 收敛 性 , 了 从 而 证 明了 原 级 数 (16) 
的 收敛 性 ,于 是 我 们 的 初 值 问题 的 解析 解 的 存在 性 也 完全 得 到 证 明 . 

PIB Sa, PALA ALR OD RR RRR, HE 
ASL BAe LMP, 

显然 ,前面 的 证 明 指 出 了 ， 对 于 解析 方程 组 (12) 的 初 值 问题 ,当初 始 数 据 是 解析 
的 时 候 ， 只 有 一 个 解析 解 .在 许多 情形 下 ,初始 数据 的 解析 性 的 假定 是 太 强 了 , 它 甚至 
往往 与 所 描述 的 物理 问题 的 性 质 相 抵触 。 因 此 ,Holmgren? 对 于 解析 方程 或 解析 方 
程 组 的 Cauchy 问题 ,在 不 限定 初始 数据 为 解析 的 情况 下 , 对 于 解 的 唯一 性 的 证 明 是 
有 价值 的 .在 Cauchy 数据 为 解析 的 特例 下 ,每 一 个 Cauchy 问题 的 解 自然 都 是 解析 
的 , 而 这 个 解析 的 解 也 正 是 这 种 Cauchy 问题 的 唯一 的 解 (参看 第 三 章 附 录 2). 

关于 Holmgren 定理 的 确切 叙述 和 证 明 ,读者 可 参考 第 三 章 附 录 2 . 

4a。 关 于 线性 微分 方程 的 一 件 注意 事项 

如 果园 定 系数 Ci 那 末 前 面 的 论述 表明 ， 解 HERR 在 半径 A’ MAAK 
Ror 是 只 依赖 于 1 Re 的 函数 7(M, e). 

如 果 原 微分 方程 是 线性 的 而 且 是 齐 次 的 , 那么 cu (cx 是 任意 常数 ) 是 以 ed 为 初 
始 值 的 具有 相同 的 收敛 半径 7 的 解 ,根据 前 小 节 得 知 a$ DR Ae 因此 
r=r(aM, p) 只 依赖 于 。 而 不 依赖 于 人. 仿 此 可 推断 非 齐 次 微分 方程 。 这 个 论断 包 
全 着 如 下 的 一 项 重要 结果 ， 对 王 罗 定 的 综 性 生 分 方程 来 说 ， 各 果 初 始 信 对 其 变 元 的 
RABE A Pda, HERS RRND PAR ORR RE TRATE 
DORE PENKA. 

4b。 关 于 非 解析 微分 方程 的 一 个 附注 

为 了 数学 物理 的 需要 , 解析 微分 方程 的 假设 也 是 太 狭 窄 了 。 在 下 面 各 章 中 我 们 


D UE Holmgre» [1]. 
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将 对 广泛 的 而 不 限于 解析 的 微分 方程 类 来 求解 ,对 于 这 些微 分 方程 ,本 节 的 存在 证 明 
是 不 适用 的 , 需 另 作 补 充 或 作 完全 不 同 的 论证 .更 重要 的 是 Hans Lewy Fit RR 
线性 偏 微分 方程 的 一 个 例子 ,并 有 Hormander? 进一步 探讨 了 这 种 方程 类 ,它们 具有 
全 部 光滑 但 非 解析 的 系数 ， 却 根本 没有 解 。 某 些 与 解析 方程 似乎 没有 多 少 区 别 的 微 
分 方程 的 这 种 意 想不到 的 属性 提出 了 一 个 人 迫切 的 问题 : 要 在 可 解 的 与 不 可 解 的 “ 非 
正规 的 ”微分 方程 之 间 找 出 一 个 简单 的 区 别 来 ，H6rmander 的 T 作 在 这 个 问题 上 提 
供 了 很 多 见解 . 

5。 关 于 临界 初始 数据 的 几 点 注 记 。 特 征 

第 2 和 第 3 小 节 的 结论 ,是 建立 在 微分 方程 组 可 写成 形式 (12) 的 假设 之 上 的 ， 
如 果 我 们 考察 在 何 种 条 件 下 能 写成 这 种 “标准 ”形式 , 就 要 引出 例外 的 或 “临界 的 ” 初 
始 流 形 或 “特征 ”的 概念 。 我 们 来 定义 特征 的 概念 , 它 在 偏 微分 方程 的 理论 中 起 着 基 
本 的 作用 ,并 且 在 本 书 的 各 个 部 分 中 都 将 出 现 ， 

首先 设 已 给 的 方程 组 是 线性 的 并 且 自 变量 的 个 数 为 二 : 

(a 1+ by Su + om)= di (£=1,2,+++,7), 


这 里 wa bip cp d 是 4 和 2 的 已 知 国 数 。 这 个 组 在 任何 点 (xzo，?o) 处 能 对 x* 的 导 
数 解 出 ,只 要 系数 aij 的 矩阵 在 (*o Yo) 处 是 非 奇 异 的 . in RERE ai Æ (o Yo) 处 
是 奇异 的 ， 那 末 直 线 I= 就 称 为 特征 线 ; 反之 称 为 自由 线 . 
更 一 般 地 , 我 们 可 考虑 用 形式 E, y)=0 给 出 的 并 让 入 曲线 族 点 *，2) 三 常数 
之 中 的 解析 曲线 C。 那么 我 们 常 要 考虑 在 C 上 给 出 to Hotte un 的 初始 值 的 这 种 
初 值 问题 。 这 种 问题 可 简化 为 初始 流 形 是 坐标 线 的 情形 , 只 要 引入 新 自 变量 8 及 
n RRE * 及 y, 其 中 1 是 任何 适当 的 第 二 个 变量 。 然后 将 方程 组 用 5 及 5 表示 出 
来 ， 
las + byt) JE “tt (aimp t bimy) Sir ets |= di (33) 
G=1,2, n). 
曲线 C 在 点 (% yo 处 称 为 是 特征 的 ， 如 果 直 线 上 一 5 对 于 变换 后 的 方程 组 来 说 在 


1) 见 Hans Lewy[1]。 
2) W L Hirmander[1]。 
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相应 点 (soyo) 处 是 特征 的 。 


ow 


现在 (33) 在 C 上 对 导数 JE 来 说 是 线性 方程 组 .车 矩阵 arist bub, 在 所 论点 


P 处 是 非 奇异 的 , 即 攻 行 列 式 Q= lands t Suk ME P ESF 0, 则 此 方程 组 有 一 个 且 
只 有 一 个 解 ， 在 此 情形 下 , 曲线 称 为 在 了 处 是 自由 的 ; 反之 称 为 在 P 处 是 临界 的 或 
ERER. 

在 第 三 章 中 我 们 将 详尽 地 考察 这 种 情形 。 这 儿 我 们 只 申明 对 于 在 每 点 P 处 都 
是 自由 的 初始 曲线 来 说 ,Cauchy-Kowalewsky 存在 定理 及 其 证 明 保持 不 变 . 

这 些 定义 和 命题 容易 推广 到 任意 个 变量 的 情形 ， 推 广 到 拟 线性 的 或 其 它 非 线性 
的 情形 ,并 推广 到 高 阶 方程 组 的 情形 . 

这 儿 要 加 一 个 关于 特征 初 信 问 题 的 简短 注解 

对 于 线性 方程 的 Cauchy-Kowalewsky 定 理 已 经 扩展 到 初始 流 形 在 每 点 处 为 特 
征 的 情形 了 "。 在 此 情形 下 , 初始 数据 不 能 任意 指定 ,而 必需 满足 由 微分 方程 所 规定 
的 某 些 条 件 ( 见 第 六 章 $3)， 相 应 地 , 解 也 不 是 唯一 确定 的 ,除非 沿 着 模 穿 初始 流 形 
的 一 个 流 形 规定 某 些 附加 条 件 . 这 种 情形 与 具有 直行 列 式 的 线性 代数 方程 组 的 情形 
相似 。 

Leray? 兽 经 处 理 过 初始 流 形 沿 着 某 些 曲 线 是 特征 的 情形 。 一 般 说 来 ， 解 在 初始 
曲面 的 邻 域内 是 多 值 的 , 解 的 分 枝 的 多 少 决定 于 有 关 特征 曲面 的 几何 性 质 . 
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关于 极 小 曲面 的 支持 函数 的 Laplace 微分 方程 


在 86,3 中 曾经 用 Legendre 变换 将 极 小 曲面 *(*，》) 的 非 线 性 微分 方程 变 为 线 
性 方程 。 用 Legendre 变 换 的 一 种 稍微 不 同 的 、 齐 次 的 形式 , 可 将 极 小 曲面 的 方程 变 
为 三 个 自 变量 的 函数 ( 即 所 谓 支持 函数 ) 的 Laplace 方程 , 现 说 明和 如下: 
先 将 极 小 曲面 M (参考 卷 工 第 149 一 150 页 ) 的 方程 
ð uy o u, _ 
HVT OF Vinge 


D WJ. Hadamard[2] 第 77 M, Ge F. D. Dufff1),% D. Ludwigl1), 
2) WI. Leray[1]。 
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写成 
a, + B,=0, 
Ep o 8 和 y= 人 1 一 2 一 所 表示 MM 的 法 线 的 方向 余 丈 .我 们 限于 考虑 以 的 这 样 一 
BD, 在 这 部 分 不 同 的 点 处 任 二 法 线 都 没有 相同 的 方向 余 纺 a, 8。 在 曲面 上 用 a, 8 
作为 自 变量 ,而 以 y, “作为 这 两 个 自 变量 的 函数 ,这 个 方程 就 等 价 于 
Xu 十 2p 一 0。 (1) 
现在 ,代替 方向 余 纺 ,我 们 在 曲面 上 考虑 三 个 “ 齐 次 ”变量 By 的 任意 组 ,它们 
是 正比 于 法 线 的 三 个 方向 余弦 的 。 于 是 其 法 矢 具有 分 量 mw By 的 切 平面 的 方程 可 
BA 
wat yB+uy= h(a, By) (2) 
Heh “SRR” plo 2, YG 7 是 一 次 齐 次 式 , ACHP +y=1 it, BR 
由 表示 由 原点 到 切 平面 的 距离 。 将 曲面 看 作 是 〈2) 所 给 出 的 切 平面 的 包 络 . 分量 正 
比 于 wm 有 7 的 法 线 方向 所 对 应 的 切 点 是 
S= Y=bp zx 一 内 
它 是 
a= fy B=fy y=fu 
的 “ 逆 Legendre 变换 *， 如 果 f(* y 4) =0 是 曲面 方程 的 话 . 
利用 上 面 的 关系 式 以 及 齐 性 条 件 , 现在 容易 验证 极 小 曲面 的 方程 +。+ yg 二 0 就 
变 为 极 小 曲面 的 支持 函数 的 Laplace 方程 
fast bast Py =0. 
( 另 一 种 说 明 见 第 五 章 82) 。 
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一 阶 微分 方程 组 和 高 阶 微分 方程 组 


1. 启发 性 的 话 

在 §2 和 $7 中 ,我 们 证 明了 ,如 果 对 解 提出 了 附加 的 初始 条 件 的 话 , 那 末 解 单个 
高 阶 微分 方程 的 问题 可 化 为 解 一 阶 微分 方程 组 的 问题 ， 因 此 强调 一 阶 方程 组 的 理论 
是 适当 的 ， 
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不 过 ,一 般 说 来 ,我 们 不 能 期 望 单个 的 微分 方程 与 微分 方程 组 完全 等 价 。 象 在 82 
中 所 做 过 的 , 似 有 理由 可 以 相信 ,一 个 双 自 变量 的 偏 给 分 方程 组 一 般 不 能 用 求 导 和 消 
去 的 办 法 化 为 单独 一 个 函数 的 高 阶 微分 方程 ，§ 2 的 论述 同样 适用 于 含 = 个 自 变量 
的 方程， 
当然 ， 这 些 论述 并 没有 确证 单个 方程 化 为 一 阶 方程 组 一 般 都 是 不 可 能 的 ， 事 实 
上 ,由 给 定 的 方程 组 经 过 微分 后 所 得 到 的 方程 组 是 一 种 特殊 性 质 的 方程 组 , 因而 在 某 
些 情况 下 可 以 消去 成 为 一 个 高 阶 的 方程 。 所 以 ,我 们 将 于 下 一 小 节 中 (至 少 对 特殊 情 
形 ) 定 出 能 使 方程 组 等 价 于 单个 的 高 阶 微分 方程 的 必要 和 充分 条 件 (也 参考 § 2). 
2. 两 个 一 阶 偏 微分 方程 所 成 的 组 和 一 个 二 阶 微分 方程 等 价 的 条 件 
Cauchy-Riemann 微分 方程 
Uy—= Vy (1) 
这 个 例子 表明 ,在 特殊 情形 下 ,微分 方程 组 不 等 价 于 单独 一 个 函数 的 二 阶 微分 方程 ， 
(1) 的 每 个 解 满足 位 势 方程 Au=0, 并 且 对 每 个 这 种 势 函 数 可 找到 一 个 共 力 的 势 函 
数 "使 得 “ 及。 满足 方程 组 (1) 
更 一 般 地 ,我 们 要 探求 在 何 种 条 件 下 方程 组 
P(X. Y, l, V, Uy Up Uy Vy) =0, 
P(X. Y, la V, Up Uy Vy, Vy) =0 (2) 
等 价 于 单独 对 “的 一 个 二 阶 微分 方程 5[ 中 = 0, 意 思 就 是 , (2) 的 每 个 解 “满足 方程 
L{ul=0, 并 且 反 过 来 说 ,对 于 lu) oE 可 找到 -个 RE AR v 使 得 * 
及 满足 方程 组 (2)， 
首先 考虑 写成 如 下 形式 的 线性 微分 方程 ， 
Dy=a(%, y)vt+A(a, Y, ut uy)» 
vy = d(x, yo+ Bx, Y, & uy u,), G) 
这 里 4 和 8 是 ww wwy 的 线性 函数 ,它们 的 系数 ,还 有 函数 a(*，y),b(*，y), 在 原 
点 的 邻 域 上 是 解析 地 依赖 于 它们 的 变 元 的 ， 我 们 再 假定 8 中 u HARES. 
由 $7 得 知 ,如 果 给 定 了 解析 的 初始 值 (0,y) 和 (0,y), 那 末 在 原点 的 邻 域 上 ， 
(3) 有 唯一 的 解析 解 x(*, y) 和 ov(*, y)。 另 一 方面 ,我 们 可 任意 指定 (0,y)==$(y) 
By 4g (0,9) =(y) 来 代替 wu(0,») 及 2(0,y), 不 过 ， 这 两 个 初始 条 件 不 唯一 地 确定 广 
程 组 的 解 和». 原因 是 ,由 (3) 中 第 二 个 方程 得 出 对 "(0,?) 的 一 个 一 阶 常 微分 方程 
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¥4(0,¥)=F(0,9)0(0, y) + B0, y P) WKY), PY), 

即 得 到 初始 值 2(0,y) 的 一 个 单 参数 族 ,于 是 根据 它 , 就 得 到 方程 组 (3) 的 解 v(x，y) 
的 单 参数 族 . 

记 住 这 一 点 ,我 们 来 证 明 下 面 的 定理 ， 

SURAR 

a=b; 

RYN, RI) BO PRE ABO. 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 将 方程 (3) 对 ”并 对 * 微分 之 ,得 到 

(ay— bx)v= LLu], (4) 

其 中 Llu] = —[aB-bA+ 4,—B,] 是 单 对 4 的 一 个 二 阶 线 性 微分 式 (这 里 符号 4y、 
Bs BRA 4 和 8B 对 y 及 对 * 的 全 导数 ). 

首先 , 设 4y 一 ==0, 则 ZL[ 忆 ==0, 即 满足 二 阶 微分 方程 

L{u]=aB—bA+ A,—B,=0. 

为 了 求 出 “ HIA o, y), 将 L[]j==0 的 解 x 代 入 方程 组 (3) 中 的 4 和 

BL MRA 


vs _ Ory 

Oy Ox 

成 立 的 话 , 则 由 方程 组 (3) 将 得 出 解 v。 施 行 必 要 的 微分 运算 并 利用 4 二 5 就 得 到 一 

个 非 齐 次 的 线性 一 阶 方程 , 只 要 4(*，y) 及 5(*, y) 不 同时 为 零 , 则 由 它 可 解 出 vC% 
y) (参考 85,2)， 于 是 证 明了 定理 的 第 一 部 分 . 

现在 设 在 *=0 处 (因而 在 » 铀 的 邻 域 )ay 一 和 天 0， 则 由 (4 得 到 式 
L[u] 


a,—b, 


(5) 


对 于 每 个 上 < 这 个 式 子 唯一 地 定 出 "。 

但 是 ,如 果 满 足 (3) 的 一 切 4 都 满足 同一 个 二 阶 微分 方程 , 那 末 x、 并 根据 (5) 还 
有 ”都 将 由 初始 值 a(0, >) 及 uw(0, y) 唯一 地 确定 出 来 ,而 这 是 与 本 小 节 中 上 面 所 
得 到 的 结果 相 了 矛盾 的 2 . 


D 如 果 方 程 组 (3) 是 椭 辐 型 的 且 在 稍微 广泛 的 意义 下 来 理解 等 价 姓 , 那 末 可 以 证 明 , 对 单独 一 个 函数 的 “等 
价 的 ”二 阶 方程 总 是 存在 的 ,并 且 反 之 亦 然 。 
D 注意 ,如 果 4 和 马 不 是 线性 地 依赖 于 u ux up 定理 仍然 成 立 ， 再 有 , 若 系数 4 M bF uux=p 
及 4y 二 四 则 为 了 可 能 化 简 起 见 ,条 件 ay = hy 应 换 成 条 件 . 
aq=b,=0, ap 一 Da， as 十 Qug 一 0x 十 bup。 
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最 后 ,我 们 讨论 方程 组 (2) 能 写成 形式 
y= F(x, y, u, v, Pp, q), 


(6) 
v,=G(%, y, n V, Pp, q), 


的 情形 ,其 中 F A G 解析 地 依赖 于 它们 的 变 元 ,而 且 9 30. 由 这 两 个 方程 算出 wy 
得 到 

G plys + (G,- FB, ) tyy— F uy, + Gyp—Fyqt G,—F,+G,F-—F,G=0, 
当 表达 式 


FE, G,—f, Gup—PFugtGs—P,t+GP— FG (7) 
G ? 


p BP p 


都 不 依赖 于 v 时 ,上 面 的 方程 是 一 个 单 对 4 的 二 阶 微分 方程 。 反之 , 可 以 证 明 , 4E 
仅 当 (7) 中 各 式 不 依赖 于 2 时 ,有 一 个 等 价 于 (6) 的 单 对 4 的 二 阶 微分 方程 存在 。 


第 二 章 


一 阶 偏 微分 方程 的 一 般 理 论 


用 宕 级 数 法 做 出 偏 征 分 方程 的 解 需要 很 严格 的 假设 , 即 , 定 解 条 件 必需 是 解析 的 
( 见 第 一 章 ,87, 仿 。 这 样 就 会 排除 许多 紧要 的 问题. 

事实 上 ,对 于 一 阶 偏 放 分 方程 来 说 , 在 弱 得 多 的 连续 性 和 可 微 性 的 假设 之 下 , R 
党 微分 方程 组 等 价 的 问题 ?， 理论 的 关键 是 特征 概念 ， 它 在 高 阶 方程 中 也 起 着 决定 
性 的 作用 . 

除非 特别 声明 ,这 里 仍然 假定 所 出 现 的 各 阶 导数 者 是 连续 的 . 

还 要 再 次 强调 指出 ,这 里 所 有 的 处 述 和 推导 都 是 “在 小 范围 上 的 *, 即 ,它们 只 涉 
及 一 些 点 、 线 等 的 邻 域 ,而 没有 必要 将 这 些 邻 域 的 范围 于 以 规定 2 


§ 1. 两 个 自 变 量 的 拟 线性 微分 方程 的 几何 理论 


1. 特征 曲线 ”我们 先 简短 地 复习 一 下 在 第 一 章 85 中 讲 过 的 拟 线性 微分 方程 ， 
先 考虑 两 个 自 变量 *, > 的 方程 ， 
au, + bu, =c, (1) 
这 里 < b, ces, y 2 的 已 知 函 数 ,假定 在 所 论 域内 ,它们 以 及 它们 的 一 阶 导数 都 是 
连续 的 ,并 且 满足 2+ 5740, 
这 个 偏 微分 方程 可 作 如 下 的 几何 解释 ， 微 分 方程 的 积分 h E u y) 在 点 P: 
(x, y, 中 必需 具有 这 样 的 切 乎 面 , 这 切 平面 的 法 线 的 方向 数 是 由 线性 方 程 ap + 89= 
c 连 系 着 的 =p, u=. 根据 这 个 方程 ,过 点 (*， » ORAS h 
平面 应 该 属于 同一 个 平面 束 ,在 点 已 处 这 平面 束 的 轴 由 关系 式 
dx:dy:du=a:b:c (2) 
给 定 ; 这 些 平面 束 和 它们 的 轴 间 做 Monge 束 和 Monge Hh”, 
D 见 C. Carathéodory [1]。 


2) 在 附录 2 守 便 定律 的 理论 中 将 出 现 例外 的 情形 。 
3) 参考 第 一 章 $4,1。 
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点 和 过 点 卫 的 Monge 轴 的 方向 一 起 组 成 特征 线 元 素 . 

所 有 Monge 轴 的 方向 在 *，% 空间 内 形成 一 个 方向 场 ， 这 个 方向 场 的 积分 曲 
线 由 常 微分 方程 组 (2) 确定, 这些 曲线 叫 散 偏 微分 方程 (1) 的 特征 曲线 ， 如 果 我 们 沿 
着 特征 曲线 引入 参 数 :, 则 微分 方程 (2) 变 为 


一 一 一 一 -一 一 一 一 t 
ds =a, =}, =c, (2 ) 


特征 曲线 在 *，》 面 上 的 投影 叫做 “特征 基线 ”。 

将 偏 微分 方程 (1) 积 分 就 等 于 寻求 在 每 个 点 上 “适合 ”Monge 场 的 曲面 , 即 在 每 个 
点 处 的 切 平面 都 属于 Monge 束 的 曲面 , 或 者 说 , 在 每 个 点 都 切 于 Monge 轴 的 曲面 . 
TARDAN. GPRS MAEM ROR (2) 是 信 角 分 方程 (1) 的 
SRST. ZAR TRA A eC. 2 HERP MA ME TE 

容易 验证 上 面 的 叙述 ， 在 微分 方程 (1) 的 每 个 积分 曲面 <(x%，?) 上 ， 可 由 微分 方 
程 


dx dy 
a” ds =b, 


确定 一 个 单 参 数 曲线 族 v=x), y=y(s), u=u(% (s), y(s)), XE a, bh hut 
用 4(%, 2) 代入 ， 


沿 着 这 样 的 曲线 , 偏 微 分 方程 (DD 变 成 了 人 一。 于 是 可 知 我 们 的 单 参数 曲线 族 


满足 关系 式 (2) , 因此, 它们 是 由 特征 曲线 组 成 的 .参数 :并 不 明显 地 出 现在 微分 方 
程 中 ,所 以 ,车 用 十 常数 代替 s, 会 得 到 同样 的 积分 曲线 ， 因 此 ,给 参数 加 一 个 常数 
是 无 关 紧 要 的 . 
因为 微分 方程 组 (2 的 解 可 由 ;=0 时 x*，y, “的 初始 值 唯 一 地 确定 ， 所 以 我 们 
得 到 如 下 的 定理 : 
同 某 个 积分 曲面 有 一 个 公共 点 的 每 一 条 特征 曲线 全 部 位 于 该 积分 曲面 上 .再 有 ， 
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eA BAY HEI AS E ER RTE RED. 
2. 初 值 问题 “我 们 从 初 值 问题 来 得 出 偏 微分 方程 解 的 一 般 流 形 ， 将 y uR 
示 为 参数 :的 函数 来 定 出 一 条 空间 曲线 ,其 中 e+ y0, ACH e y W k R 


影 Ce 是 简单 曲线 >。 现在 我 们 要 在 投影 Cu 的 邻 域 上 找 出 一 张 经 过 C 的 积分 曲面 


D WRC we, y 面 上 的 投影 Co 或 C 本 身 有 重点 的 话 ，, 那 末 就 将 得 到 自己 相交 的 积分 曲面 。 
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u(x, y), W, REDHA, CHF EE uO 二 w(x%(1), ye. 这 里 只 假定 微 
DEWAR Re #0), yE) uO) 在 所 论 域内 是 连续 可 微 的 ， 而 不 必 是 解 
析 的 . 

要 解 初 值 问题 ,我 们 通过 C 上 每 一 点 引 一 条 特征 曲线 ,就 是 微分 方程 组 (2) 的 积 
分 曲线 ; 这 在 C 上 每 点 的 某 个 邻 域内 是 可 以 引出 唯一 的 一 条 来 的 。 这 样 我 们 就 得 到 
一 个 依赖 于 参数 i 的 特征 曲线 族 

X=%(s,t), y=y(s.t), u=u(s, t). 
如 果 能 用 前 两 个 函数 以 *, y 来 表示 s, t ARR RR RK u y). 为 
此 ,充分 的 条 件 是 沿 着 曲线 C Jacobi 式 
A= X, Ni Y K= aye OX, (3) 
不 为 零 ( 这 里 我 们 引用 了 常 微分 方程 的 一 个 熟知 的 定理 ,根据 这 个 定理 ,函数 xy. 4 
连续 可 微 地 依赖 于 s Fe), 
du 


如 果 在 C 上 条 件 ^ 天 0 成 立 , 上 可 写成 y 的 函数 , 那 末 第 三 个 微分 方程 也 = 


。 就 等 价 于 给 定 的 偏 微分 方程 , 因为 3 =au+ rs。 于 是 关于 初始 曲线 C HDAN 


题 就 解 出 来 了 ， 至 于 解 的 唯一 性 则 由 第 1 小 节 的 定理 可 立即 得 出 ， 这 定理 说 明 一 条 
特征 曲线 若 与 一 积分 曲面 有 一 个 公共 点 则 该 曲线 就 全 部 位 于 该 曲面 上 ， 也 就 是 ， 通 
过 C 的 每 个 解 包 含 过 C 的 全 部 单 参数 特征 曲线 族 ,因此 必定 与 + 全 等 . 

沿 着 C， A420 的 条 件 可 几何 地 解释 如 下 ， 在 C 上 每 个 点 处 ， 切 线 的 方向 与 特征 
方向 在 *,y 面 上 有 不 同 的 投影 ， 

如 果 初 值 问题 有 解 ,并 且 A= 0 这 个 例外 的 情形 沿 着 C 处 处 成 立 , 那 末 C 本 身 就 


是 一 条 特征 曲线 ”, 因 为 在 此 情形 下 ,我 们 能 够 在 曲线 上 选取 参数 ! 使 得 沿 着 C 有 a= 


地 ,5 一 他， 而 偏 微分 方程 又 说 明了 c2, MEC 必定 是 一 条 特征 曲线 ， 但 是 ， 


如 果 C 是 特征 曲线 , 那 末 经 过 初始 曲线 C 的 积分 曲面 就 不 止 一 张 而 是 无 穷 多 张 了 . 

考虑 通过 C 上 任意 一 点 的 另 一 条 曲线 C', AE Jacobi 式 4 不 为 零 , 则 通过 C’ 的 积 
分 曲面 必定 含有 特征 曲线 C, 这 样 ,关于 C 的 初 值 问题 的 解 的 集合 ,就 由 曲线 C 的 集 
合 所 确定 ， 经 过 这 个 集合 中 的 各 条 曲线 的 各 个 积分 曲面 都 含有 曲线 C. 因此 特征 曲 


1) 见 第 五 章 ,§ 8 中 所 证 明 的 类 似 的 定理 。 
2) A 仅 在 C 的 几 个 孤立 点 或 仅 在 CHEAFRENSHAERERT SR. MI. Leray(1}, 
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线 是 两 张 积分 曲面 相 会 合 的 曲线 一 一 分 枝 曲 线 ， 而 通过 任何 非特 征 曲线 最 多 只 有 一 
张 积分 曲面 ， 

上 面 的 结果 总 结 于 下 列 定理 中 。 若 在 视 始 曲线 C 上 处 处 有 4 过 0, 则 初 值 问题 有 
个 且 只 有 一 个 解 ”， 但 若 沿 着 处 处 有 有 ^ 一 0, 则 初 值 问题 不 可 解 ， 除 非 “ 是 条 
符 征 曲线 ,而 这 上 时间 题 有 无 穷 多 个 解 ， 

注意 , 初 值 问题 的 解 仅 指 微分 方程 (1) 的 通过 C 的 那些 解 , 它们 在 C 的 邻 域 上 以 
及 在 C 上 都 是 连续 可 微 的 。， 如 果 对 4 没有 沿 着 C 是 连续 可 微 的 假定 ， 我 们 就 不 能 从 
条 件 A=0 导出 C 是 特征 曲线 。 事实 上 ， 通 过 非特 征 曲线 C (对 于 C 有 4=0) 微分 
方程 可 以 有 解 ， 不 过 在 C 上 4 的 导数 不 再 是 连续 的 了 ， 在 这 种 情形 下 ，C 可 能 是 积 
分 曲面 *(%. ») 的 疹 线 (特征 曲线 的 包 络 ) ,至 少 C 的 投影 Co 是 特征 曲线 的 投影 的 包 
He, 在 C 的 邻 域 上 ,4 不 再 是 * 和 的 单 值 函数 . 


3. fi 
D 为 了 说 明 我 们 的 结论 ,考虑 微分 方程 
uuy + Uy =] (4) 
(第 一 章 ,81 5 的 特殊 情形 )。 对 应 的 特征 微分 方程 是 
Fou, a4, ay, (5) 
将 它们 解 出 ,得 


u= ugt S$, 
这 里 *o, yo, ww 是 任意 积分 常数 。 特 别 是 ,与 给 定 的 初始 曲线 C 
%o=P(E), Yo=WP(t), 如一 X(2) 
相交 的 特征 曲线 族 为 


D 将 所 有 假设 一 一 列 出 的 存在 定理 的 较 麻 烦 的 叙述 是 这 样 的 : ROR. ?平面 上 的 域 , GREG. 
上 满足 | 省 < 如 的 " 值 所 形成 的 *. y u 空间 的 域 。 设 在 G 上 a, b,c 是 和 % 了 ,4 的 连续 可 微 函数 ,并 
设 x(t) ,y(t)， u(t) 是 + (ti 之 T) 的 连续 可 微 函数 且 满足 rety GEG 上 定 出 一 条 曲线 C,CE 在 
G; 上 的 投影 Co 是 简单 曲线 。 假 定 沿 着 C，A=ay, ~ bx0, BALE Go 的 一 个 子 域 Go 它 包 含 O, 
并 且 在 其 中 可 定 出 一 个 连续 可 微 的 函数 u(x,，y), 这 函数 在 Go 上 满足 微分 方程 aux+buy=c 而 在 CC 
于 满足 初始 条 件 u(t), yO) mut), AMAR u 是 唯一 确定 的 。 


Ciy 
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x(s, t) =ġp(t) + s%(t) +Ž, 


YS OSPS, : (6) 
u(s, t) =X% (t) +s, 
行列 式 . 
A(S, t) =X Yem Be Ys = SW Xz) + XY pe 
在 C 上 的 值 为 


A=A(0,6) =%W.— dz, (7) 

BBC 行列 式 4 不 为 0, 则 可 由 (6) 消去 参数 和 i; Rau 可 表示 为 * Ry 
的 函数 ， 事 实 上 ,现在 可 得 到 

u=y+X(t)— W(t), 

s=) +10) (9- WO) ETEO, 
只 要 
D =p tpi + (Y—W(t)) (44 — Ws) 

不 为 0, 可 由 第 二 个 方程 得 到 ! 是 * hy 的 函数 。 当 我 们 趋向 曲线 C 时 ，? 一 风 (D) ~ 
0; 由 于 和 一 Ze 天 0 因此 有 一 个 C ASB, ER D0, FR t=, y), Ai “一 
u(x, y), 

如 果 选 取 特 征 曲 线 


t, ?0 三 5 Ug=t, (8) 
作为 C, 那 末 (6) 就 变 成 


ea (s41), y=s+t, ustt, 


(仍旧 是 同一 条 曲线 C 的 表达 式 ) ， 它 不 表示 (4 的 解 . 要 对 于 这 样 的 C 来 解 初 值 问 
题 ,我 们 可 以 看 出 带 有 任意 函数 必 的 方程 


att (uy) (9) 


给 出 了 (4) 的 隐 式 解 ， 如 果 这 样 选取 w, Et w(0) =0 并 使 得 由 (9) 能 唯一 地 定 出 “， 


则 所 有 对 应 的 积分 曲面 w=x(*. 2) 都 通过 特征 曲线 C. 
最 后 , 设 为 非特 征 曲 线 
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v=, Yo=Ql, 如 一 上 (10) 
则 方程 组 (6) 变 成 


2 
xz 一 本 十 于 十 全 y= 二 s 十 2t， umste, (11) 


虽然 C 不 是 特征 曲线 ,但 当 s=0 时 ,行列 式 AG, O=s SFO, HAs 和! 得 到 
u(x, =} Ey %— pa (12) 


是 通过 的 两 张 曲面 , 当 “> 所 时 ,满足 方程 (9 ，(12) INHER, KA GA 


aC AY Fae uy 及 uy 不 是 有 界 的 ， 
曲线 C 不 是 曲面 4=u(%*, AR Pet, 它 是 曲面 上 的 奇异 曲线 ,因为 在 C 于 
v, y 面 的 投影 的 邻 域内 4 不 是 单 值 的 . 
2) 在 (1) 为 线性 微分 方程 ,而 其 中 函数 = 忆 “ 不 明显 地 依赖 = 的 情形 , 我 们 将 
看 出 , 沿 着 非特 征 初始 曲线 4 为 0 意味 着 由 函数 组 。 
% 一 %(s t), yoy(s,t), u=u(s, £) 
所 确定 的 解 是 垂直 于 *， y 面 的 柱 面 .者 假定 在 C 上 
ys Us AO, 
则 RRA y Ru HBR. BME = f(y，w) 不 依赖 于 u. 
首先 注意 到 ,对 于 线性 微分 方程 ,由 (2 ) 得 知行 列 式 4 应 适合 关系 
As= (a,+45,)A, 
所 以 只 要 人 在 < 上 为 0 则 处 处 为 0。 现在 从 
x= fyyst fuuss 
Xa f yytt J ultty 
立即 得 到 
A= fulLsye— Ue Vs) 5 
因此 
fu=0 即 r= f(y), 


2. "个 自 变 量 的 拟 线性 微分 方程 
对 于 个 自 变 量 tp ptn naD RR, 理论 上 没有 多 大 变化 , 不 过 这 里 不 
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仅 要 考 虐 一 维 的 特征 曲线 和 维 的 积分 曲面 ， 而 且 还 必需 考虑 (n 一 1) 维 的 特征 流 
BC, 一 张 积分 曲面 可 以 由 一 个 (” 一 1) 参 数 的 特征 曲线 族 构成 ,也 可 以 由 单 参数 的 
(n 一 1) 维 特征 流 形 族 构成 ,每 个 (n 一 1) 维 特征 流 形 是 由 一 个 (一 2) 参 数 的 特征 曲线 
族 形成 的 ?, 

考虑 拟 线 性 微分 方程 


$ auy =a, (1) 
i=] 


这 里 系数 a 和 a 是 变量 +1, ty te 4 的 已 给 函数 ， 具有 连续 的 导数 , 并 且 


D240, 显然 , (1) 的 几何 意义 是 在 *,u 空间 的 每 个 点 处 曲面 4 二 (x1 Xz ees Xn) 
i=l 

上 的 "特征 方向 ”Zaxr dag: …… dxn: du=a; ay +e: an a 切 于 读 曲 面 ， 再 有 ， 象 两 
个 自 变 量 的 情形 一 样 ,我 们 用 如 下 的 特征 曲线 的 定义 ， 由 常 微分 方程 组 


d Ep 
ds =li =a (=1,2,». n) (2) 


所 给 定 的 =, “空间 的 ”参数 曲线 族 叫做 微分 方程 (1) 的 特征 曲线 族 , 特征 曲线 在 * 
空间 的 投影 叫做 特征 基线 . 

这 些 由 (2) 所 规定 的 *, 空间 的 特征 曲线 不 构成 偏 微 分 方程 (1) 的 特定 解 ”. 

特征 曲线 和 积分 曲面 之 间 的 连 系 由 下 列 定理 给 出 ， 

FER TAD 的 每 个 积分 二 页 emery tao) PEETI -D 多 
LAER, CRRA R OM. LZ APREA RRRA u 
u(y Spin Hn) RSP MN. HA WR ARE lh RAE BY TG PS 
共 点 ， 那 末 这 曲线 全 部 位 于 该 曲面 二 . 

要 证 明定 理 的 第 一 部 分 ,考虑 常 微分 方程 组 2 = ali=1,2, n), 将 解 函数 
u (äp Hy oes Sn) 代入 方程 右边 的 4， 于 是 这 个 方程 组 就 在 积分 曲面 上 规定 了 一 


D 当然 ,对 于 (n - 2) 维 特征 流 形 ,等 等 也 都 能 予以 定义 ,不 过 它们 对 后 面 的 讨论 没有 作用 。 
D n+1 个 特征 微分 方程 (2) 只 定 出 一 个 n 参数 曲线 族 是 因为 出 现 了 一 个 参数 * 的 无 关 紧 要 的 积分 常数 的 
缘故 (s 不 明显 出 现在 (2) 中 )。 


值得 注意 的 是 线性 微分 方程 的 特殊 情形 ， 就 是 当 a, 不 明显 地 依赖 二 时 ， 微分 方程 -2 mai, 


2，…m) 已 经 形成 了 一 个 确定 的 组 , 它 将 刀 ，‰o,。…wo 空间 的 “特性 基线 "表示 成 一 个 (n -~ 1) 参 数 族 ,而 
在 一 般 情 形 下 ,它们 形成 一 个 n 参数 族 。 
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个 (n 一 1) 参 数 的 曲线 族 ,这 个 曲线 族 形成 了 该 曲面 ， 沿 着 这 个 族 的 一 条 曲线 , 变 成 
曲线 参数 ; 的 函数 ,并 且 得 到 


du 7 dx 7 
— i 
= > Uy, A; > Ailg 5 
t=] t=] 


eT Ce a ee ee ee cr ae 象 在 $1 中 一 


样 ,第 二 部 分 的 证 明 可 由 特征 曲线 的 定义 立即 得 出 ,第 三 部 分 可 由 过 已 给 点 的 特征 曲 
线 的 唯一 性 得 出 . 
现在 可 利用 由 特征 微分 方程 所 定 出 的 特征 曲线 来 构造 积分 曲面 ， 以 解决 下 列 
初 值 问题 ， 在 ("+1) 维 的 *，“ 空间 中 ， 假 定 用 = 一 1 个 独立 参数 44 to e ini 给 
定 了 一 个 (n 一 1) 维 流 形 C， 
Wi 一 Mi lp vt， 一 Li ** "s tn-i) (E=1,2,°°+, 2), 


设 秆 阵 ( 全 汪 -) 的 秩 为 ”一 1， 假 定 此 流 形 在 * 空间 的 投影 Co BARAM C 上 


不 同 的 点 对 应 着 不 同 的 数值 组 to totte tna 在 Co 的 邻 域 要 寻求 微分 方程 的 通过 
CHR UC %y ++, %n), WRB v: 用 tilio ip oes tn) PR ER uy 
tp oes -1) 的 那个 函数 <。 

我 们 用 下 列 方法 来 解 这 个 初 值 问题 ， 对 于 给 定 的 如 to oo oe ta 的 一 个 值 组 , 求 
出 特征 常 微 分 方程 组 (2) 的 解 

Yi(s, ti wes, Fmt) LS, by 2% es ona), 

这 个 解 当 s=0 时 与 预先 指定 的 to tott tna 的 函数 相 重合 ， 这 些 函 数 不 仅 连续 可 
微 地 依赖 于 $ 而 且 也 连续 可 微 地 依赖 于 4， 声 … "tn-1。 现 在 考虑 把 5 tott ln IK 
些 量 表示 成 r Fy oe Xe AY A Be CAG BB t= xls tp tp oo Od) 并 把 它们 
代入 xs， tper tno D FH YR Hp Xo oes On 的 函数 了 ， 这 种 把 *1，%2…… 
xn 作为 新 自 变 量 的 引入 法 只 有 当 Jacobi X 


Ox, . Ox, 
as Os 
Ox Ox 
Oty ty ores tn) | SEL a. Me 
A Eyres | @ 
Ox, Ox, 
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沿 着 C( 即 s=0 时 ) 不 为 0 时 才 是 可 行 的 。 根据 (2)， 第 一 行 的 各 元 素 沿 着 C 可 用 关 
系 式 OL aay tp en Sm 四 表示 ， 这 里 4 及 “已 用 给 定 的 初始 值 代 换 成 


ty vets Cn PPR 


Fd , Jacobi A (3) fa al + 
a a, 
On... Be 
A= Oty Ot, | - 
OX, O%y 
Ot, 1 Oth 


在 ^ 尖 0 的 假定 下 ,由 zs tp erta- DRAR Up 4n … Hn). HF 


u(s, tp see, bn-1) 


Hye =a 变 成 


n ax n 
> Us, = Da tity = 


PECL u(y ty oe x EMF CD AGRE. E BE O40, 我 们 的 初 值 问题 就 有 
EER. 

EWE C 处 处 有 A=0 的 例外 情形 下 , 初 值 问题 的 解 不 存在 。 人 们 不 禁 要 问 ， 
在 这 种 情形 下 还 需要 什么 条 件 才能 保证 初 值 问题 的 解 存在 ? 

首先 要 注意 到 ,在 A=0 的 假定 下 ,存在 ”一 1 个 唯一 确定 的 函数 和 (人 t tee 
tw_1), 它 们 连续 地 依赖 于 那些 参数 ,并 使 得 沿 着 C 线性 关系 式 

= > 2, aa (4) 

成 立 。 事实 上 ,这 可 由 行列 式 A=0 以 及 第 一 行 中 至 少 有 一 个 元 素 的 余 因 式 不 为 0 而 
立即 得 出 。 

为 了 叙述 所 需 的 必要 条 件 ,我 们 引入 = -1 维特 征 流 形 的 概念 ， 用 几何 的 语言 来 
说 ,在 *,4 空间 的 每 一 点 (p Xo ttt Xm U) 处 指定 一 个 特征 向 最“ an't Amt, 
如 时 在 一 个 n 一 1 维 流 形 C 的 每 个 点 处 对 应 的 特征 向 量 都 与 该 流 形 相 切 ， 则 此 = 一 
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将 流 形 C 用 一 1 个 参数 ty fot RA, 我们 来 叙述 它 的 解析 定义 ， 如 
果 存 在 ”一 1 AY ABA: (ty ty tery in) (=1,2,°°°, 2-1), EREC LEAK 


= hE (=1,2, +++, 2), (5) 
at Du , 
a= ae, (5’) 


v=] 


RI DEERE RA EE BPSD SHR m1 个 线性 独立 的 


切 向 量 , IWK C 就 叫做 偏 微分 方程 沁 cite, =o 的 特征 流 形 . 
i=l 


对 于 拟 线性 微分 方程 的 特征 流 形 下列 定 理 成 立 ， 每 个 特征 流 形 是 由 一 个 (n 一 2) 


es eo @ 4 


me 


要 想 证 明 第 一 个 定理 ， 在 ty “SMe ee HE 


» ip sey bn) (6) 
Gk n=] 个 方 和 ) 所定 的 (n -DSRNA ty==ti(s), PRG BA Be (ty te + 
Ena) 和 zt ty +t t in-i) 就 变 成 * 的 函数 ,它们 表示 C 上 的 曲线 ， 对 它们 来 说 关系 
式 


成 立 ， 根 据 确 定 特 征 流 形 的 方程 ,我 们 得 到 ,= aa =a 这 就 表示 C 上 的 那些 


曲线 是 特征 曲线 ,它们 形成 一 个 (= 一 2 参数 的 曲线 族 ,并 且 构 成 了 C. 逆 定理 是 不 证 
自明 的 ,因为 由 特征 曲线 族 产 生 的 流 形 ,在 它 的 每 个 点 处 必定 切 于 对 应 的 特征 向 量 . 
第 二 个 定理 可 由 下 列 事实 立即 得 出 ， 就 是 特征 微分 方程 的 解 是 由 初始 条 件 而 唯 
一 确定 的 ,这 个 初始 条 件 要 求 每 条 特征 曲线 包含 C 的 一 个 点 . 前面 已 经 得 知 , 经 过 ( 
上 这 个 点 ,存在 一 条 完全 位 于 C 上 的 特征 曲线 . 
现在 我 们 把 主要 的 结果 综合 为 如 下 的 定理 ， 若 在 初始 流 形 C 上 AAO, 则 此 初 什 


o o ò ù o oè 
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问题 有 一个 县 只 有 一 个 解 ， 考 在 C 上 处 处 有 ^ 一 0, MDT RR eR 
件 是 ，C RRTERD. EET WEEE ST CET ik 

定理 中 只 有 涉及 A=0 的 这 一 部 分 尚 待 证 明 。 根据 条 件 A 二 0 得 知 , 存在 7 一 1 
个 函数 4 使 得 关系 式 (5) 成 立 , 这 些 / 连 续 可 微 地 依赖 于 参数 to toten tni. 我们 还 
必需 证 实 仅 余 的 一 个 关系 式 (5 ) 是 积分 曙 面 “一 上 (*，#2 +++, %m) 通 过 C 的 必然 结 
果 . 对 于 C 上 的 一 个 解 “我 们 有 


m—j ĝu n—] n ðu Ox; n 
A, B ~ 1, De, Oi, = LD Wee 
”=1 % ?=1 i=l ”i=l 
XA u 满足 微分 方程 (1) , 故 有 
-1 ð 
a= L h, a 
=} v 


= 


这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 关系 式 ?。 

RZ BO 是 特征 流 形 ,我 们 试 来 作出 偏 微分 方程 的 通过 C 的 无 穷 多 个 解 。 选 
RESA (2-1) BBC VES C 相交 于 一 个 (2 一 2) 维 流 形 S, 对 于 5 处 处 有 ASA 
0。 则 过 C’ 有 唯一 确定 的 积分 曲面 7。 但 根据 上 述 的 构造 ,7 包含 所 有 通过 5 的 特 
征 曲 线 , 因 而 也 包含 由 它们 所 形成 的 流 形 C。 这 就 完成 了 我 们 的 主要 定理 的 证 明 . 


§ 3. 两 个 自 变 量 的 一 般 微分 方程 


1. 特征 曲线 和 焦 线 。Monge 锥 
考虑 一 般 的 微分 方程 
F(x, y, u, p, 9)=0, (1) 
这 里 采用 了 缩写 符号 y= P, us 二 9。 根 据 惯例 , BEF 在 所 论 域内 对 于 它 的 五 个 变 
元 是 连续 函数 而 且 具 有 连续 的 一 阶 偏 导数 。 还 需 假定 
FS+ FA0. 

对 偏 微分 方程 (1) 可 作 如 下 的 几何 解释 (参考 第 一 章 §4):*,y,u 空间 的 积分 曲面 

在 每 个 点 P(x, y, 处 的 切 平面 的 方向 系数 P,9 满足 方程 了 ==0。 这 个 方程 对 于 Pa 


D 这 个 结果 可 以 从 几何 上 这 样 来 想象 , 如 果 我 们 记 住 特征 向 量 是 切 于 积分 曲面 的 话 : 因为 , 根据 (5), 特 征 
HRE Ao eein 空间 的 投影 与 C 在 为 ty +e aa 空间 的 投影 相 切 ,所 以 它 本 身 与 C 相 切 ， 
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已 不 是 线性 的 了 ,因此 ,一 般 说 来 , 切 平面 不 形成 通过 一 条 直线 的 平面 束 ,而 是 包 络 着 
一 个 以 了 为 顶点 的 锥 面 的 单 参数 平面 族 ,这 个 锥 面 叫做 “Monge 锥 ”( 不 要 忘记 我 们 
只 考虑 小 范围 内 的 锥 面 ,就 是 一 片 锥 叶 的 足够 小 的 一 部 分 。 在 大 范围 内 , Monge 锥 可 
以 由 好 几 片 锥 叶 组 成 YV)。 微 分 方程 给 所 论 空间 域内 每 一 点 (*, y 力 指 定 了 这 样 一 个 
Monge 锥 .将 方程 积分 的 问题 就 是 寻求 适合 这 种 锥 场 的 曲面 ,也 就 是 , 求 出 在 每 个 点 
切 于 相应 的 锥 面 的 曲面 

我 们 也 可 用 Monge 锥 的 母线 的 关系 式 代 蔡 它们 的 切 平面 的 关系 式 下 三 0 来 表示 
Monge $. 为 此 , 我 们 将 p 与 9 看 作 是 参数 A 的 函数 而 先 将 Monge He F=0 用 参数 
表示 出 来 锥 的 母线 是 对 应 着 参数 / 和 4+ 疡 的 切 平面 的 交 线 当 #>0 时 的 极限 。 如 
果 沿 着 一 条 固定 的 母线 ,把 *,y,，4 看 做 是 到 锥 顶 的 距离 oR, BARA 易 得 出 方 
程 


du _ -dx dy 
do PY To tIM ds 


dx dy 
— p’ a A 2 
o= a) e+ 3 


将 =0 对 4 微分 ,又 得 到 
Fp’ (A) + Fg (4) =03 
因此 ,对 于 锥 的 母线 关系 式 
dx:d ydu=F „F p (pE, +9F,) (2) 

成 立 ， 我 们 可 把 这 个 关系 式 看 作 是 与 微分 方程 (1) 给 出 的 Monge 锥 的 表 达 式 对 等 
的 。 

我 们 把 Monge 锥 的 母线 的 方向 叫做 特征 方向 . 在 拟 线性 方程 的 情形 下 ,空间 每 
一 点 只 有 一 个 特征 方向 ， 而 这 里 每 个 点 处 的 特征 方向 成 为 一 个 单 参数 族 。 在 每 一 点 
具有 特征 方向 的 空间 曲线 叫做 焦 线 或 Monge 曲线 ， 沿 着 Monge 曲线 引入 适 当 的 参 
Bes, 就 可 把 条 件 (2) 写 成 


dx _ dy 
ds ds 


d 
ds =F,, -~ =PF,+9F,. (3) 


D 在 第 五 章 和 第 六 章 中 ,我 们 将 在 “大 范围 "内 给 Mouge 锥 作 一 个 更 详尽 的 分 析 、 这 里 所 考虑 的 仅 指 切 平 
面 的 足够 小 的 一 块 ,例如 ,一 叶 锥 的 这 样 一 部 分 ,在 那里 4 可 表示 为 p 的 单 值 可 微 函数 。 
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三 个 方程 中 最 后 一 个 叫做 成 带 条 件 ， 它 说 明 函 数 O), y6) ul), Pls). ALK 
定 出 一 条 空间 曲线 ， 同 时 也 定 出 曲线 上 每 点 的 切 平面 。 由 一 条 曲线 和 这 曲线 上 的 切 
平面 族 组 成 的 那个 东西 叫做 带 。 三 个 常 微分 方程 (3) 及 关系 式 FC, y, wp, 9) 一 0 
所 成 的 方程 组 对 于 © y u p 9 这 五 个 * 的 函数 来 说 是 一 个 不 定 方程 组 ， 这 个 组 的 
每 个 解 产 生 一 条 所 谓 焦 带 ?. 

我 们 的 理论 在 于 肯定 这 种 焦 带 是 嵌 人 在 积分 曲面 上 的 ， 并 将 称 之 为 特征 带 ， 在 
每 张 积分 曲面 上 必定 有 焦 线 ,因为 在 每 个 点 处 积分 曲面 与 Monge 锥 相 切 , 因此 每 个 
点 处 含有 一 个 特征 方向 。 这 些 特征 方向 形成 一 个 方向 场 , 这 个 场 在 积分 曲面 上 所 形 
成 的 焦 线 就 是 它 的 积分 曲线 ， 我 们 要 求 焦 线 做 入 2 在 积分 曲面 (7 9) 上。 在 这 种 
要 求 下 , 需 对 作为 :的 函数 的 二 量 Pp 及 9 引入 两 个 附加 的 常 微分 方程 。 我 们 马上 就 
来 证 明 这 一 点 . 

要 在 特定 的 积分 曲面 =u《%，y) 上 求 出 这 两 个 微分 方程 (这 时 在 巾 面 上 及 9 
也 看 作 是 *，? 的 特别 给 定 了 的 函数 ) , 先 注 意 微分 方程 


在 曲面 上 定 出 一 个 单 参数 曲线 族 , 沿 着 这 些 曲线 
du dx dy 


u, —— tu 


ds “ds ”ds? 


因此 


du 
a pF + F; 


成 立 , 于 是 上 述 曲 线形 成 Monge 曲线 族 并 做 成 积分 曲面 。 将 偏 微分 方程 先 对 * 微分 
然后 对 > 微分 ,得 到 关系 式 

E Pst F94+ Fupt+ F,=0, 

FP,pyt Pi9y+ Pugt+F,=0, 


它们 在 积分 曲面 上 恒 成 立 ， 由 于 St, P= 222,00 获知 对 二 以 :为 参数 


D 如 果 我 们 预先 给 出 一 个 *, y 二 间 的 任意 关系 , 岂 就 是 ,如 果 我 们 要 求 焦 线 位 于 预先 给 定 的 曲面 上 , 那 末 
您 带 的 四 个 条 件 就 变 成 了 一 个 确定 的 方程 组 了 。.《 不 过 , 焦 蒂 未 必 切 于 这 曲面 。) 于 是 ,在 一 般 情 形 下 , 显 
然 存在 一 个 单 参数 焦 线 族 在 预先 给 定 的 曲面 上 。 

2) 这 里 “嵌入 (embedding) "一 词 的 意义 是 :在 焦 线 对 +. y 平面 的 投影 的 邻 域内 ,u Ær, y 的 单 值 且 二 阶 

连续 可 微 的 函数 。 
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所 给 出 的 Monge 曲线 来 说 , 上 面 两 个 方程 立即 变 为 关系 式 


dp dq 
Ra Fypt+F,=0, Got Fug+¥,=0, 


因此 ,如 果 Monge Ah Zeek A AS Hh E , PBA HER ERRER v y u ARE POA, 沿 
着 曲线 应 满足 五 个 常 微分 方程 的 组 


dx dy d 
as mil ys as =F, as -= PF, tF, 
(4) 
d d 
Tea PR tF, a Ghat Fy). 


这 个 方程 组 叫做 方程 (1) 的 特征 微分 方程 组 . 

现在 气 转 次 序 来 考虑 ,不 把 这 个 常 微分 方程 组 看 作 是 从 已 给 的 积分 曲面 得 到 的 ， 
而 是 以 这 个 组 为 出 发 点 ,不 率 涉 (1) 的 解 ， 由 于 在 参数 中 有 一 个 无 关 紧要 的 附加 党 
量 , 这 方程 组 定 出 一 个 带 着 相应 的 切 平面 P(*).0(s) RL MARA 09020), 


也 就 是 定 出 了 一 个 带 族 。 
注意 函数 5 是 特征 从 分 方程 组 的 一 个 积分 1， 即 沿 着 这 方程 组 的 每 个 解 , 了 EA 


常数 . 四 


dF dp du d% dy 
dy E Pant ath dts d tE» ds 


成 立 ,并 且 , 根据 特征 微分 方程 ,右边 的 式 子 对 EAF. 
沿 着 这 些 解 ,了 应 该 取 常 数值 零 , 这 样 才 符合 原来 的 微分 方程 2 ,利用 这 个 条 件 就 
从 特征 微分 方程 的 四 参数 解 族 中 划分 出 一 个 三 参数 族 。 特 征 微分 方程 的 每 个 解 ， 如 
果 叉 清 足 方 乔 ESOK ER ERREARI r6). 99 OM 
做 特征 曲线 . 
对 于 拟 线性 方程 ， 由 于 竺 征 敌 分 方程 的 引信， 可 得 到 如 下 的 定理 ， 在 每 个 积分 曲 
而 上 ,存在 着 -个 单 参数 符 征 内线 放 和 相应 的 特 低 吏 。 再 有 , 若 一 针管 生殖 与 一 张 积 
PPT EP BSA TERR OD SIRI 9 P 0), UM AS TB 
1》 不 要 把 这 里 所 用 “积分 "一 词 与 意义 为 解 的 那个 “积分 ”混同 起 来 。 积分 PU tee 5) 的 意义 是 说 自 变 
E %, 的 一 个 函数 , 它 沿 善 由 方程 组 


dn 
ds 


解 出 的 每 条 井 线 取得 常数 值 。 
2) 没有 这 个 限制 ,我 们 就 必需 同时 考虑 整个 微分 方程 族 ， 了 = 常数 。 


med (4 5% gy 9 0% a) Gm ,2,e0%, n) 
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i”. 

2， 初 值 问题 的 解 一 阶 偏 微 分 方程 理论 的 最 重要 特点 就 是 ， 偏 微分 方程 (1) 的 
积分 问题 等 价 于 特征 常 微分 方程 组 (4) 的 积分 问题 ， 换 句 话说 ,一 阶 偏 微分 方程 的 积 
分 可 化 为 相应 的 特征 常 微分 方程 组 的 积分 . 

为 了 证 明 这 个 等 价 性 ,我 们 用 特征 带 来 构造 积分 曲面 (类似 于 §1 及 $2 中 使 用 
过 的 方法 )， 对 于 我 们 的 偏 答 分 方程 再 一 次 提出 初 值 问题 ， 为 了 上 述 目的 ,把 问题 按 
下 列 方式 表述 较为 便利 ， 用 参数 :的 函数 0. y0 uC), PO. 9© 给 出 初始 带 
Cu 使 得 曲线 CH), Or u(t) 的 投影 Co 没有 重点 ， 再 假定 

D 成 带 关系 式 


du dx dy 
dt Pata 


及 

2) F=0 
对 上 恒 成 立 . 这 种 带 C， 叫做 积分 带 ， 

这 个 初 值 问题 就 是 在 Co 的 邻 域 求 出 一 个 函数 u(x, y), , 它 在 这 邻 域 上 满足 微分 
方程 ,并 且 它 和 p=uw,9=wy 一 起 在 Co。 上 取得 预先 给 定 的 初始 值 ,也 就 是 , 这 函数 包 
含 初始 带 eP. 

为 解 这 个 初 值 问题 ， 我 们 通过 给 定 的 初始 带 的 每 个 元 素 引 一 条 由 特征 微分 方程 
(4 给 定 的 特征 带 (以 :作为 流动 参数 ), 当 s=0 时 , ARREA r), ya), uC), 
PE) ,9(t) 上 给 定 的 初始 元 素 ， 把 这 个 解 组 用 

(s, t), yls, £), us, £), PCs t), a(S £) 
表示 之 。 由 常 微分 方程 的 熟知 的 定理 可 断定 这 个 解 组 是 唯一 的 ， 并 且 连 续 可 微 地 依 
赖 于 及 参数 上 如 果 表 达 式 
A=F pyr E 8E XY — Xeys (5) 
沿 着 初始 带 不 为 零 ,因而 在 它 的 某 个 * t 邻 域 也 不 为 零 , 那 末 在 此 邻 域 我 们 就 可 以 引 
Hx, y 作为 自 变量 以 代替 参数 * 和 上 这 就 是 说 我 们 能 够 把 量 w， 忆 49 表示 成 y 
的 函数 ,并 从 而 得 到 曲面 x(*，?)。 可 以 断言 在 此 曲面 上 有 P=4,,9=4,, Bl uC, y) 


D 再说 一 遍 , 并 非 每 条 焦 线 都 是 特征 曲线 , 焦 线 族 远 比特 征 线 族 大 得 多 。 见 $ 3,3。 
2) 提出 这 个 问题 ,本 来 可 以 先 只 给 出 初始 曲线 C， ip 及 9 可 由 成 带 关 系 式 及 方程 天 = 0 定 出 不 过 , 这 里 
初 值 问题 所 选择 的 形式 要 更 好 些 , 因 为 它 避 免 了 沿 着 C 对 疡 及 9 的 方程 的 解 的 多 值 性 作 无 谓 的 论述 。 
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是 积分 曲面 ,因此 , 初 值 问题 得 解 . 

上 述 事 实 ， 只 要 关系 式 Puy, Pau, 成 立 就 自明 了 ， 因为 FP 是 方程 组 (4) 的 一 个 
BD, E F(A. y, up，9) 沿 着 上 述 曲 面 对 s 及 上 恒 为 零 ( 由 于 第 二 个 初始 条 件 )， 所 
以 它 对 * 及 》 也 恒 为 零 。 

要 验证 关系 式 包 = 内 及 9 一 “只 需 证 明 

U =u,- Ppt —9 Y: 
(6) 
. V =U PXs— 9 
二 量 在 曲面 上 恒 为 零 就 行 了 。 关 系 式 
Q = hp — Uy Xp — by Ve, 
(7) 
Q= us Uys — Uy Vy 
MAMA P= Up 9 一 ZXy， 因为 (7) 是 4 u, 的 线性 方程 组 , 根据 假设 , 它 的 行列 式 
Liye X= A RSFSR, 

BY 等于零 是 特征 微分 方程 的 直接 结果 .为 了 证 明 U STS, MY’ 看 作 

st HRS. BEETA 


U ov 
& ~~ 一 CP s%e— Ptt: 9 yt— TVs)» 


利用 特征 微分 方程 (4) , 并 由 /人 恒 等 于 0 He So, AT 


ðU 
ðs 


另 一 方面 ,关系 式 了 =0 对 :及 t 忆 成 立 ,把 它 对 :微分 ,得 到 
Pel y+ ek th + EE yt yey =0, 


=P t+ oe yt (pet gy) Fut Pexet Fyye, 


因此 


ôU 
-J T FU, (8) 


对 于 固定 的 上 这 方程 天 示 0 (作为 ;的 函数 ) 的 线性 常 微分 方程 。 因 为 根据 假设 ， 当 
s 二 0 时 5 等于零, 所 以 由 常 微分 方程 解 的 唯一 确定 性 ,根据 它 的 初始 值 0(0)” 可 知 
EU 对 于 一 切 s 值 为 零 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 。 由 于 常 微分 方程 (在 这 里 是 特征 方程 ) 


D 即 由 关系 式 


Uls) mUo SoTi. 
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的 解 由 它们 的 初始 条 件 而 唯一 地 确定 ,所 以 我 们 所 构造 的 积分 曲面 也 是 唯一 的 . 
将 以 上 结果 总 结 如 下 ， 给 定 一 条 空间 曲线 CH= x), y=y(?)， =u), 它 可 

由 P(D,9(0) 补 充 成 为 一 条 初始 带 Cutts y, u p，9, 这 里 C1 满足 成 带 关 系 式 及 关系 

R F= 0; 如 果 沿 着 这 条 带 A 二 Foyi—F, x0, 那 末 在 ci 的 一 个 邻 域 上 经 过 这 条 带 


3 REPARTIR. HENI. RAMEN. ARAY RENFE 
殊 情 形 =0 的 意义 。 如 果 py: 一 了 sx。=0 沿 着 积分 曲面 上 的 带 C, 处 处 成 立 ， 那 
末 , 根 据 62 页 的 讨论 ,C1 必定 是 这 曲面 上 的 特征 带 ， 因 此 ,在 特殊 情形 和 一 0 F, 仅 
当 C 为 特征 曲线 时 , 即 当 此 曲线 用 条 件 D 及 2) 所 确定 的 函数 P 及 9 补充 成 为 特征 
带 时 ,才能 有 积分 曲面 通过 曲线 C， 但 是 ， 如 果 这 个 条 件 满足 了 , 那 就 不 止 一 个 而 是 
有 无 穷 多 的 积分 曲面 沿 着 这 条 初始 带 人 彼此 相 切 。 考 虐 一 条 与 C 相交 的 曲线 C', 把 它 
补充 为 这 样 的 初始 带 ,使 得 这 带 与 C 所 属 的 特征 带 相 切 于 公共 点 ， 则 关于 C 的 初 值 
问题 产生 一 张 积分 曲面 ,这 曲面 包含 着 整个 C 所 属 的 特征 带 ， 因 为 它 与 特征 带 有 一 
个 公共 元 素 . 

于 是 可 知 ,积分 曲面 上 的 特征 线 是 这 样 的 曲线 ,有 不 同 的 积分 曲面 治 着 它们 彼此 
相遇 并 相 切 . .因此 ,人 们 可 将 这 些 曲 线 (或 带 ) 看 作 是 积分 曲面 的 分 校 元 素 。 穿 过 这 
些 曲 线 之 一 ,人 们 可 以 不 朝 着 原来 的 积分 曲面 延展 过 去 ,而 是 可 以 进 到 积分 曲面 族 中 
的 另 一 校 去, 并且 可 以 保持 的 一 阶 导 数 的 连续 性 . 

总 括 起 来 ,对 于 初 值 问题 有 下 列 两 种 情形 ， 若 在 初始 带 Cl 上 4 天 0, 则 初 值 问题 
有 唯一 的 解 ， 若 沿 着 C1 有 A==0， 则 初 信和 问题 仅 当 初始 带 为 特征 带 时 才 有 解 ， 在 
WEET AEDEM. 

关于 A=0 的 情形 作 一 点 最 后 的 说 明 ， 如 果 初始 带 C; 不 是 特征 带 ， 那 末 它 就 是 
焦 带 ,这 时 没有 通过 Ci 的 初 值 问题 的 解 ,也 就 是 ,没有 积分 曲面 既 包 含 这 条 初始 带 ， 
而 在 带 的 邻 域 又 有 直到 二 阶 的 连续 偏 导数 ， 不 过 ,可 能 有 这 样 的 积分 曲面 ,对 它 来 说 
焦 线 C 是 一 条 奇异 曲线 。 事 实 上 ,如 果 我 们 以 C, WETERE y h p DEAH 
始 元 素 , 并 通过 它们 作出 特征 带 ,假定 这 些 特征 带 不 全 重合 (在 C1 为 特征 带 的 情形 下 
才 会 全 都 重合 ) , 那 末 这 些 带 就 会 形成 一 张 积分 曲面 . 

在 这 些 积分 曲面 上 ,曲线 C 必定 是 奇异 曲线 ,并 且 一 般 说 来 ， 它 是 做 成 曲面 的 那 
些 特征 曲线 的 包 络 。 它 可 以 是 积分 曲面 的 疹 线 ,或 者 至 少 是 , 于 C y PLB 
影 的 邻 域内 "不 能 确定 为 “，》 的 单 值 函数 ， 我 们 将 用 例题 来 说 明 这 些 可 能 性 (参考 
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$6 并 参考 $ 1 中 对 拟 线性 方程 的 情形 所 讨论 的 例 ). 在 光 的 传播 理论 中 ,特征 相当 于 
光线 ， 所 以 这 些 光线 的 焦 聚 曲线 就 是 上 面 所 说 的 焦 线 C (这 就 是 焦 线 这 一 术语 的 来 
源 ). 

初 值 问题 的 一 个 特殊 的 极限 情形 ,就 是 初始 曲线 退化 为 一 个 点 的 情形 ,是 十 分 有 
趣 的 上 面 的 论断 就 导致 如 下 的 结论 ， 经 过 e y u 空间 的 一 个 定点 了 的 所 有 特征 
曲线 形成 一 张 积分 曲面 这 张 积分 曲面 ( 它 可 以 由 若干 页 组 成 ) 在 了 处 有 一 个 锥 形 
奇 点 (以 Monge 锥 作为 切 锥 ) , 这 曲面 叫做 偏 微分 方程 在 P Sha BUY RIG. LUE 
我 们 将 看 到 , 它 在 光 的 传播 理论 中 扮演 光 锥 这 个 角色 . 

下 面 最 后 一 个 附注 一 -这 附注 同样 适用 于 个 变量 的 情形 一 说 明 拟 线性 方程 
与 一 般 非 线性 方程 之 间 的 重要 区 别 。 在 线性 及 拟 线性 情形 中 , 要 构造 解 用 一 个 双 参 
数 (在 ”个 自 变量 的 情形 下 ,是 ” 参数) 特征 曲线 族 就 够 了 ， 而 在 一 般 情形 下 ,我 们 必 
需 考虑 完全 的 特征 带 以 便 把 切线 方向 P 及 9 包含 进去 ， 这 条 带 的 y 曲线 是 一 
条 特征 曲线 .不 过 ,这 些 带 形 成 一 个 三 参数 (或 (2 n- DER Bes 对 应 的 特征 曲线 一 
艇 也 形成 三 参数 族 . 


§4. 完 全 积分 


在 第 一 章 84 中 ,微分 方程 一 =0 的 一 个 依赖 于 二 参数 a 和 的 完全 积分 
u=ġ(%, y, a, b) 
被 用 来 构造 解 ,这 解 含有 一 个 任意 函数 wla). 这 构造 法 就 是 令 2 一 w(<) 并 从 
u=G(%, y, a, w(a)), 
0= $a + ppw (a), 
二 方程 消去 4 而 做 出 包 络 。 对 于 固定 的 4 值 ， 上 二 方程 表示 积分 曲面 u=, y, 
ww(a) ) 与 包 络 的 接触 曲线 ， 由 于 函数 w(o) 可 这 样 选取 ,使 得 对 于 某 个 a 它 取得 任 
意 值 ? 而 且 它 的 导数 w (a) 取 得 任意 值 c, 所 以 二 方程 
& 一 外 (4，3 a, b), (1) 
0 一 ge 二 cp a^) 
表示 一 个 曲线 族 (依赖 于 三 个 参数 a b, c) ,这 些 曲线 形成 包 络 的 接触 曲线 ". 
SERIES LC) 0 FRI RTS RAY DROEN. XN 
P=¢y(%, y, a b), 9=b,(*%, y, a, 切 所 得 到 的 相应 的 带 自然 就 是 特征 带 了 . 
D 4A, FARBER 述 都 是 针对 着 参数 的 足够 小 的 范围 而 言 的 。 
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证 明 可 由 如 下 的 事实 而 直观 地 得 到 ， 就 是 二 不 同 的 积分 曲面 沿 着 这 些 ER 
WD. 在 8 3 中 我 们 已 经 得 知 , 这 只 有 沿 着 特征 带 才 可 能 . 
利用 直接 计算 很 容易 验证 这 个 论断 。 用 * 取代 s 作为 沿 着 曲线 的 自 变量 ， 将 方 
程 (1 人 7 对 “微分 ,得 到 
gax 十 cgzz 一 一 3x(%oy 十 cpy)， (2) 
这 个 量 不 能 为 0， 因 为 根据 定义 babis pab MERRE F=0 (其 中 u= 
plr, y, a, b) EI “微分 然后 对 微分 ,得 到 方程 
Losgo 十 五 pgmx 十 已 gaoy 一 0， 
Fup +E ppost FE boy=0. 
用 <c 乘 第 二 个 方程 并 与 第 一 个 相 加 ,利用 (1) 及 (2), 就 得 到 方程 了 ,yy 一 了 ,=0。 根 
W 83,1, (3, E F0, 这 就 表示 上 述 曲线 是 特征 曲线 。 为 了 得 到 这 个 结果 ， 在 所 
论 域 中 应 作 重 要 的 假定 ， 


(3) 


F4+ FiO, 
因此 , 偏 微分 方程 的 任何 完全 积分 产生 一 个 三 参数 特征 曲线 族 及 特征 带 族 (选取 
x 作为 自 变量 , 换 掉 了 用 参数 :的 对 称 形式 ,不 会 引起 什么 麻烦 ). 
这 样 我 们 就 反 转 了 8 3 的 论断 ;就 是 , 我 们 已 经 从 偏 微分 方程 的 一 个 完全 积分 得 
到 了 特征 微分 方程 的 解 。 同 样 的 手段 将 用 于 $7 中 . 
用 这 种 方法 ,一 般 地 能 得 到 所 有 的 特征 曲线 ,从 而 得 到 偏 微 分 方程 的 积分 曲面 . 
如 果 假 定 在 任 给 的 满足 P+ FAO 的 积分 曲面 上 每 个 点 处 ,能 够 指定 族 u= lr, y, 
4a,5) 中 之 一 在 读 点 处 与 曲面 相 切 , 那 末 这 件 事 就 变 成 显然 的 了 ， 
最 后 我 们 讲 讲 奇 异 解 这 个 东西 ， 根据 第 一 章 $4, 3， 这 种 解 是 由 于 作 二 参数 族 
u=(*, y, a, 5) 的 包 络 而 得 到 的 ,也 可 以 不 用 特定 的 完全 积分 ,而 由 方程 
F=0, F,=0, F,=0 
WE p 及 4 得 到 。 本 节 中 所 讨论 的 一 切 , 对 于 奇异 解 都 是 不 成 立 的 ,因为 在 积分 曲面 
上 我 们 总 是 假定 23+ F540, 对 于 奇异 解 来 说 ,无 论 初始 曲线 如 何 选取 ,特征 初始 条 
件 
A=F pyr F% =0 
总 能 满足 ， 由 于 这 个 事实 也 可 弄 清 奇异 解 的 独特 性 质 ， 在 此 意义 下 奇异 解 上 的 每 条 
带 都 是 特征 带 . 
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§ 5， 焦 线 和 Monge 方程 


在 $3,1 中 , 焦 线 由 微分 方程 组 (3) 表 示 , 其 中 及 4 二 量 服从 附加 条 件 P(x, y, 
w p, 9) 一 0。 假定 了 ,0， 并 用 * 代替 :作为 沿 着 曲线 的 参数 ， 则 下 列 三 个 方程 成 
Ws 


F=0, ay 一 一 人 -一 一 一- -了 L (1) 


由 这 三 个 方程 消去 及 9, 得 到 一 个 含 二 未 知 量 ”及 “的 常 微分 方程 
m(x, y, u az, 4) =0, (2) 
这 个 方程 叫做 Monge SRS} Hy BE, GAIA HEA SD RAL GO A LEE 


KAC*, y, 4) AY Monge 锥 的 母线 的 方向 所 应 满足 的 条 件 ， 而 原来 的 偏 微分 方程 三 =0 
则 表示 Monge 锥 的 切 平面 所 应 满足 的 关系 。 ABRs 取代 *, 则 锥 的 方程 变 为 


dx d du 
Ma ym Ges Ger de) 2) 


这 里 M 是 后 三 个 变 元 的 齐 次 式 . 

反之 ,车 给 出 Monge 方程 WM(z，》 u y. w)=0, 我 们 能 构造 出 相应 的 偏 微 分 
方程 。 这 可 由 方程 M= 0 以 及 含有 线 元 dr, dy, du 的 确定 切 平面 的 两 个 方程 

tayo pn ag ee 

消去 ,ww 而 得 到 。 其 结果 就 是 方程 了 (x*，y， u p, 7) =0 (转变 为 Monge 锥 的 切 
平面 关系 式 )， 因 此 ,Monge 方 程 ( 即 含 二 未 知 函 数 的 一 个 一 阶 党 微分 方程 ) 和 一 个 二 
元 函数 的 一 阶 偏 微分 方程 表示 同样 的 几何 图 形 ,， 即 以 (* » a) 为 顶点 的 锥 . 方程 
E=0 及 M=0 在 投影 几何 的 意义 下 是 相对 偶 的 . 

Monge 方程 的 解 一 一 焦 线 是 这 样 的 曲线 ,它们 在 每 一 点 与 特征 曲线 相 切 。 由 § 3 
3 可 知 焦 线 (除了 它们 本 身 是 特征 曲线 外 ) 是 微分 方程 了 =0 的 积分 曲面 上 特征 曲线 
的 包 络 (如 果 这 种 包 络 存在 的 话 ) . 

这 就 引出 了 解 任意 给 定 的 Monge 方程 的 一 个 值得 注意 的 理论 ， 乍 一 看 来 ,要 由 
Monge 方程 确定 4 及 », 似 乎 还 需 设置 某 个 任意 的 关系 式 玉 (x*，y, 4) 二 0, 消 去 4 或 
y 得 到 一 个 一 阶 常 微分 方程 ,然后 积分 这 个 微分 方程 ,因而 这 种 积分 步骤 就 要 做 无 穷 


第 二 章 ”一 阶 偏 微分 方程 的 一 般 理 论 69 


BK. 用 这 种 方法 不 能 得 到 表达 Monge 方程 的 全 部 解 的 仅 含 一 个 任意 函数 的 单 一 
表达 式 ， 不 过 , 若 用 完全 积分 ， 可 给 出 Monge 方程 的 依赖 于 一 个 任意 函数 的 显 式 的 
解 ,并 且 无 需 再 做 多 次 积分 . 假定 “= 一 (4，》 a b) 是 等 价 于 Monge 方程 的 偏 微分 
方程 的 一 个 己 知 的 完全 积分 ,我 们 便 得 出 这 个 “ 显 式 " 解 . 方程 

u=ġ(%, y, a, w(a)), 

O= pal X, y, a, w(a)) + palt, y, a, w(a))w (a) 
表示 积分 曲面 上 依赖 于 参数 4 的 特征 曲线 族 (参考 §4), 再 加 上 一 个 由 (3) 中 第 二 式 
对 a 微分 所 得 到 的 方程 

Paat 2 papu” (a) + pryw” (a) + pw” (a)=0, (4) 
这 就 表示 做 曲线 族 (3) 的 包 络 。 这 三 个 方程 表示 一 条 以 4 为 参数 的 空间 曲线 , 即 特 征 
曲线 的 包 络 . 由 它们 消去 4, 将 > 及 4 表示 成 * 的 函数 ， 就 得 到 所 寻求 的 Monge 方 
程 的 解 。 要 将 已 给 的 欠 定 的 “Diophantine” 式 常 微分 方程 (2) 的 一 切 解 表示 成 形式 
(3) , (4) ,我 们 先 把 (2) 换 成 等 价 的 偏 微 分 方程 了 了 ==0, 然 后 求 出 一 个 完 爹 积分 。 


(3) 


§ 6. Bil 


现在 用 一 些 例子 来 说 明 刚才 推导 的 理论 ,这 些 例子 中 有 几 个 本 身 是 很 重要 的 . 
1， 直 光线 的 微分 方程 , (grad a)?=1 
考虑 函数 u(x，y) 的 微分 方程 
u+ u= (1) 
及 函数 u(x*，y，z) 的 微分 方程 
tutush, (2) 
这 些 方程 出 现在 几何 光学 中 。 曲面 += 常数 表示 波 前 ,特征 曲线 表示 光线 。 更 一 般 
地 ,微分 方程 
uptuy+ui=n(x y, z) (3) 
描绘 变 折射 率 n(x，»，z) 的 非 均匀 介质 中 的 波 前 . 
我 们 先 讨论 二 个 自 变量 的 情形 ,对 于 这 种 情形 得 到 ( 见 第 一 章 §3) 完 全 积分 
u=ax+ V1—aiy+b (4) 
而 方程 组 


usax+Y1—a?y+w(a), 


7 & 学 物 HH E: 


(4’) 


O=4— 


y+w (a) 


V1—a? 


表示 它 的 包含 一 个 任意 函数 的 解 . 
方程 组 


u=ax+ V1—aiy+b, 


0 一 % 一 yre 


Vi-@ 
以 及 相应 的 关系 式 
p=a, q=Vi—ai 
确定 出 一 个 依赖 于 三 个 参数 a b, 的 特征 带 族 , 沿 着 这 些 带 可 以 * 作为 自 变 量 ， 特 
征 曲线 , 即 “光线 ”", 是 直线 , 且 沿 着 其 中 任意 一 条 的 相应 切 平面 是 固定 不 变 的 .特征 
线 以 及 相应 的 切 平面 二 者 都 与 +,， 2 平面 成 45" fy. 显然 ， 在 点 Cm Yo uo) 处 的 
Monge 锥 应 为 
(% ~%q)*+ (y— y= (u— u)? 
用 上 面 的 诸 关系 式 解 出 了 的 特征 微分 方程 可 写作 
dzx:d y:du:d p:dq = p:9:1:0:0, (5) 
把 它们 积分 ,就 得 到 
P=Py I=9% Wstu T= PST y=90s+ Yo 
这 里 对 于 参数 值 s=0 的 初始 值 表示 为 Xo Yor to Po Jo. 
由 p+ y =i, 一 让 消去 Pp 及 9， 就 得 到 偏 微分 方程 〈1) 的 关于 函数 
u(x) Je »(*) iy Monge 方程 ， . 


(4) -(Z) =. (6) 


它 的 解 是 这 样 的 曲线 ， 其 上 各 点 的 切线 与 x，? 面 成 45" A BER ROR 曲线 
(它们 是 曲线 “一 常数 的 浙 伸 线 ) 可 不 用 积分 而 用 任意 函数 w(a) 表 示 如 下 ， 
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u=ax+Yl—ay+w(a), 
a 


V1—@ 


这 些 焦 线 可 用 来 说 明 微 分 方程 (1) 的 解 2 SECA ER DA R JR TB SB 
是 这 种 曲线 , 它 在 各 点 的 切线 与 *，》 面 成 45° 角 ， 

方程 (1) 的 解 还 有 另 一 个 重要 的 几何 意义 ， 在 *,y 平 面 内 考虑 曲线 族 x(*, >) = 
c= HB, ME. ELMAN SLR Ce o) 的 信 等 于 由 曲线 oC, 2) 一 0 到 
该 点 的 距离 ， 曲 线 <(*，?) =c 平行 于 aCe, 9) 一 0 且 与 之 相距 为 6; 曲线 族 的 正 交 轨 
线 是 直线 ( 即 特 征 曲线 的 投影 ) , 而 这 些 直线 的 包 络 , 即 曲线 “一 常数 的 公共 渐 届 线 ， 
是 养 线 ( 即 焦 线 ) 的 投影 . 

这 个 事实 是 可 以 证 明 的 。 比方 说 , 对 于 给 定 的 初始 曲线 C(xo，?o) =0 ( 沿 着 它 
约定 了 初始 条 件 ) 把 初 值 问题 解 出 来 就 可 以 证 明 。 为 了 造 出 一 个 解 ,我 们 考虑 经 过 初 
始 曲线 上 每 个 点 (*o，%0) 的 特征 , 即 *= Pos 十 Yo ?一 9os 二 Yo “=s, HA 

也 十 91 一 1， 
所 以 :表示 此 直线 的 投影 上 由 点 (x. 9) 到 点 (Xo，y0) 的 距离 。 要 确定 ze 和 9o 我 们 


注意 若 将 加 看 作 是 沿 初 给 曲线 的 独立 参数 ， 则 -玉生 一 Po+ a qe 因此 ,这 个 方程 


0= *— y+w (a), 


(7) 


和 初始 条 件 Gu tO, G22 一 0 就 意味 着 Puy, 一 9.Gw 一 0。 于 是 可 知 上 述 特征 二 线 的 


投影 正 交 于 初始 曲线 。 所 以 “ 的 确 是 一 一 至 少 在 初始 曲线 的 足够 小 的 邻 域内 是 
点 (x*，y) 到 曲线 G(xo，y0) 的 距离 。 由 这 些 解 释 立 即 得 知 , 每 条 曲线 4 二 常数 , 都 正 
交 于 我 们 的 直线 ， 

如 果 我 们 由 如 下 的 问题 出 发 则 证 明 稍 有 不 同 。 求 已 给 曲线 = 常数 的 正 交 轨 
线 . 这 些 轨 线 可 用 党 微分 方程 组 


ds ™ ads» (8) 
描绘 出 来 。 将 此 二 方程 平方 并 相 加 ,得 到 


D 用 计算 直接 验证 这 个 表达 式 留 作 练习 . 
2) 除去 平面 (4) 及 积分 锥 面 以 外 ， 即 除去 母线 与 4 y ER 45 AHEAD. 
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(ZY (2) =L (9) 


于 是 可 知 。 表示 轨 线 上 的 弧 长 。 将 微分 方程 (8) 中 的 第 一 个 对 * 微分 并 再 利用 (8)， 
RINIA Sustu t iuus 将 偏 微分 方程 对 “微分 就 能 看 出 上 式 右边 恒 为 0。 仿 


此 可 得 拖 学 =-0, 这 就 证 明了 正 交 轨 线 是 直线 。 

对 于 三 个 自 变 量 的 情形 ,用 同样 的 方法 可 证 明 偏 微分 方程 (2) 的 解 由 一 个 等 距 曲 
Mikule y 切 一 常数 给 出 ， 这 井 面 族 平行 于 任意 的 初始 曲面 G(x，y，z) 二 0。 这 
eT ELA BRN TERR, 这 些 直线 位 于 曲面 we, 及 4 二 之 间 的 部 分 具有 定 长 
aes uA SEH SOMATA,» DREN. 

2. AB Flay us)=0 现在 我 们 来 考虑 微分 方 各 


pqs {P = Uy 9 一 ZLy)D。 (10) 
关于 y(*) 及 u(*) MSH Monge 方程 具有 形式 
w= y’, (1) 
包含 微分 方程 的 所 有 面 元 的 完全 积分 由 
u=ax + sqrt? (12) 


给 出 ,由 (12) 得 到 依赖 于 一 个 任意 函数 v(a) 


u=ax+—_y+w(a), 


2a 
(13) 
0=#— ey tw (a), 
最 后 ,如 果 我 们 使 用 
o= y+ u" (a), (13^ 


a 
就 得 到 关于 焦 线 的 不 含 积分 的 、 依 赖 于 任意 函数 v 的 表达 式 . 
特征 线 的 全 体 由 含 三 个 参数 w。 b “的 且 以 * 为 自 变量 的 方程 


1 
4 一 44 十 可 5 十 包 


D ARB owen ya(Y- 念 /V3 .8=(x+y)/V 2，, 我 们 的 微分 方程 就 化 为 关于 ME, M 的 微分 方程 
o- om1i 它 可 用 类 似 于 上 面 的 方 靶 来 处 理 ， 
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0=x%— 1 


2 a? 


yre 


RRA. 特征 方程 是 

did y:du:dp:dq= 9:p:1:0:0. (14) 
因此 特征 线 也 是 直线 ， 且 相应 的 切 平面 沿 着 各 整 条 直线 保持 不 变 。 所 以 特征 线 的 方 
程 是 


y= Poa + Yos u= ix +u, (15) 
最 后 ,对 于 任意 给 定 的 初始 值 <(0,》o) = uws RM. TRR 


9(0, 90) =V (Y0): PO) = FC: 


因此 ,如 果 将 方程 


u= 


Fis Woy + UO)» 


(16) 
yg + Mo 

中 的 第 二 个 解 出 yo 为 *, y 的 函数 并 代 人 第 一 个 , 则 得 到 初 值 问 题 的 解 ， 将 (16) 与 由 
(13) 给 出 的 解 

u=2ax+aw'(a)+w(a), 

y= 2 atx + 2 aw’ (a) 
相 比 较 ,得 知 这 二 种 解 可 用 下 法 互相 转换 ， 用 方程 yo 二 2 aw (2) BIA BBR yo RE 
a 则 由 方程 

V( 9) = (aw(a))! =aw (a) + w(a) 

得 到 ”(2) 的 一 个 新 的 函数 "(》o)。 根据 关系 式 


2 =2a[2 w (a) + aw" (a)]=2 a(aw(a))’, 


k 


da 


(999) = 20) = awa)" Gi 


以 上 两 种 表达 式 就 可 互相 转换 . 
上 面 两 个 例子 是 一 般 微分 方程 
F (uy, uy)=0 (17) 
的 特殊 情形 ,对 于 (17) RUM RAAB. RL, 由 特征 方程 
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dxdy:dudpdq=F pF p (PF, + 4qF,):0:0 (18) 
得 知 ,特征 带 是 由 具有 唯一 的 相应 切 平面 的 直线 组 成 的 , 并 且 可 推出 , 方程 的 解 是 可 
展 曲 面 。 如 果 我 们 注意 到 ,能 够 做 出 一 个 完全 由 平面 组 成 的 完全 积分 ,这 就 变 得 更 清 
楚 了 .为 此 目的 , 设 有 二 函数 P(4) 及 4(4) 满 足 方 程 了 (p,，9) 一 0, 这 里 “是 参数 .我 
们 就 得 到 完全 解 
u=p(a)¥ +q(4)y +b. 


它 完 全 是 由 平面 组 成 的 ， 
3. Clairaut 微分 方程 了 ” 我们 再 来 考虑 Chinu 微分 方程 
ut yuy t f (Ug, ty), (19) 
在 第 一 章 $4 oh, BADR Fe 
u=ax+by+ f(a, b) (20) 


是 一 个 完全 积分 。 由 完全 积分 求 包 络 得 
uxax+w(a)y+ f(a, w(4)), 
o= +w (a)y + fat fiw 
(21) 就 给 出 了 方程 (19) 的 解 。 这 些 解 都 是 可 展 曲 面 ， 仿 此 可 知 , 由 特征 曲线 族 所 形 


成 的 一 切 积分 曲面 都 是 可 展 的 ， 根据 特征 方程 
dx:d y:du:d p:dq 


(21) 


=(#4+ fp) (yt f): (PLEIVA PA +96 ):0:0, > (22) 
象 上 面 一 样 (参考 第 1,2 小 节 ) ,可 推 知 特征 带 是 由 直线 组 成 的 ,每 条 直线 只 有 一 张 相 
应 的 切 平面 
微分 方程 (19) 的 奇异 解 我 们 已 经 讨论 过 了 (参考 第 一 章 84.86)， 假 定 foaf 32 一 
Sa, HHE 
xz 一 一 fo， y=fys 
解 出 4 及 5 并 代入 
uxax+by+ f(a, b) 
就 得 到 它 ， ADERE E t o 则 此 解 可 简单 地 用 支持 函数 
w=—f(E 7) (23) 
Br RK. 


D 见 第 一 章 §$4 及 S96. 


gr 
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现在 所 有 的 解 都 能 够 和 奇异 解 连 系 起 来 ， 要 注意 ， 完 全 积分 的 平面 就 是 奇异 解 
的 切 平面 ,而 特征 线 是 切线 。 因 此 , Clairaut 微分 方程 的 解 的 全 体 是 由 那些 切 于 奇异 
解 的 可 展 曲面 组 成 的 ， 所 以 , 初 值 问题 是 容易 解 出 的 ,只 要 选取 既 切 于 初始 曲线 又 切 
于 奇异 解 的 平面 ,并 做 出 它们 的 包 络 就 得 到 了 . - 
由 微分 方程 已 经 直接 证 明了 经 过 点 已 的 Monge 锥 就 是 以 己 为 顶点 且 切 于 奇异 
解 的 锥 .再 者 ,Monge 锥 也 是 积分 锥 面 . | 
4. 管状 曲面 的 微分 方程 
在 第 一 章 $4 中 曾经 提 过 的 管状 曲面 的 微分 方程 
42(P2 十 92 十 1) 一 1 (24) 
是 一 个 有 用 的 例子 ， 球 面 族 
(x—a)?+ (y—b)?+ =1 (25) 
是 方程 (24) 的 一 个 完全 积分 。 几何 上 明显 地 看 出 , 特征 曲线 是 球面 上 平行 于 4 PD 
KE. 
从 解析 方面 来 看 ,这 个 事实 可 由 特征 微分 方程 


ded y:durd pdq=urpiutg:(1—u2):— E: 一 全， (26) 


得 出 . 由 此 方程 求 出 
d(x +up)=d(y+uq)=d(2)=0, 


我 们 立即 得 到 方程 
x—a=—up. y—b=—uq, p=cq, 
这 里 w b,c 是 积分 常数 。 由 这 几 个 方程 以 及 关系 式 (24) 得 到 方程 
(x—a)?+ (y— b)+ =1 
及 (#—a)/(y—6) =e 
Ab ERE Le. AK 
(*—a):(y—b):u= p:q]:—1 
得 知 ,在 圆 上 一 点 处 的 切 平面 的 法 线 指向 圆心 . 
积分 曲面 是 半径 为 1 的 单 参数 球面 族 的 包 络 , 球 心 沿 着 *，y 平面 上 的 一 条 曲线 
移动 ， 如 果 这 条 曲线 一 一 管状 曲面 的 轴 一 一 的 曲率 小 于 单位 图 的 曲率 ， 那 末 积 分 曲 
面 确实 是 管状 的 ， 这 时 它 的 特征 圆 没有 包 络 . 不 过 , 若 畏 的 曲率 半径 小 于 1, 则 特征 
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AAs, ENERD He LER-RER. KEFRRERODE 24) 的 焦 线 . 
这 些 焦 线 在 ” y 面 上 的 投影 是 “ 管 ” 蕊 的 浙 忆 线 。 这 些 关 系 用 具体 的 例子 或 模型 就 
能 够 很 容易 地 看 出 来 ， 

5。 章 性 关系 式 ” 象 上 一 个 例题 一 样 ,我 们 来 考虑 齐 性 关系 式 


p% + qy =h, (27) 
其 中 4 是 常数 。 将 特征 微分 方程 
dx:dy:du= x:y:hu (28) 
积分 ,就 得 到 方程 
= 及 sabe (29) 


因此 ,微分 方程 的 一 般 解 用 4=x7 (之 ) 给 出 ,这 里 六 是 任意 函数 ,或 用 4 一 2 和 (学 ) 


给 出 ,” 是 任意 函数 ,也 就 是 用 一 个 *，? 的 4 次 齐 次 函数 给 出 ， 
由 完全 积分 
u=ax* + by” 

和 方程 

uxaxh4w(a) y”, 

0=2 4w (a) ye . 
ANB HSR. HOARD BARR, AURA 
得 到 4 是 一 个 4 次 的 一 般 齐 次 函数 . 


§ 7. 7 个 自 变 量 的 一 般 微分 方程 


类 于 个 自 变量 的 一 般 一 阶 偏 微分 方 和 | 
E(x, Xy 6, Uy, Uy Py, Py > es Pn)=0 (n= Z) (1) 
的 理论 与 ==2 的 情形 相似 。 所 以 我 们 不 再 重复 它 的 几何 说 明 而 主要 是 论述 特征 带 
的 作用 . 


仿照 8 3, 伴随 微分 方程 =0 而 来 的 是 参数 * 的 2 ”+1 个 国 数 He Pi 的 常 微 
分 方程 组 
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Eo = EP, dpi (Fumat Fs) @) 
方程 组 (2) 叫做 偏 微分 方程 (1) 的 特征 方程 组 ， 
Bay th Pp) 是 这 方程 组 的 一 个 积分 ， 因为 对 于 (2) 的 每 个 解 有 


dE yh p, de 


ds = 2 ds 


dam Z F, Pipe, Eo, 
FL (2) 的 解 同时 又 满足 条 件 了 二 0 的 叫做 特征 带 ， 这 些 带 形成 一 个 (2 "一 1) 参 数 
族 。 再 有 ,和 两 个 变量 的 情形 一 样 ,在 微分 方程 二 0 的 每 个 积分 曲面 
U(E, Has ts Hn) 
上 有 无 穷 多 条 特征 带 。 每 条 特征 带 若 与 积分 曲面 有 一个 公共 元 素 , 即 一 组 公 类 值 vo 
m po 则 此 带 镶 部 位 于 积分 曲面 上 上 。 
象 83 中 一 样 ,我 们 有 如 下 的 初 值 问题 ， 设 由 参数 二 to，ts,，……, tn 的 连续 可 微 


函数 a. Eph xm 给 出 一 个 (一 1) 维 初始 流 形 C. 并 且 导 数 生 + 的 矩阵 的 秩 为 


n 一 1。 设 再 指定 参数 刀 的 4 个 函数 Pr Po oo Pan 而 将 流 形 C 扩 展 成 带 流 形 Cs 
函数 Pi RIF t, 便 满足 成 带 条 件 


u= SE, (¥=1,2,¢°*,"2—1), (3) 
i=l ” 
再 设 带 的 量 对 于 己 恒 满足 方程 
F(a, Kor ety Bas Pi Py o's Pa) =0, 


RIOR IG RRR RORY 
U=U(XI Ng 689, Bn) 
ERATE -0 HP CEPR RO MERC. 
” 为 了 解 出 这 个 问题 , 我们 考虑 以 * HB Bex ER, 4 *=0 时 , 它 的 初始 
元 素 与 给 定 的 初始 带 流 形 C1 相合 , 即 考虑 特征 微分 方程 的 那个 解 组 
vals, ts boy th) 
UCS, tty to +> baa), 
Pils, ty tp ***, n-i): 


sO kh, EFA t, HEARR. 如果 Jacobi 式 
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根据 (2) ,也 就 是 
P,P 
Ox |, O%n 
Ac Oty Ot; ， 
Ox, | Own 
Oty Otni 


沿 着 初始 流 形 C,( 即 对 于 *= 0) 不 为 0, 并且 因 此 在 Ci 的 邻 域内 不 为 0, WKE $ to 
… tal 在 此 邻 域内 就 可 用 xi，xa .…， xn 表示 出 来 ;把 这 些 表达 式 代 入 
(S$, tys bap * ee, Ena) 
就 得 到 唯一 确定 的 曲面 =u, So %n)》, 它 包含 初始 流 形 Ci。 现 在 需要 证 明 这 
个 函数 “是 初 值 问 题 的 解 。 如果 对 于 ws wx p 用 特征 微分 方程 的 解 代入 , 则 量 (zs 
u p) EHH eos), eye en) LEAR., AAR RAC Ls 


_ Ou 
y= OX, 


就 行 了 。 与 二 个 自 变量 的 情形 相似 地 可 验证 这 个 事实 (参考 $3,2), 这 里 可 从 赂 了 . 
剩 下 的 是 讨论 特殊 情形 ， 在 C; EEA ^=0, 象 在 82 中 一 样 ,我 们 由 关系 式 4= 
0 仍 可 归结 出 有 “一 1 PAR Ao 和,，…, Ani ERRE Ci 线性 关系 


n=l 
Ox 
Py,= 2 和 (5) 


RY. 

我 们 要 找 出 在 哪些 附加 条 件 下 ， 初 值 问题 在 此 情形 是 可 解 的 。 这 里 仍然 要 用 特 
征 流 形 的 概念 来 说 明 情况 . 我 们 即将 定义 特征 流 形 并 加 以 分 析 , 与 拟 线性 的 情形 ( 见 
$2) 相对 照 ,在 那里 特征 演 形 是 (n+ DE t 二 空 间 的 一 个 "一 1) 维 流 形 C 而 这 里 攻 
需 考 虑 用 2 n+ 1 个 量 to o p WREKE- D PRRP Cu 因而 它 应 在 (2 n+ 1) 
维 的 *， u p 空间 来 解释 。 

随 着 (2 w+ LAR, wp 空间 的 每 个 点 (或 随 着 (n+ DR n “空间 的 每 个 面 元 ) 
而 来 的 有 24+1 个 量 


好 一 F, 
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(一 1,2，.…， n) 
b= — pF u— Fa (6) 


n n 
a= > PF, = Dp,a,. 
=] v=] 


这 组 量 可 作为 特征 带 矢 量 的 分 量 ,更 进一步 ,我 们 采用 如 下 的 定义 :使 得 关系 式 Fr 
。。pD=0 RYD ARID O PAGERE RAEN RE ip 
个 点 与 它 相 切 的 话 。 这 个 需 在 (2 “十 1 维 空间 解释 的 几何 定义 ,可 用 矢量 (er a b) 
线性 地 依赖 于 n MATARI SE, SP 0 一 12， nD MRENE 
述 出 来 ,这 n—1 个 矢量 根据 定义 是 切 于 Ci 的 。 对 于 用 参数 4， zz …, tai 的 函数 
Xz u Pi 给 出 的 2 一 1 维 流 形 Cu 设 关系 式 


F (xi, u, Pi) =0 (7) 
及 成 带 关 系 式 
oS (v=1,2,°"",n—1) (8) 
” 4al ? 


ZAI e, 人 恒 成 立 , 则 带 流 形 称 为 特征 流 形 ,如 果 存 在 n1 ARR A, to eet nm) 
使 得 线性 关系 


n=] Ox 
Xi=a— 11,5, =0, (9) 
v= id 
n-i ð 
U=a— Ji, 5 =0, (10) 
v=] kd 
n-l 2 
O 
Py=b,— 3 = ap 
=] id 
WERE., 
D Rantits, u 六 间 的 关系 式 , 不 是 彼此 无 关 的 ,因为 ,很 容易 验证 
U= Zoe 
i= 
并 且 还 有 


n 
oe Pi pO), (om1, on- 
a ZR -tm + Z (a P-e) O22- D, 


Ou n Ox 
U,= ðt, ` zp Oty 。 
F 
于 是 可 知 ,加 上 了 =0 及 由 它 得 出 的 关系 式 多 ~ 一 0, 再 加 上 成 带 条 件 (8) 以 及 条 件 (9),(11) 的 ”个 条 件 中 只 需 


提出 一 个 就 能 肯定 (10) 及 (11) 的 其 它 n-i 个 条 件 成 立 。 不 过 ,无 论 在 几何 上 或 在 分 析 上 ， 常常 是 为 了 对 称 起 见 
而 保留 上 面 一 组 互相 依 帧 的 关系 式 ， 
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下 列 二 定理 仍 成 立 ， 
EMPERE CBT -D 大 娄 的 守 全 位 于 C Mb AER 


"= 


le RARER S MEAP ILE A — ASLO NIG ENS TRE E. 
为 了 证 明 上 面 两 个 定理 ,我 们 仍然 象 在 §2 中 一 样 ,在 (= 一 1) 维 去 流 形 上 用 常 微 
分 方程 组 


dt 
Te mh (ty for see, tno) (V=1,2,°°° n—1) (12) 


定 出 曲线 鼠 (9。 这 些 曲线 形成 一 个 (n 一 2 参数 族 , 它 就 是 构成 喜 流 形 的 曲线 族 ， 洛 
着 这 些 曲线 用 % (ty), u(t), Pilt,) 定 出 一 条 位 于 Cc, 上 的 一 维 带 ， 用 t=t,(s) 代入 
后 , 这 带 的 方程 变 为 +:(s)，u(s)，pi(s ); 现在 我 们 要 证 明 这 条 带 是 原来 的 偏 微 分 方 
程 的 特征 带 ， 回 看 一 下 关系 式 (9), (10) , (11)， 就 得 到 
n—l 一 上 du, n 
PRE Galo ry 二 2 二 LP» 


P= 


一 号 一 一 Fo 一 Pi 


因此 函数 xi(s)，u(s)，pi(s) 是 特征 方程 (2) 的 解 , RAP =0, 所 以 它们 定 出 一 条 特 
征 带 .这 种 带 所 形成 的 (n 一 2) BRKT Ci。 

根据 完全 相似 于 对 拟 线 性 方程 的 讨论 ( 见 §2) ,第 二 个 定理 可 由 下 列 事实 得 出 ， 
即 特征 微分 方程 组 的 解 是 由 初始 值 唯一 确定 的 。 

在 对 特征 流 形 作 了 这 样 的 分 析 之 后 ,我 们 可 叙述 并 证 明 下 面 的 这 个 完整 的 结论 ， 
象 在 拟 线性 的 情形 中 所 做 过 的 一 样 ， 

AEG ERITAR Co 的 初 值 问题 ,如 果 人 在 C, 上 处 处 下 为 0, 则 有 一 个 且 只 
有 一个 解 ， 不 过 ,如 果 关系 式 一 0 W C 成 立 , 则 初 信 问 题 可 解 的 必要 且 充 分 的 条 
件 是 ，C 是 入 征 流 形 ， 在 这 种 情形 下 有 无穷 多 个 解 

我 们 只 需 证 明 A=0 的 情形 下 的 结论 。 在 此 情形 下 ,可 立即 推出 有 = 一 1 个 函数 

Ag (ly io sos Onin) 


存在 ,使 得 关系 式 (9) 成 立 ， 现 在 若 设 muy. ys ooo zo) 表示 通过 Ci 具有 P= 
部 的 积分 曲面 , 则 立即 得 出 所 希 的 关系 式 (10) 和 (1D)， 这 些 关系 式 肯 定 了 C 是 和 
征 流 形 。 因 Pi™ Uy, 且 因 (9) 成 立 , 故 有 
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7 dx, W, 0 
a= SB F ty, Dh = Eh Ses 
vel id 


i=] 


因此 关系 式 (10) 成 立 ， 现 在 利用 w 必需 对 4: 恒 满 足 关系 式 


LP 5s Ja, t Fupi t Ps,=0 (13) 


ANEK BIE SMOD RARE MMA) DE (1) 对 xx 微 分 的 结果 ， 应 用 
(12) #4 


n-1 
OP 
LA J, =~ uPr—F y, = Ox, 


val 


这 就 是 所 需 的 方程 (11) . 

于 是 我 们 证 明了 若 对 C1 的 初 值 问 题 可 解 , 则 C1 是 特征 带 流 形 . 

这 个 性 质 也 是 可 解 的 充分 条 件 , 这 一 点 可 和 象 拟 线性 情形 中 所 做 的 那样 得 出 . 设 任 
做 一 个 不 切 于 Ci 的 流 形 C1, 使 它 与 C1/ 有 一 个 公共 的 (7 一 2) 维 流 形 5S, 并 且 对 于 C1 条 
件 A 去 0 处 处 满足 , 则 对 C1 的 初 值 问 题 可 解 出 唯一 的 积分 曲面 7， 所 有 通过 5 的 特 
征 带 以 及 流 形 Ci 是 由 位 于 7 上 的 那些 带 产生 的 。 因 C1 是 任意 选取 的 ,所 以 对 Ci 
的 初 值 问题 有 无 穷 多 个 解 . 

在 结束 这 一 节 的 时 候 ,我 们 再 次 强调 指出 ,以 上 的 论述 是 只 针对 小 范围 和 的， 以 后 
在 第 六 章 中 我 们 将 考虑 把 解 作 充 分 的 拓展 ,包含 奇异 性 和 多 值 性 。 这 种 在 大 范围 里 
的 讨论 将 比 局 部 的 分 析 更 费力 气 ， 
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1. 包 络 和 特征 曲线 的 造 法 ”考虑 偏 微 分 方程 
F(x, May ot, Em Uy Py, Py tes pn) 一 0 (1) 


其 中 P= 如 m BADIA. ATRAF 个 参数 a 的 特定 解 


u= p(X Ky rrr, Sm By Ap On) (2) 
(完全 积分 ) METAR RE 
D= | ppal £0 (3) 
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在 * “空间 所 考虑 的 部 分 成 立 "。 那 未 这 些 解 的 一 个 任意 (" 一 1) 参 数 谈 的 包 络 也 是 
解 。 要 证 明 这 件 事 , 我 们 令 
t= 0; (tp tp ets, int) (i=1,2;*°%, n), 


这 里 wt 是 (2 一 了 D 个 参数 a 的 任意 函数 ， 由 方程 
0= $a De P=1,2 nm w 
i=l 2 


RH ty to es tray Mp My ete, En RRO IRRA EAN t, 代入 
u=b(%p 008s Em Olip $t ts inet) tts On(tp +e ts tno) 
即 得 包 络 .… 
我 们 将 证 明 , 由 完全 积分 给 出 的 曲面 与 包 络 相 接触 的 切 点 所 成 的 曲线 ( 称 为 接触 


线 关系 式 (4) 成 立 , 这 就 意味 着 je, 与 某 组 常数 值 生成 比例 ,以 ,表示 公共 比例 因子 ，， 
则 有 l 
$a, = br, (5) 
利用 这 个 方程 可 定 出 对 应 于 给 定 值 A ai 的 值 Wi; 再 根据 条 件 (3)， RINT ERE 
值 组 的 邻 域 由 (5) 唯 一 地 解 出 *i 而 得 到 函数 
Lilli lp ***, am Oy, bo +20, bm A), 

将 这 些 函 数 代 入 

BK Ny t, Nr Ay By san) 
就 得 到 用 参数 表示 的 曲线 。 因 为 在 所 考虑 的 邻 域内 ,只 要 适当 选取 冰 数 o: 就 能 给 
出 a1 和 所 的 任何 所 和 需要 的 值 ,所 以 我 们 的 包 络 与 完全 积分 的 接触 曲线 是 一 个 24 参 
数 族 ， 这 些 曲线 是 偏 微分 方程 (1) 的 特征 曲线 ,再 加 上 

Pi= by, (klap by A), ar), 

就 得 到 特征 带 。 这 是 由 接触 带 的 几何 意义 而 推 得 的 . 


u 可 象 前 面 一 样 (参考 弟 一 章 $4,2) ,提出 更 一 般 的 条 件 , 即 n 行 矩阵 


(: baa, °° =) 
Pan Bacon *** Panon 


WR Hn, 
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要 用 解析 的 方法 证 明 这 个 结论 ,我 们 先 将 方程 (5) 对 曲线 参数 / 微分 ， 
Z Paa = b; , (6) 
k=l 


1 AH) ART GAY, BO, 微分 方程 (1) es be. ta cee Be ayp 
= An) RAMA v: 及 a: LT RIE ER a 微分 并 利用 (5) ,就 得 到 


Yo braf py, + Fudb:=0, (7) 
k=) 


Flt, B— F/M); 的 非 齐 次 方程 组 (6) ;又 因 这 方程 组 的 行列 式 不 为 零 , 故 
得 


BORER- I ERS T 0) 等 于 Pp, 则 


t= PF, (8) 
HS $ROW *4 微分 之 , 则 有 


n Op 
Fapt L orit n=O 
由 于 (8)， 


OP OP: , T Ou v= OPk,, p; 
Z n= oe =p Lae, 0%,” i => Los” j= 4 Pre 


ie 
P= —P(Fupat Fy). 
最 后 ,由 (8) 得 到 


n no 
=} Uy, w= PIP, 


i=l ial 


可 选取 曲线 参数 1 使 得 "一 1, 于 是 所 考虑 的 曲线 就 满足 87 中 的 特征 方程 (2) 了”. 

D ER, BLT AREER PBR PO Sa tttm A amen APNEA. Pi, TT 以 做 出 
n ERRONEA AER WAL nr 一 2 的 情形 一 样 , 用 微分 法 和 消去 法 由 关系 式 F=Fp, =0 仍然 得 出 奇 
界 解 。 或 者 ,可 用 任意 个 函数 由 呈 参 数 族 中 近 取 严 参 数 炭 (m<n) 且 做 出 它 的 包 络 。 在 这 种 情形 下 , 接 
触 流 形 是 nm 维 的 特征 流 形 。 
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2. 特征 微分 方程 的 典 则 形式 
对 于 一 阶 偏 微 分 方程 的 理论 还 可 以 给 予 一 种 更 加 简洁 的 形式 , 而 且 当 因 变量 + 
不 明显 地 出 现在 微分 方程 中 时 , 第 一 小 节 的 计算 可 以 简化 ， 任何 一 个 微分 方程 经 过 
人 为 地 增加 一 个 自 变量 后 总 能 够 变 成 这 种 特殊 的 形式 . 
为 此 目的 只 需 引入 (参考 第 一 章 S 5)“= ta 作为 自 变量 ,并 将 解 族 
U=W(%,, Bay Mo C) 
表示 为 隐形 式 


PCE Coreea, Zangi) 一 C。 


如 果 我 们 用 一 (i=1,2,"…, 0) BERR Uy, AAR RAE BET MA RR 由 的 微分 方 


Bat 
FB 1X Fi FAA AA Ae Hh i b. 
对 于 这 种 微分 方程 ,我 们 挑 出 一 个 变量 ,例如 n= HRERS BRR o 
对 这 个 变量 的 导数 解 出 。 如 果 我 们 仍 将 由 写作 心 那 末 不 失 一 般 性 , 可 考虑 +1 个 
FET. 2* o'ita 的 函数 “的 如 下 形式 的 微分 方程 ， 


p+ H (4%, Bat By X, Pu Py e., Pr) =0, (9) 
p= ly. Pitty, (i=1,2,'.…, n), 
dx a 
于 是 ,特征 微分 方程 组 ,其 中 之 一 人 =1( 或 +=s), 就 变 成 方程 组 
d d . 
大 = 日 mw Teas (=1,2,. °°, n); ao 
并 且 
du d 
dx pill, —H, 人 = 一 H,, (11) 


成 立 ， 光 是 方程 (10) 就 形成 一 个 关于 2 ”个 量 ropi 的 27 个 方程 的 组 wE A A 
%2(%) 和 pz(Y) 是 (10) 的 解 , 那 末 经 过 简单 积分 就 可 从 (11) 得 出 Pa) 和 w(x*). 

在 力学 和 变 分 学 中 (参考 卷 第 四 章 §9 RARBG 9), 时 常 引 出 形 如 (10) 的 微分 
方程 ， 关 连 着 2 ”十 1 PRB H pty Em % Po Py Pa) 的 常 微分 方 
#240 (10) 
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本 小 节 的 结果 说 明 偏 微分 方程 (9) ORD LAA ABBE RMR 
分 ， 

3. Hamilton-Jacobi 理论 : 

Hamilton 和 Jacobi 成 功 地 证 实 了 这 种 关系 是 可 逆 的 .肯定 地 说 , 我 们 常 认为 偏 
微分 方程 的 积分 问题 要 比 常 微分 方程 组 的 积分 问题 难得 多 . 然而 ,在 数学 物理 中 ,党 
常 给 我 们 带 来 一 个 典 则 形式 的 常 微分 方程 组 ,这 些 方 程 用 普通 的 方法 可 能 难于 积 出 ， 
而 它 的 对 应 偏 微分 方程 反倒 容易 处 理 ; 特别 是 , 有 时 会 很 容易 地 得 到 一 个 完全 积分 ， 
例如 借助 于 分 离 变 量 法 (参考 第 一 章 § 3). 知道 了 完全 积分 之 后 ,我 们 就 可 用 微分 法 
和 消去 法 求 出 相应 的 特征 常 微分 方程 组 的 解 . 这 个 事实 已 经 包括 在 前 面 $4 和 §8,1 
的 结果 中 了 。 对 于 和 典 则 微分 方程 的 情形 ,这 个 事实 可 以 特别 简单 地 叙述 出 来 ,并 且 能 
够 解析 地 验证 ,用 不 着 做 出 包 络 ， 

我 们 先 重 述 一 下 关于 微分 方程 (9) 的 “完全 积分 ”的 概念 ， 要 注意 对 于 这 微分 方 
程 的 每 个 解 u 来 说 , uta (加 上 个 任意 常数 2) 也 是 一 个 解 。 如 果 Hoy Fy > 
mw By By, ap oor, An) ERM T 2 PBR 4 的 解 , 且 行 列 式 

| Pe ay! (12) 
不 为 0, 那 未 依赖 于 +1 个 参数 的 表达 式 l 
u=ġ+a 
就 叫做 完全 积分 ， 现 在 要 讲 的 理论 的 主要 内 容 用 如 下 的 定理 叙述 出 来 ， 这 定理 类 似 
于 第 1 小 节 中 所 证 明 过 的 结论 ， 
sat T Haley HCO) 
u+ ED (Xi So tee, Kay K, Ugs Uyy eet, Uy )=0 
IAB RBUD UAn Pnn m + DE RTTA 
2 7 PERSKA ADRE 


x 


Pa, = bi, by, = Pi (i=1,2,.**, 7) (13) 
( 阶 式 地 ) 得 到 典 则 微分 方程 组 (10) 
dx; 


ap; _ 
da ep ax = Huy. 


的 2 BAI 
设 由 (13) 的 首 个 方程 将 量 *; 表示 为 * 及 2n 个 参数 ci bi 的 函数 (这 是 可 能 
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的 ,因为 根据 假设 , Ibra 0) FRY * 值 已 被 代入 (13) 的 第 二 组 方程 中 ; 这 
样 就 得 到 立 数 +:(*) 和 p), 它们 仍旧 依赖 于 2 个 参数 ， 并 且 即 将 看 出 它们 就 表 
示 典 则 微分 方程 组 的 一 般 解 。 于 是 方程 组 (10) 的 解 就 化 为 寻求 相应 的 偏 微分 方程 的 
完全 积分 的 问题 了 . 

这 段 陈述 的 最 简短 的 证 明 类 似 于 第 1 小 节 中 所 用 过 的 简单 验证 ?. 为 了 证 明 这 
样 定 出 的 函数 OOM pi(*) 满 足 方程 (10), 我 们 将 方程 ha, Os 对 * 微分 并 将 方程 

byt H (4p X, by) =0 

对 “微分 ,就 得 到 22 个 方程 


Op z op OX, 
Ox0a; + 2 了 1 Ox ða; Ox =0, 
Op — 
Ox0a; Drom oH Pe ieee = 0. 


WGI | dan BE, 所 以 从 这 22 个 方程 可 得 到 (10) 中 第 一 个 关系 式 . 为 了 证 
实 第 二 个 关系 式 , 我 们 将 方程 bs, =P 对 * 微分 并 将 方程 Pat H (to %, pu) =0 HX: 
微分 ,就 得 到 方程 


» dpi _ Op Ox 
dx =e + 2 rð “0% j0%, ie? 
(14) 
=- 了 + Hn y t Eme 
因为 已 经 证 明了 .2 =H, BELLO) BAR AAA MAT. 
4. 例 . 二 体 问题 
两 个 质点 Pi AP 互相 吸引 的 运动 依照 牛顿 万 有 引力 定律 用 微分 方程 
m#,=U,, myi= Uy, m2,=U,, 
(15) 


moi,z=Uy, mda=Uy, Mğ=Ua, 
来 描述 ,这 里 
K277217722 
V (%1— 4%)? + (9i— Ya)? + (21— 29)?” 


D 这 个 证 明 与 第 1 小 节 给 出 的 证 明之 间 的 区 别 是 这 里 保留 了 不 对 称 的 记号 。 
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容易 看 出 ,运动 总 保持 在 一 个 平面 内 ,所 以 我 们 可 以 选取 运动 所 在 的 平面 作为 坐 
标 系 的 2? 平面 , IPP 置 于 原点 。 于 是 对 于 质点 Pi 的 位 置 (*，》) 得 到 运动 方程 


. . Be, 
mea Tae VT V= aA? 
这 里 =m m, 

如 果 我 们 引入 Eamatton 函数 


全 
VF 
则 方程 组 (16) 变 成 量 一 如 9 一 的 典 则 微分 方程 组 
=H, , p=—-A,, 
y=H,, g=—A 
这 方程 组 的 求 积 问题 等 价 于 寻求 偏 微分 方程 ?) 


H=4 +P) 


y> 


1 人 
的 完全 积分 的 问题 。 如 果 引 入 极 坐 标 7,9, 则 由 (19) 得 到 
k2 
bet P(o Jei), 


这 方程 显然 具有 解 族 


4= 一 ct 一 00 一 j 2042 eee 


它 依赖 于 参数 a, p. 根据 第 3 小 节 的 主要 定理 我 们 得 到 (18) 的 通 解 为 
Og 


-一 一 加 


Oa 


=, 
或 用 显 式 表示 为 


t— o= 一 人 a 
frat z , 


gg af” dp 
一 一 0 一 全 一 一 一 一 一 一 
r 2k? Be 
7 ey 2# B 
r er: 


D 参看 第 一 章 33,1, 例 4. 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


(22) 
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第 二 个 方程 给 出 轨 线 ( 即 质点 路 线 ) ; 第 一 个 方程 定 出 质点 在 此 路 线 上 的 运动 为 时 间 
的 函数 . 


如 果 引入 积分 变量 w“ 一 二 ， 则 可 算出 轨 线 的 显 式 为 


B 1 
Bm rT} 
6—6,= —arc sinr , 
(oe 
或 者 , 若 令 
2 2a, 2 
p=, e= 1+ of ? 
则 为 
P 
8 一 00 一 一 arc sin “ai ’ 
即 r 


-2 Pp 
{—€¥sin(6—6)) 
Bek HHA HAR RLAR EF E<, €=1, REP, 
5. 例 . 椭 球 面 上 的 短程 线 ”曲面 
x=x(uv), y=y(uv), z=z(uw) 
的 短程 线 4=u(s), v=v(s) 的 微分 方程 ， 根 据 卷 1 第 四 章 §9, 可 写作 如 下 的 典 则 形 
式 ， 


us=H,, p;=—H,, 
(23) 
vs=H,, qs=—H, 
这 里 
p= Eu,+ Fv,, 
q= Fu,+Gv,, 
且 


H=} ggr Cr-—2 Fpq+ Eq?) 


1) 对 于 方程 (22) 的 一 般 讨 论 , 见 R Courant( 14422 页 至 428 页 。 
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BEX Vite FPF=XuXot YuYu t Zuzo 
G=x3+ yit zi, 
RER 3 小 池 那 样 ， MEE CORRE 

$s + + ror pg pr Cti 2 Pbubet Ep) 一 03 (24) 

我 们 的 目标 是 要 得 出 这 个 方程 的 完全 积分 .现在 若 令 
$= 一 去 s+ Wl), 
则 y 满足 方程 ? 
Gwi-2 Fy, Y, + Eyi=EG— FPF. (25) 

我 们 关心 的 是 解 的 曲线 ， 而 不 在 于 这 些 曲线 的 特殊 参数 表达 式 ， 所 以 只 要 求 出 (25) 
的 一 个 单 参 数 解 族 Yuva) RTT. REE 3 小 节 的 主要 定理 ， 由 这 个 解 族 得 到 二 
参数 的 短程 线 族 ,其 形式 为 


= (26) 
ERR 
Zya . (a,b,c>0) 


的 特殊 情形 下 , 容易 验证 ,下 列 参数 式 ( 参 考卷 I 第 175 页 ) 成 立 ， 


a(u—a) (v—a) 
x= [C=O WO) a) (e—a) ’ 


b(u—b)(v—b) 、 
“(c—b) (a—b)” (27) 


< 
| 


z= 2 0- c) (v—e) 
TY qaz e 


由 此 得 到 
H=(u—v)A(u), 
F=0, (28) 
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G=(v—u)A(v), 
这 里 为 了 简便 起 见 AS 


A(u) = u 


T (a—u) (b—u) (c—u)* 
因此 对 于 Vuo BR BGR EB 
A Ws A (u) Y= (uv) A(u) A (v), (29) 
FFE, A Vew) BE Yv) =f + e (2), 则 立即 得 出 依赖 于 参数 a 的 解 族 


w(ura)=[ VAF du +f VANE., (30) 
He (26) Be ATR HBR iL HER BR 9 IH 
S iaw f yL dv! =2¢, (31) 


§ 9. Hamilton-Jacobi 理论 及 变 分 法 
一 阶 偏 微分 方程 的 Hamilton-Jacobi 理论 是 和 古典 变 分 法 5 密切 相 达 的 。 RA 
函数 不 明显 出 现 的 一 阶 偏 微分 方程 , 它 的 理论 等 价 于 选择 函数 wi(s) 使 得 积分 


Jaf Finis -es Ùm Uj Ups Uy, SAS (1) 


的 变 分 为 零 的 问题 。 这 里 如 (3),42(s),，… un BBR s He PB 上 面 的 点 表 
示 对 s 微分, 而 了 (zwuns) 在 所 论 域 上 是 它 的 2n+1 个 变 元 的 二 阶 连续 可 微 函数 2). 
我 们 即将 简单 地 解释 一 下 这 种 关系 ,从 而 下 一 次 得 到 § 8 中 的 结果 , 同时 也 对 它们 有 
更 深刻 的 了 解 . 

1。 典 则 形式 的 Euler 微分 方程 

变 分 问题 (1) 的 极 值 曲线 (参考 卷 工 第 四 章 ) 由 函数 (5) 的 74 个 二 阶 Euler 微分 
方程 的 组 ， 


d 
ge Fi, — Fu, =0 (v=1,2,°++,7) (2) 


给 出 ， 现 在 我 们 可 以 (BSR I AOE §9) 把 这 个 变 分 问题 用 一 个 等 价 的 典 则 变 分 
问题 来 替换 ,这 样 就 导致 极 值 曲线 的 27 个 一 阶 典 则 微分 方程 的 组 .为 此 目的 , 我 们 
用 Legendre 变换 引入 ER” 


D BC. Carathéodory 的 内 容 丰 富 的 著作 [1]。 
2) 对 于 这 些 概 念 和 记号 见 卷 工 第 四 章 $ 3. 
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Fa =», (V=1,2,+++.7) (3) 
假定 在 变量 bo us s 的 适当 的 域内 , 量 wz 可 由 方程 (3) 求 出 为 变量 ww uos 的 函数 ， 
假定 IF; a, | 40, w 
这 里 | a,l BAD ge gay TRH n 阶 行列 式 。 于 是 方程 组 

F, =v, Li =ù, 
(5) 


F (Ùi, wi S) + L (vi ui s) = S ùv, 
就 表示 Lengendre WR RBBB Ih u Rs 是 不 受 变 换 的 参数 (参考 第 一 章 8 6); 
我 们 立即 得 到 进一步 的 关系 式 


Lua, + Fy. =, (6) 
Euler 微分 方程 就 变 为 带 有 Legendre p$ L (up e+ +) Um Vp es Un 5) 的 典 则 组 
b=—L,, 
, (7) 
= Ly, 


函数 是 属于 变 分 问题 的 ， 这 些 典 则 微分 方程 是 变 分 问题 的 Buler 方程 , 即 变 分 问 
题 的 典 则 形式 ,它们 等 价 于 原来 的 方程 
af’ (二 UV, — Lp Ui s) )ds=0 


E Nye] 


of (tue L (vj, ui, s))ds=0, 

其 中 272 个 变 元 心 v MESR s HMR. BE 4 Al ARR. 

注意 ,车 函数 了 是 ti 的 一 次 齐 次 式 , 则 上 典 则 变换 不 存在 ?, 例如 , FHV Dia ui. 
这 将 见于 第 3 小 节 中 ， 必 和 需 看 到 ,如 果 条 件 (4) 成 立 , 那 么 公式 (5) 就 能 够 使 我 们 把 从 
极 值 曲线 的 Euler 方程 到 典 则 表达 式 的 程序 便 过 来; 也 就 是 ,对 于 每 个 求 变 分 的 被 积 
BAL P Cia oo 都 相应 地 有 一 个 Legendre Ie LHe DBI 

Buler 微分 方程 的 典 则 组 (7) 是 和 未 知 函 数 7 (xu Ya …… Un 8) 的 一 阶 偏 微分 方 
程 


D 这 时 行列 式 (4) 恒 等 于 0。 
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J+ L(y, Ui 8) =0 (8) 
的 特征 微分 方程 组 完全 一 样 的 .在 第 2 小 节 及 第 4 小 节 中 ,我 们 将 看 到 方程 (8) 对 变 
分 问题 有 直接 的 意义 .。 
2. 短程 距离 或 短 时 距 及 其 导数 ，Hamilton-Jacobi 偏 微分 方程 ”现在 我 们 增 
加 一 个 假设 , 就 是 在 变量 ws 的 (n+1) 维 空间 的 适当 域内 ,每 对 点 A(xi, xz KT) 
和 B(949%，……, Im 可 用 一 条 唯一 确定 的 极 值 曲线 连结 起 来 。 见 图 2， 那 末 ， 这 些 
极 值 曲 线 和 相应 的 和 矩 量 就 可 用 ez r got 为 参数 而 表示 为 如 下 的 形式 : 


u,= f,(s, Kis T, Gis t), (9) 
V, =g, (S, Ki, T, qi È), (9) 
u 
ese 
Ali kare Kost) 
图 2 
特别 是 ,对 于 点 4 和 8B, 有 
n= f(t. Ki T, qo b), (10) 


n= f, (t, Ki E, qi t), 
在 这 二 点 处 极 值 曲 线 的 方向 由 
=a, (A) =f, (T Kn t qo t), 
=ù, (B)=f,(t. tn % q» t) 
给 出 ， 这 里 字母 上 面 的 点 表示 对 第 一 个 变 元 * 微分 ( 沿 着 极 值 曲线 微分 ) ， 量 (11) 同 
所 谓 场 函数 ( 即 端点 的 矩 量 ") 


t,=8,(t, Kn Ts Vir t) =F; (ki Ki, T), 


(11) 


(12) 
P, =8,(b Ki BI t) =F} (Gi, Ji t) 


一 样 是 2n+2 个 量 xi, % 9 上 的 函数 . 
车 将 函数 (9) 和 (9’) 引 入 变 分 积分 


1 


J=f F(a, uy $) d= (Tui Le uy, s))ds 


t Neos] 


中 , 则 此 积分 变 为 2m 二 2 个 变量 «i, t oe 上 的 函数 
J (ki, T, Up t), 
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鉴于 变 分 问题 可 理解 为 寻求 空间 二 点 间 最 短 曲线 问题 的 推广 , 所 以 函数 7 称 为 
点 4 与 8 闻 的 短程 距离 ， 函数 J Can n a 人 还 有 一 个 光学 上 的 解释 ， 把 看 作 时 


这 里 广 理解 为 空间 中 依赖 于 位 置 、 方 向 和 时 间 的 光速 根据 Fermat 的 最 短 时 间 
原理 (参考 卷 I 第 四 章 § D) ,如 果 假 定 光 线 是 我 们 的 变 分 问题 的 极 值 曲线 ,那么 函数 
J 就 测定 了 光线 由 4 到 3 的 路 程 上 越过 的 距离 所 需 的 时 间 . 因此 就 称 / 为 短 时 距 . 
理论 的 要 点 是 将 短 时 距 7 对 于 它 的 2 +2 个 自 变量 的 导数 用 EM F 表示 出 
来 . 
FERS RE a PUIA 


Vi 一 一 工 (Ph WO) =F Ge MW t)— 46s, 
ved 


(13) 
Jp =P =F, (V=1,2,°°5, n) 
和 
J,= L (ri Kis T) =— F (k; Ki, t) + pe 
val (14) 
J = T= Pie, (v=1,2,...,7), 
TETOS 
oJ = — L( Pi, qi t)ôt+ Dj P,dq, + Lai, ki T)07— > 2, d, (15) 
v=1 v=] . 


这 里 Gis Kis Pir Ti 是 由 GD 及 (12) 给 出 的 . 

这 些 公式 由 变 分 问题 的 典 则 表达 式 得 出 最 为 简捷 ， 把 起 点 和 终点 B 的 2n+2 
个 坐标 看 作 是 连续 可 微 地 然而 又 是 以 任意 方式 依赖 于 参数 & 的 ， 再 把 对 这 个 参数 求 
导 用 符号 6 来 表示 . 记 住 典 则 微分 方程 (7) 对 极 值 曲 线 是 成 立 的 , 那 末 我 们 就 有 


47=( 开 9P, 一 C(Ps Viv n)æ-( 2 R,T, — L (nis Kin r)) dr 
v=] v=} 
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+E f Lees, tiv) — (Lu, ðu, + Le, 804) 1ds 
yap & 


=( 开 jp 一 cm qis )) (Pm Lm Kis r) )ðr 


y=] 


+ Lf (vbu,) ds, 
v=] t 


由 (10) 立即 得 到 
Ox, = %,0t + 0U, | ore 
69, = 9,0t + Ou, | soe, 
由 于 
= (5 ÅP, — L (Pi gu ») (村 Ks — L (Ti Ki r) der [于 ws f, 
故 得 
87 = —L(pugut)dt+ Lora tn r+ F P, 09, — ody 
va ?2 
这 就 是 所 说 的 关系 式 (15). 
从 方程 (13) 可 立即 消去 矩 量 pi. 于 是 得 到 关于 短程 距离 了 的 “Hamilton -Jacobi” 
mone 
Jit L(J pqi 1) =0, (16) 
ES RATA hy, LUMAR ES. CaN 1 小节 中 的 
是 相同 的 , 象 在 那里 声明 的 一 样 ,(16) 的 特征 方程 和 我 们 的 典 则 微分 方程 相同 ;因此 ， 
Hamin-Jeoh 3816) SHE AM PAS RA, 
3. 齐 次 被 积 函 数 ”在 了 为 量 己 的 一 次 齐 次 式 的 特殊 情形 下 ， 仍 可 做 出 相应 的 
WE. RHA 


yo] 


而 且 化 为 典 则 形式 的 Legendre 变换 不 能 使 用 .不 过 , 在 这 种 情况 下 , 象 第 2 小 节 中 
—#, HEY. =—L=0,/,, =F i, 是 成 立 的 , HA, BAK F, Bd 的 零 次 齐 次 式 ， 
因此 ,可 将 数 9, 的 比值 用 导数 7 表示 出 来 ,并 且 齐 性 关系 式 
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DoF; =F 


可 用 来 代替 Hamilton-Jacobi 偏 微分 方程 。 
作为 例子 ,我 们 考虑 由 


给 出 的 短程 线 的 情形 ,这 里 二 次 型 《的 系数 ev 是 u uno ww 的 函数 ， 我 们 得 到 


yu 
7 一 0， J= FO 
ue 


LAT 


vu” gat 


其 中 数 4 构成 矩阵 4,, EER. 由 于 齐 性 关系 式 ,， 把 上 面 的 式 子 用 F=), K 
之 并 加 起 来 ， 就 得 到 方程 


x Ar y=1, (17) 


这 就 是 关于 短程 距离 7 的 Hamilton-Jacobi 偏 微分 方程 ,并 且 由 此 得 出 关于 量 T =? 
的 偏 微分 方 各 


Ala Ty,=4T., (17) 
1 


“u= 


例如 ,在 Buclid 情形 下 ) F= V EiT ,我 们 得 到 微分 方程 
=E, 
v=] 


因为 * 不 明显 出 现 于 尺 中 ， 所 以 对 于 短程 线 问题 只 要 适当 地 选择 * 使 得 &= P= 1, 
就 能 得 到 同样 一 般 的 结果 (17)。 于 是 由 Euler 微分 方程 


d — 
5¥i,-Fu,=0, F=7 
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d 0 olo 
ds Jo Vo eH =% (18) 
得 到 
-A Q; -Q,,=0. a8) 


Q 总 是 这 个 方程 组 的 一 个 积分 ?, 因此 我 们 可 以 放 入 8 二 1 这 样 一 个 补充 限制 而 不 会 
产生 矛盾 .现在 我 们 可 将 新 的 微分 方程 (18) 变 换 为 典 则 形式 ， 因 为 它们 是 属于 二 次 


被 积 函 数 @ 的 ， 而 不 是 属于 一 次 齐 次 被 积 困 数 Y Qh. 由 于 @& 的 齐 性 ， 典 则 变换 用 
ARS 二 而 得 出 


一 Q+ Qu i, 5=Q=H (pi, u), 


v=] 


ù, =H p, (r=1,2,*'», n) (19) 
B,=—H,,, 
由 补充 条 件 @=1 立即 得 到 
H (Ju, “w)=1, 


这 方程 等 价 于 方程 (17). 
4， 极 值 曲线 场 ，Hamilton-Jjacobi 微分 方程 
我 们 回 到 第 2 小 节 所 考虑 的 距离 函数 了. SORA 4 固定 , 则 7 变 为 只 是 终点 如 
的 n+1 个 坐标 9,t 的 函数 , 且 满 足 Hamilton-Jacobi 微分 方程 (16) . 象 前 面 强调 过 
的 ,我 们 假定 终点 B 是 在 这 样 一 个 域内 移动 ,在 此 域内 极 值 曲 线 48 以 及 由 公式 (11) 
和 (12) 引 入 的 场 函 数 都 是 唯一 确定 的 . 这 种 域 加 上 相应 的 极 值 曲线 族 叫做 场 . 
场 的 概念 以 及 伴随 而 来 的 满足 Hamilton-Jacobi 方程 的 .= 二 1 个 变量 的 距离 函 
数 的 概念 都 可 以 推广 。 我 们 不 仅 定义 由 一 个 定点 为 起 点 的 短程 距离 而 且 也 定义 由 一 
2 证 明 ， 沿 着 极 值 曲线 ，Q 变 为 * 的 函数 并 具有 导数 
oe = Qi tip + E Oun in. 
由 于 齐 人 性 关系 式 ， 上 式 右 边 等 于 
2 + E | Qu,-£. Ou 


di 
EE RTL, a, no. 
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个 国定 的 初始 了 而 

TP (ey, Kz Kn T)=0 
上 的 点 为 起 点 的 短程 距离 ， 这 种 短程 距离 的 概念 是 依 如 下 方式 产生 的 。 暂时 认为 极 
值 曲线 的 终点 8 是 固定 的 ,而 在 给 定 的 曲面 

TP (ky Ko ttt) kw T)=0 (20) 
上 找 出 起 点 4 使 得 短程 距离 7(4, B) 在 点 4 变动 之 下 保持 不 变 。 央 此 必需 在 公式 
(15) 中 对 于 终点 了 的 变 分 99,，5 给 与 零 值 , 且 因 07 二 0, 故 对 起 点 4 得 到 条 件 


L (i Ki, z)0r 一 > ,zone, 一 0。 (21) 
v=! 


不 管 起 点 在 给 定 曲面 T= 0 .上 的 变化 方式 如 何 , 这 个 条 件 总 得 满足 ; 即 (21) 必 有 需 是 方 
程 (20) 或 其 微分 形式 


éT = LIT, de, +T,6r=0 
v=1 


的 当然 结果 .这 个 要 求 等 价 于 如 下 的 条 件 ， 就 是 所 谓 横 截 条 件 (参考 卷 1 第 四 章 
§5), 

—Lin,=T pT, (V=1,2,+++, 2) (22) 
Hep L=L(ay ey 7), 或 等 价 于 


[ 8 一 2 Ei, | 有 (22°) 
“=i 


其 中 PAP (ky xn 0), 横 截 条 件 是 曲面 了 一 0 上 点 的 坐标 和 极 值 曲 线 的 导数 或 
RRIEK oe, 之 间 的 关系 .在 4 处 满足 条 件 (22) 的 极 值 曲线 叫做 对 曲面 了 = 0 的 
模 截 极 值 线 或 模 截 绕 ， 如 果 对 这 种 曲面 的 每 一 点 指定 一 条 横 截 线 ， 那 末 这 些 曲线 形 
成 一 个 = 参数 族 . 

我 们 再 假定 对 于 曲面 7 的 一 部 分 上 的 每 个 点 能 做 出 这 样 一 条 横 截 极 值 线 , 并 假 
定 这 个 极 值 曲线 族 填 满 了 包含 曲面 这 部 分 的 某 个 域 ， 换 名 话说， 就 是 形成 了 一 个 极 
值 曲线 场 ， 也 就 是 经 过 这 域 的 每 个 点 恰 有 一 条 极 值 曲 线 。 那 末 对 于 这 个 场 的 每 个 点 
8 对 应 着 曲面 上 的 唯一 点 4 在 场 内 量 4, 特别 是 ,对 于 极 值 曲线 的 量 四 是 唯一 确定 
的 ,位 置 的 函数 ， 因 此 介 于 4 与 3 之 间 的 短 时 距 的 值 可 看 作 是 终点 B 的 坐标 91 的 
函数 ， 这 个 短 时 距 测 出 由 点 了 到 曲面 =0 上 的 点 的 驻 定 短程 距离 , 简 言 之 就 是 点 
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B 离开 曲面 的 短程 距离 . 
我 们 起 初 所 考虑 的 固定 起 点 4 的 情形 , 是 当初 始 曲 面 (例如 球面 ) 收 缩 为 一 点 时 
而 引起 的 极限 情形 . 


容易 看 出 ， 在 被 积 函 数 为 已 = WY1+ SL, 多 的 特殊 情形 下 , 短程 距离 和 Euclid 
直线 距离 是 一 样 的 . KERMA HERS A 了 = (0 的 直线 族 组 成 的 ， 这 个 
直线 族 是 4 参数 直线 族 的 特殊 类 型 .因此 极 值 曲线 场 的 一 般 概念 只 不 过 是 这 一 初等 
概念 的 推广 , 其 中 将 Euclid 距离 换 为 变 分 问题 所 规定 的 短程 距离 而 将 两 点 间 的 直线 
换 为 相应 的 极 值 曲线 ， 

曲面 7 一 常数 的 集合 叫做 变 分 问题 的 平行 曲面 族 . 

根据 横 截 条 件 (22), (22/) ,关系 式 (21) 对 于 上 述 短 程 距 离 是 成 立 的 。 所以, 对 于 
到 曲面 的 短程 距离 象 对 固定 起 点 4 的 情形 一 样 ,由 (15) 立 即 得 出 同样 的 关系 式 ， 

ðJ =— L(Paqit)ót+ ST 7,69, (23) 
因此 ， 我 们 得 到 下 列 一 般 结 果 ， 若 
= (1p Jats Iw £) (RP= PACA) Io 7 9 Int)) 

RE PRT ET GUN T=0 OARS, 则 在 此 场 内 ,到 这 南面 了 =0 的 
短程 距离 /一 (9 92 ……9m 的 偏 导 数 由 公式 (13) 


Ji=F (ĝi Ji D) — L iE, = L (Po qi t) ’ 
val 


J =F} =P, 0=1,2, 0) 

给 出 ,短程 距离 本 身 满足 Hamilton-Jacobi fafs) y f ENE R) (16) 
` Ti+ L(I ,p qa t)=0. 

这 个 结论 建立 在 作为 基础 的 场 能 够 造 出 的 假定 之 下 .当初 始 曲面 是 由 模 截 于 它 
的 极 值 曲线 所 构成 时 (如 果 曲 面 是 “特征 ?的 话 ) ， 即 当 极 值 曲 线 完 全 位 于 初始 曲面 上 
时 ,就 出 现 了 例外 的 情形 。 不 过 ,可 能 出 现 这 种 情形 ， 就 是 栈 截 线 切 于 曲面 但 不 位 于 
其 上 ,这 时 它们 仍然 构成 一 个 场 ,这 场 与 初始 曲面 邻接 于 一 侧 。 这 种 初始 曲面 叫做 焦 
RAE, KERERE FIRI. 

现在 我 们 来 叙述 上 面 定理 的 逆 定 理 ， 

EJ Ur Io 9 D 是 方程 (16) 的 解 , 则 存在 -个 极 征 曲 线 场 , 它 的 极 值 由 线 
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RMTI I= AMAR SR PEDANTE J 0. EET 表示 在 


要 证 明 这 个 逆 定 理 ， 我 们 从 微分 方程 (16) 所 给 定 的 一 个 解 了 出发， 并 用 方程 

P=] a (IIo 941 Iw È) 

在 适当 的 域内 定 出 ”个 场 量 P,。 由 (16) 得 
/一 一 工 (Pb qo t), 
我 们 用 常 微分 方程 组 
4,=L,, (v=1,2,.... n) 

来 定 出 一 个 4 参数 曲线 族 ,各 方程 右边 的 变量 P, 是 用 量 

Pi= a (9 Farts Im D) 
代入 的 ， 沿 着 这 微分 方程 组 的 积分 曲线 , 量 P, 变 成 参数 ;的 函数 ,对 这 参数 求 导 , 得 
到 


B= Z T naniu + J ats 
另 一 方面 , 若 将 微分 方程 (16) 对 7, 求 导 , 则 得 恒等式 
Jot Lg, t L Li grga 95 
p=l 


因此 
Pp,=—L,,, 
这 些 方程 和 I= Ly, 一 起 ,确定 出 我 们 的 曲线 族 , 它 是 x 参数 的 极 值 曲线 族 ， 如 果 在 
模 截 条 件 (22) 中 ,用 7 替换 ty 用 qo tR EAI Or qr o dw DRR T, 
则 立即 得 知 这 个 极 值 曲线 族 是 曲面 族 7 二 常数 的 所 有 上 曲面 的 横 截 线 . 
5 射线 锥 面 ，Huyghens 构造 法 在 上 小 节 中 我 们 已 经 解 出 了 变 分 问题 ,并 因 
此 作出 了 Hamilton-Jacobi 偏 微分 方程 的 解 ,这 解 尚 依赖 于 一 个 任意 函数 ,也 就 是 , 作 
出 了 在 给 定 曲面 7 一 0 上 等 于 零 的 解 ， 也 进一步 证 明了 我 们 已 尽 得 偏 微 分 方程 的 一 
切 可 能 的 解 ， 当 初始 曲面 收缩 为 一 点 , 即 当 7 变 为 到 一 个 回 定 点 的 短程 距离 的 特殊 
情形 下 , 偏 做 分 方程 的 解 是 以 前 说 过 的 积分 璧 狼 面 , 或 射线 锥 面 ， 相 应 的 曲面 S=% 
数 一 自然 叫做 短程 球面 ， 
应 该 注意 到 ,做 出 平行 于 任意 给 定 曲面 了 = 0 的 曲面 7 一 实质 上 等 价 于 从 (16) 


100 x 学 物 理 HF 法 


的 一 个 含有 = 个 参数 的 解 做 出 它 的 完全 积分 的 包 络 . 因为 曲面 /一 “是 与 初始 曲面 上 
诸 点 4 相距 为 c 的 平行 曲面 族 的 包 络 ， 这 种 做 法 与 Huyghens 的 想法 相合 , Huygh- 
ens 是 把 在 时 刻 :=0 由 T= 0 发 出 的 光线 在 时 刻 :=c 的 “ 波 前 ”看 作 是 由 工 = 0 的 各 
个 点 发 出 的 球面 波 前 的 包 络 . 
再 强调 一 次 ,上 述 作法 是 指 “ 在 小 范围 内 ”的 ,也 就 是 , 只 针对 射线 的 足够 小 的 邻 
R. “在 大 范围 内 ”考虑 时 需 作 进一步 的 研究 ， 这 将 在 后 面 看 到 . 
6， 对 于 短 时 距 的 表示 式 的 Hilbert 不 变 积分 
对 于 7 的 导数 的 上 述 表示 法 使 我 们 能 把 短 时 距 本 身 看 作 是 与 积分 路 线 无 关 的 全 
微分 的 曲线 积分 . 在 ww s 空间 的 场 中 ,用 一 条 任意 的 分 段 光滑 曲线 C 连接 点 4 和 可 
变 终点 B, 曲线 C 由 以 * 为 参数 且 具 有 导数 OKARA. RELA AA 
对 应 着 场 中 极 值 曲线 的 导数 和 怎 量 是 us 的 函数 , 象 在 第 1 小 节 中 一 样 ， RIM io 
Di 来 表示 它们 . 
对 于 位 置 3 的 任 总 函数 7 ,方程 
J(B)—J(A)= f AZ Tadu, + Jods) (24) 
成 立 , 这 里 点 4 与 间 的 积分 路 线 C 是 任意 的 .在 场 内 考虑 由 初始 曲面 了 = 0 到 点 
8 的 短程 距离 J GE 4 位 于 曲面 了 =0 上 , 则 7(4) =0)， 将 由 (13) 得 到 的 7 的 偏 导 
数 代入 ,就 得 到 对 于 4:(xs, 7) 与 Baa 个 间 的 短 时 距 的 下 列 积分 表达 式 ， 
J gut) I (eur) = | (F ast) + Lini, jas (25) 


B 
A 


TDI ree) = f(E oL Cites) as, 
记号 uy 仍 表示 沿 着 C HFR WUS i, R v, 仍 表示 前 面 所 规定 的 场 量 ， ME 
场 内 各 点 处 是 通过 这 些 点 的 极 值 曲线 的 导数 和 矩 量 ， 这 些 场 基 在 这 里 是 看 作 场 中 从 
标的 已 知 函数 的 . 
LL, “Hilbert 不 变 积分 "(25) 有 如 下 的 性 质 ， 车 在 (n+1) 维 mm s 空间 的 一 个 
给 定 域内 ，w， (Way tay ti tm 5), Y=1,2，.…， m 是 给 定 的 函数 . 函数 " 使 得 展 布 
在 这 空间 的 连接 两 点 4 和 3 的 曲线 上 的 积分 
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f Z Vuy — L (vu) )ds 
AN ya} 


与 路 线 无 关 , 则 函数 w (xu Ua» ……， ws) 是 一 个 极 值 曲线 场 的 场 量 ; 而 作为 终点 8 的 
函数 的 积分 值 是 这 个 极 值 曲 线 场 的 距离 函数 v Oo Jotto Ie D. 

这 事 可 立即 证 明 , 只 要 我 们 记得 对 于 这 种 不 依赖 于 路 线 的 积分 ,在 终点 8 有 关系 
式 

Jp =Po J,=—L 

成 立 . 又 因 积 分 是 其 上 限 的 函数 ,所 以 这 种 积分 满足 Hamilton-Jacobi 微分 方程 (16)， 
而 我 们 的 结论 可 由 第 4 小池 的 定理 得 出 ,这 定理 说 明 Hamilton-Jacobi 微分 方程 的 每 
个 解 是 极 值 曲线 场 中 的 一 个 距离 函数 。 

因此 ,十 分 清楚 ,Hamilton-Jacobi 偏 微分 方程 、 极 值 曲线 场 和 相应 的 距离 函数 的 
构成 ,以 及 对 于 类 型 (25) 的 积分 与 路 线 的 无 关 性 都 是 同一 状况 的 等 价 表 示 法 . 

7. Hamilton-Jacobi 定理 MM Hilbert 积分 ,我们 对 Jacobi 定理 (参考 § 8) 
得 到 一 个 新 的 理解 。 如 果 7(9h， Ie Im b ap ap +++, am 是 Hamilton-Jacobi ffi 
微分 方程 的 解 , 对 于 它 行 列 式 [J 4,4,l RAZ BREE =o AI, =P, (Y= 二 1,2， 
……7) 形 成 典 则 方程 的 一 个 2 参数 解 族 ， 

前 面 的 结论 指出 ， 函 数 了 确定 一 个 依赖 于 参数 4 an +--+ am RIAD, 
EJ 在 此 极 值 曲线 场 内 可 用 Hilbert 积分 (25) 表示 出 来 。 再 在 积分 号 下 微分 就 得 到 
积分 式 


B n 
Va,= 人 2 (u, — ùy) Fi ad (26) 


它 自然 也 不 依赖 于 路 线 C， 现 在 , 如 果 点 3 从 一 个 初始 位 置 B 沿 着 数组 a; 的 场 内 
一 条 极 值 曲线 移动 ,也 就 是 ,如 果 C 上 所 用 到 的 一 段 弧 是 极 值 曲线 ,并 因而 己 二 ,, 那 
末 (26) 中 被 积 函 数 为 零 ， 并 且 得 到 

Ja,=by, (27) 
这 里 六 是 常数 ， 就 是 积分 介 于 15 Bo 间 的 值 ， 反 之 ,如 果 曲 线 族 9,(#a.2,) 是 由 方 
fi Ja =b, 定 出 的 (由 于 在 所 考虑 的 数组 ep bi 的 某 个 邻 域内 有 [72,0140 的 限制 ， 
这 个 曲线 族 的 确定 只 能 有 一 种 方式 ) , 那 末 这 些 曲线 必定 是 极 值 曲线 。 因 为 (26) 中 的 
被 积 印 数 必 定 在 此 曲线 族 的 一 段 绝 C 上 为 零 , 于 是 得 到 差 式 uú, 的 线性 齐 次 方程 
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组 , 它 的 行列 式 是 Faal. DH, 根据 第 4 小 节 得 知 , Hew. FL =I. 给 
出 .因此 行列 式 |i,asl 与 174,wl 便 同 ,所 以 根据 假设 , 它 不 等 于 0. 于 是 我 们 有 心 一 
,二 0, 这 就 证 明了 曲线 C 是 极 值 曲线 . 

在 下 一 节 中 ,我 们 将 给 出 Hamilton-Jacobi 定理 的 另 一 种 证 明 . 


§ 10. 上 典 则 变换 和 应 用 


1. 典 则 变换 。 变 分 问题 的 特征 微分 方程 的 典 则 表达 式 或 一 阶 偏 微 分 方程 的 册 
则 表达 式 是 典 则 变换 理论 的 起 点 , 典 则 变换 是 有 重要 应 用 的 . 
设 函 数 LO, ws) 及 相应 的 典 则 微分 方程 组 


u,=L,, b= Las, (1) 
BARE. RNR BAIR HAGE ev, u, 变换 为 新 变量 
Ny =N, (ey, Ug, t't, Um Vi, Vy tty Vn)» 
(2) 
0, =0, (uy Ug, eee, Um Vi Vy tees Vn)» 
并 因此 由 函数 O, 4 SEARRE AO ww t), ERR AND HB 
O=4,, Ñ, =— Au, (3) 


的 解 对 应 着 原来 的 典 则 微分 方程 (1) 的 解 ， 这 样 的 变量 变换 法 或 典 则 微分 方程 组 的 
变换 法 叫做 典 则 变换 。 由 变 分 问题 容易 得 出 典 则 变换 。 事 实 上 , 若 在 变换 (2) 下 ， 一 
个 典 则 变 分 问题 的 被 积 函 数 变 成 另 一 个 典 则 变 分 问题 的 被 积 函 数 再 加 上 一 个 不 影响 
Euler 微分 方程 的 散 度 式 ( 参 考卷 I 第 四 章 § 3,5)， 那 末 我 们 的 要 求 就 满足 了 . 这 是 
可 以 达到 的 ,只 要 我 们 这 样 选 取 变换 (2) ,使 得 关系 式 


Oy A dW 
> ùv, — L(V, uj, $) = >》 4,4,— A (Ni Wis, S) + as (4) 
v=} 


v=] 


对 于 量 Uj, Wi, Úi, 0; 恒 成 立 就 可 以 ,这 里 
W =W (wi, Uy s) 


ERE RAY BR, 具有 导数 
Wr, a, + Sr, ù, +W., 
ds m” oa id 


方程 (4) 可 变 为 
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n 


5 ú, (w, —WF u) 一 9,07, LA a a A—-W .=0, 
v=} 


KAEI ün Ön wy o* 恒 成 立 , 所 以 立即 得 出 如 下 的 定理 ， 用 一 个 依赖 于 任意 函数 
W (o, up SHARRA 

v=W n n=- op ASLAN, (5) 
得 出 的 典 则 变换 就 将 方程 (1) ER A (3). PRT N Alo, FEM», My, 而 将 国 
数 4 表示 成 变量 ,和 o, HAR. 

类 似 地 ,如 果 选 取 其 它 变 量 ,并 且 相 应 地 从 § 9,1 给 出 的 典 则 变 分 问题 的 第 二 种 
形式 出 发 , 我 们 就 能 得 到 产生 典 则 变换 的 另 一 种 表达 式 . 例如, FLA», ww sy 
任意 函数 。 那 末 方 程 

u, =W p 1=—Fo,, 
4=L-¥, ` (6) 
就 给 出 一 个 典 则 变换 ,只 要 我 们 在 变换 后 把 量 on n, RA 4 作为 变量 就 行 ， 同样 
地 ,对 于 典 则 变换 还 有 两 个 相应 的 形式 可 借助 于 任意 函数 
W (uy gw 8) FLV (ry op 8) 
得 到 .这 两 个 任意 函数 总 是 这 样 表现 出 来 ， 就 是 它们 依赖 于 一 组 旧 的 典 则 变量 和 一 
组 新 的 典 则 变量 . 

9. Hamilton-Jacobi 定理 的 新 证 明 

上 面 的 结果 导致 Hamilton-Jacobi 定理 的 一 个 简单 的 新 的 证 明 ， 我 们 用 函数 4 
定 出 一 个 典 则 变换 来 解 已 给 的 典 则 微分 方程 (1), 函数 4 RST OO, 并 使 得 两 个 新 
的 共 斩 变量 沿 着 每 条 轨 线 都 是 常数 . 

寻找 这 种 国 数 4 要 假定 Hamilton-Jacobi 微分 方程 7 +E Ju, Un 5) 一 0 有 一 
个 解 (Up Ug rts Ue S ap Ap oes an) 这 解 不 仅 依赖 于 自 变 量 ,， 而 且 也 依赖 于 n 
个 参数 Gr Ayes ay 且 对 于 它 来 说 ,|7 ,| 在 所 论 域内 不 为 零 ， 要 做 出 典 则 变换 ， 
WAR (Uy, 0, SERN (u,, ov s) 由 (5) 就 得 到 典 则 变换 


ðJ oJ Oy 
Ga? Wop A= En te) Gem 


因为 方程 TL Taye ty 8) = 0 对 于 = Sy FS HL A 4= 0， 新 的 


典 则 微分 方程 是 
4,=0, #,=0, 
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这 就 是 Hamilton-Jacobi 定理 的 结论 ， 
3。 常 数 的 变易 ( 典 则 扰动 理论 ) 
典 则 变换 的 另 一 个 应 用 是 典 则 扰动 理论 ， 这 理论 对 于 天 文学 及 物理 学 是 很 有 意 
义 的， 假定 函数 L 表现 为 和 式 
L=L (w, up, s)+ Lo(v,. Up $) (7) 
并 假定 具有 函数 l 的 典 则 微分 方程 的 积分 已 经 做 出 ,也 就 是 已 经 得 到 偏 微分 方程 
J ,十 Ly Foye s)=0 
的 完全 积分 Jiu, 4,，s)。 然 后 将 对 应 于 函数 上 的 典 则 微分 方程 作 变 换 , 选 取 7 (u,， 
ww SRFS 作为 这 典 则 变换 中 的 母 函数 ， 换 名 话说， 我 们 用 
=J Vo, 
引入 典 则 共 轿 变量 并 引入 新 的 Legendre pay By 
4=L+J/,=L-—L,=L, 
WR RDM Lo 不 出 现 ,就 是 说 ,如 果 Le 等于零, 那 来 , 根据 第 2 小 节 , 对 于 微 
分 方程 组 的 每 条 轨 线 , 新 的 典 则 共 轿 变量 将 为 常数 ， 由 于 有 扰动 项 Ca 的 缘故 , 它们 
变 成 满足 典 则 "扰动 方程 ” 


(8) 


的 新 变量 ， 
在 某 些 情形 下 , 用 这 种 积分 问题 的 分 解法 可 将 问题 大 大 简化 . 


第 二 章 附 录 I 
8 1， 特 征 流 形 的 进一步 讨论 


在 下 面 这 节 中 我 们 将 采取 稍微 不 同 的 路 线 并 用 一 种 可 推广 到 高 阶 微分 方程 的 方 
法 引入 特征 . 

1, XF Hn 维 空间 中 求 导 的 一 些 注释 

ERRE ro toeo e 的 域 中 ,考虑 具有 连续 导数 的 国 数 “<(Yb Eott Xn), 


NM 
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在 坐标 为 Oh eh oo, 如 的 点 已 处 ,所 给 出 的 表示 矢量 4 的 数 ay, oy :… a, 应 使 得 
aj+aj+---+a2540, 
经 过 点 已 做 一 条 直线 , 它 上 面 各 点 的 坐标 用 参数 * 表示 为 
Xi 十 Ci s, #{+a,s,-+-, e244, S, 
IMK 


n 


ou y 
一 -一 一 a; uy 
Os = t 


就 定义 为 函数 “关于 :的 导数 ,或 4 在 矢量 4 所 给 出 的 “方向 "上 的 导数 .所 以 ,在 每 
个 点 处 ,符号 


ð ,9 
ge us Ox; 


就 表示 依 矢 量 a 的 方向 求 导 D 
在 n 维 空间 考 虚 (n 一 1) 维 曲面 B: pAb a ter 8n) 二 0 及 函数 tp, Yo 
Xn) 这 国 数 的 导数 在 8 的 某 邻 域内 是 连续 的 ， 再 设 己 是 8 上 一 点 ,在 此 点 处 


并 设 4 是 不 为 0 的 任意 矢量 .现在 考虑 4 在 8 上 依 a 所 给 定 的 方向 的 导数 ， 


ô n 
T= a; Uge (1) 


i=l 


D 如 果 量 a, 是 位 置 的 连续 可 微 函 数 
CE EINE qr eee By)s 
那 末 在 空间 的 每 一 点 由 u 所 规定 的 方向 就 形成 一 个 方向 场 ,这 个 场 的 轨 线 由 常 微分 方程 组 
dx, 


Wot (G=1,2,+-+,n) 


唯一 地 定 出 ， 因 此 2 表示 关于 参数 s 的 导数 。 这 里 * 不 必需 是 轨 线 的 弧 长 ,不 过 ,如 果 弧 长 用 " 表示 的 话 , 那 末 


n 


0 与 就 由 方程 (4) 区 ;联系 着 函数 4 在 曲线 上 关于 弧 长 o 的 导数 由 下 式 给 出 ; 
ds El 
Ou 1 n ðu 


“Oo 一 = 之 aa Ture 
= aè i=l 


i=] 
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如 果 方程 
amip, (i=1,2,..., n) 
成 立 , 那 末 (1) 就 叫做 “依法 线 方向 "的 导数 ;特殊 情形 ,如 果 L 中 一 1, 因 而 


Ou 7 dy, 


“Os Qe a a 
VEs, 
那 末 就 叫做 “在 P 处 的 “法 向 导数 ， 
MERE 4 在 已 处 切 于 8， 且 因此 垂直 于 P 处 的 法 线 ,一 一 就 是 说 ,如 果 


Da $s. =0 
AB, Se Ta ng RO Se BA, IERIE “A 


B 上 ”的 ; 另 一 方面 ,如 果 > tipy, oe 就 叫做 “外 ”导数 ,并 说 是 “ 引 向 了 外 "的 . 
i=l . 


例如 ,表达 式 


0 ð 
aoe, — dy Bx (2) 


对 于 每 对 iz54 的 下 标 表 示 在 曲面 内 的 导数 ;我 们 可 将 (2) 解 释 为 依 如 下 的 方向 求 
导 , 这 方向 是 由 通过 己 而 依 2 方向 及 么 方 向 延伸 出 来 的 二 维 平面 切割 曲面 一 0 而 
得 到 的 . 

MEWT LA GRURIT ERATE EDRN D RIMAT u 
fet nk, ab TAN A, H, ABAE P AAD ESLA BM 
变量 5， fo eo En 来 代替 tp Fae Ea 并 使 得 52, Ss ttt Sn E B A Bni A 
独立 参数 且 Eh PRA ,二 ug pu te 后 面 几 个 点 表示 只 包含 关于 内 参数 


by Ey +s Ent PRM, BILL ARH Lia 一 0 下, 只 要 给 定 了 4 在 8 
i=l 
上 的 值 u(0,$y Ey vee, En) ,就 得 知 了 表达 式 
》 ,ai Uy, =Ug >, tipy + 5 ug JL iky, 
i=l i=l 


k=2 一 上 
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显然 ,由 4 在 B 上 的 n 一 1 个 互相 独立 的 内 导数 (例如, baa be r> 


by, 0 ,E= 1525 +++. 7 一 1) 和 一 个 外 导数 (例如 Ug), 通过 线性 组 合 , 就 能 得 到 4 的 所 
有 导数 .因此 ,只 要 在 8 上 给 出 了 函数 x 和 的 一 个 外 导数 , 那 末 4 的 所 有 导数 就 都 
知道 了 ， 

特殊 情形 ,如 果 半 =2, 且 nmr, emy, MR B 就 是 *，》 平 面 上 的 一 条 曲线 ， 
它 可 以 用 参数 * 的 两 个 国 数 *(r)，y (7) 表 示 出 来 .在 这 种 情形 下 , 于 8 上 求 内 导数 


的 条 件 就 是 -92 一 w- 宁 一 0, 或 者 ,选择 一 个 适当 的 参数 :取代 之 后 ,就 是 


_ d% dy 
a=- 42 一 7。 


2. 初 值 问题 . 特征 流 形 

现在 我 们 把 给 出 初 秆 间 题 的 叙述 法 (参考 § 7) 修改 一 下 , 变 为 n 维 x 空间 的 说 
法 . 设 在 这 个 空间 内 用 关系 式 

Plt Xa ees, Xn) 一 0 (3) 

给 出 了 一 个 (x 一 1) 维 的 基 流 形 83。 首先 (参考 § 7)， 这 流 形 是 由 作为 ”一 ]1 个 独立 
参数 ty fo ees fn- PPR RAD n Re 表示 出 来 的 。 在 这 个 流 形 B 的 各 点 处 指 
ERE Sun ty ee ti) 而 将 8 扩大 为 + 4 流 形 C. 同样 , FH BR, 
fayette tna AO PER Pe Potte Pn， 它们 在 B 上 满足 成 带 条 件 


du= J pide, (3) 
i=i 
或 写成 参数 形式 
Ou 7 Ox; 
i, dP at,” 
BEEN BP A HERY C1. 


我 们 提出 下 列 问 题 而 不 再 研究 初 值 问题 的 解 本 身 : 考 虑 具有 给 定 的 4# 值 ,或 具 
有 给 定 的 * 值 和 pi 信 的 初始 流 形 3 假定 微分 方程 王 (xp u, uy) =0 在 8 的 某 个 任 
意 小 邻 域内 ,被 带 有 给 定 初始 值 的 函数 (x1，*2, + Xn) 所 满足 、 间 ， 沿 着 初始 流 
形 8, 微 分 方程 对 沙 数 4 和 它 的 各 个 导数 肯定 了 什么 ? 

首先 我 们 来 看 看 拟 线性 微分 方程 
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Yaiu,s—a, (4) 
isl 


在 给 定 了 初始 函数 “的 流 形 B LERNE 由 关系 式 a He eo AET 


洪 一 个 特殊 方向 的 求 导 法 -5 = a. 在 这 点 处 的 求 导 法 和 它 的 方向 叫做 特征 
i=l t . 


求 导 法 和 特征 方向 ， 这 样 一 来 ,微分 方程 就 表示 


du 
ds =a; (5) 


也 就 是 , 它 给 出 了 “ 沿 着 B 的 特征 导数 的 值 ,因为 右边 在 B 上 是 已 知 的 ， 
下 列 二 种 情形 之 一 必定 出 现 ， 在 B 的 所 论点 处 ,或 者 4) 方程 


y= oa Ps F0 (6) 
i=1 
成 立 ,或 者 b) 方 程 
y= > aj $y,=9 (7) 
i=l 


成 立 . 

如 果 方 程 (6) 成立, 那 末 特征 方向 在 此 点 处 引 向 流 形 B 之 外 .方程 (5) ,从 而 微分 
方程 (4) 就 产生 4 的 一 个 外 导数 .因此 ,4 在 上 或 在 B 的 所 论点 处 的 所 有 一 阶 导 
数 , 只 由 4 在 B 上 的 值 以 及 微分 方程 而 确定 。 若 将 此 结果 应 用 于 对 自 变量 微分 后 的 
微分 方程 ,例如 对 *4 微分 后 的 微分 方程 ,就 得 知 * 沿 着 B 的 高 阶 导数 也 是 唯一 确定 
的 ， 


如 果 称 为 特征 条 件 的 方程 (7) 成 立 , 那 末 -于 就 是 了 上 的 内 导数 ,并 且 由 于 + 指定 
EB KARATE. 因此 ,关系 式 (5) 下 示 u 指定 在 上 的 条 件 ;如 果 偏 微分 方程 的 


feu te B 的 邻 域 存在 且 在 3 上 取得 给 定 的 初始 值 的 话 , 那 末 这 个 约束 条 件 应 当 满 
足 ， 如 果 在 B 的 每 个 点 处 , (5) 和 (7) 两 个 关系 式 都 满足 , 那 它们 和 4 一 起 描绘 出 8 
RAMEE IE”. 


D 容易 看 出 , RAR y 和 $ 7 中 讨论 过 的 行列 式 只 差 一 个 非 零 的 因子 因此 上 面 对 特 征 流 形 的 拱 述 和 前 面 
的 定义 是 等 价 的 。 
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一 一 一 一 一 


换 句 话说 ， 在 给 定 的 基文 形 % 一 0 (在 其 上 的 值 是 任意 指定 的 ) 的 点 了 处 ， 微分 
方 各 者 以 叭 的 方式 室 册 “的 相应 的 导数 ， 或 者 对 已 知 的 初始 值 < 给 予 一个 了 
fil”. 

对 于 87 的 一 般 微分 方程 (1)， 
五 (Xp Eo ttt, En Uy Pi Po ests Pa)=0 


有 关 似 的 论述 ， 将 这 个 方程 对 自 变量 微分 ”并 引用 2 = SEL, apt ge SP 
线性 的 微分 方程 组 : 


LF, sett Fy Pit Ff, =0, (G=1,2,-+*,7), (8) 
v=] v ; 


用 这 个 ( 拟 线 性 ) 方程 组 来 代替 G7. PRERE 8: $=0 作 为 初始 流 形 ， 假 
定 在 B 上 已 给 的 函数 U(X Kare, Xn) Pi (i Matt, Xn); “ee, Pal*1, Xy ttn) 
都 服从 条 件 F =0 和 成 带 条 件 (3”) 


du= L pdx, 
在 B 的 各 点 处 仍 用 
= > Fy, = (9) 
规定 特征 求 导 . 于 是 在 8 上 关系 式 (8) 变 为 
Pi LF, -Pi Fu | (10) 
在 中 的 某 点 处 它们 导致 如 下 的 二 择 一 原理 ， 或 者 a) 方 程 ， 
y= tFn | (11) 
成 立 ， 或 者 b) 方 程 
Lts F,=0 (12) 


1) 这 里 的 二 择 一 原理 是 与 线性 方程 组 的 二 择 一 原理 相似 的 (参考 郑 工 第 一 章 )。 
2) 这 种 线性 化 的 方法 常常 超 着 重要 的 作用 。 
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RIL. 
如 果 方程 (11) Rie, WARS LSI B 的 外 面 ， 而 关系 式 (10) 给 出 r wEB 


的 外 导数 ,因为 根据 初始 数据 右边 是 已 知 的。 这 样 一 来 , + 的 所 有 二 阶 导数 就 由 微分 
方程 和 初始 数据 沿 着 8 而 唯一 地 确定 . 


如 果 在 B 的 各 点 满足 特征 条 件 (12) , 那 玉 友 -是 内 求 导 ， 这 回 ， 根 据 已 知 数据 ， 


左边 也 是 知道 的 ,所 以 关系 式 (10) 说 明 B 上 的 数据 除了 应 满足 (3 之 外 ,还 应 满足 进 
一 步 的 条 件 


ð 
iak, Pi F,, 


如果 在 上 外 处 有 y=0， ARH E RIE OO aR ONWEME WR 
B Am EAR RIGA SPIES, HPI REC M pe Ps …… MT 
B 而 形成 的 容易 看 出 ,这 个 新 定义 和 87 中 给 出 的 定义 是 等 价 的 . 
特征 条 件 还 可 以 用 别 的 方法 形式 地 得 出 ， 例 如 ,可 从 下 列 事实 出 发 ， 在 上 处 
处 有 by AO 时 ,表达 式 
Pity —Pnby,=4i (i=1,2,..*, n—1) (13) 
是 4 的 内 导数 ,并 因此 ,只 要 4 预先 指定 时 ,它们 就 立即 得 知 了 ， 所 以 我 们 可 从 2-1 
个 表达 式 (13) 和 方程 
F(«;, u, Pi)=0 
来 算 一 算 pi 沿 着 3 的 值 ， 如 果 这 个 关于 Pe Poe Pa 的 方程 的 Jacobi 式 ， 
Fp, Fn ++ F F 
by, 0 ce 0 p a 
0 dy ce 0 —4y,, =D" (LF, hu) tie 


PP 


0 0 tt by 一 和 
EO 的 话 ,这 种 算法 就 不 是 唯一 可 能 的 。 所 以 ， 量 ps 不 能 唯一 确定 的 条 件 等 价 于 
特征 条 件 (12) . 


最 后 一 个 关于 特征 条 件 的 注解 是 ， 在 非 线 性 的 情况 下 , 只 要 我 们 将 * 和 Pp: 用 适 
当 的 函数 替换 后 ， 这 个 方程 就 变 成 有 意义 的 了 。 譬如， 当 我 们 在 已 给 的 积分 曲面 
J: u 二 u(x1， 2 %n) 上 考虑 特征 流 形 时 就 是 这 样 ， 如 果 将 ,中 的 * 和 量 Pi 二 
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-名 -表示 成 自 变量 * 的 函数 , 那 末 关 系 式 (12) 


DF, $y,=0 
i=l 


一 一 假定 它 满足 的 话 (不 需要 对 fo %y +--+ %, 恒 成 立 , 只 需 假定 O=0 时 成 立 ) 
就 说 明定 义 在 /上 的 流 形 是 特征 流 形 。 如 果 这 关系 式 不 仅 对 %=0 满足 ， 而且 对 *u 
Ky ors, Yn 恒 满足 , 那 末 它 就 变 成 对 函数 四 (*1，*2,，……,*n) 的 线性 齐 次 微分 方程 . 
于 是 它 就 规定 了 一 个 单 参数 的 特征 流 形 族 $=c= 常 数 ， 这 个 流 形 族 产生 7 (参考 第 
一 章 §5; 2). 如 果 我 们 愿意 把 关系 式 (12) 写 成 偏 微分 方程 , 假定 只 限于 对 一 个 流 形 
二 0， 我 们 就 把 这 流 形 看 作 是 写成 了 如 下 的 形式 ， 


Plr Kp, Ena) 2n =), 
其 中 ty, tye ri EAB. MRE (12) MAR VRE x 并 记 
Op _ Op _ Op _ Op _ 
Ba, rs MH Bapa e Oe O E 


那么 就 得 到 对 于 VRE 一 1 个 自 变量 *5 tpe M1 的 真正 的 偏 微分 方程 
Dr, Wy,— Fp, =0. i (15) 
最 后 要 注意 到 , 偏 微分 方程 (12) , (15) Be (7) 的 特征 曲线 是 和 原来 方程 的 特征 曲线 一 
样 的 ， 
§ 2， 具 有 相同 主要 部 分 的 拟 线性 微分 方程 组 ， 理 论 的 新 推演 


由 于 对 拟 线性 微分 方程 组 


es abe =12… m) o 


的 研究 ,指出 了 一 条 与 第 二 章 87 的 讲法 稍 有 不 同 的 通 往 特征 理论 的 路 径 . 

系数 A, ap ++, On 和 b, 一 样 都 依赖 于 变量 tp Myce Em Upp tts Um E 
们 在 (1 的 所 有 方程 中 是 相同 的 ， 称 这 样 一 组 微分 方程 是 有 相同 主要 部 分 的 。 

先 证 明 下 面 的 定理 (参考 第 一 章 ,§ 5,2) 具有 相同 主要 部 分 的 ( 形 如 (I 的 ) A 
EIE m ALR HAD RE mt ERM RAED IB. 

设 用 隐形 式 给 出 (1) 的 依赖 于 参数 C o ets cm 的 一 个 解 H Up Uo ttt um 如 
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下 
pi(X1, Ya :Xn Uy, Ug Um) = Cy 
sence ew eeuenseres (2) 
Pmp Fy ott. Hy Uy Ug te, Um) 一 cm 
为 了 肯定 能 够 算出 函数 4p, up +++, Um, 设 Jacobi Ñ 
lpi ba +++, bm) 
Ou Ug >*t, Um) 
处 处 不 为 零 。 对 (2) 中 各 方程 求 导 ,得 到 
Od, | <h Ôp, oo _ H=1,2, m 
Ox, t2 Ou, Ox, =0 Garza) 
FULL a, ÆA =1 到 < 一 ”加 起 来 ,得 到 
9 9 
(= 
于 是 ,根据 (1) 得 
2 ne + Lig = 一 0。 (3) 


我 们 知道 (2) 中 的 诸 函 数 = 各 对 于 Ap Fa Eytt Fale Cp ees Om TS 
(3); 也 就 是 ,它们 对 于 Hy o'tt xm Up Uy es Um 都 便 满 足 同一 个 线性 微分 方 程 


La 下 Z + Oh Sa . (3) 
车 引入 记号 


by =4, 43) Uy = nyi r=m+n, 


C3’) BS RO FR Oey Xm oo *7) 的 微分 方程 
£ at <0, (3”) 
K=] e 

因此 ,定理 的 第 一 部 分 证 完 . 


反之 , 设 已 知 微分 方程 (3”) 的 mm 个 解 轴 ，pa，……, Pm “ERY Jacobi 式 
OCJ po -eta $m) 


O(Fnyy cee Yr) 


无 处 为 零 ， 我 们 将 证 明 由 方程 


CGIN Hoy ttt, Em Up Ug tte, Um) 一 Ca 
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BPR uo Ue un 满足 方程 组 (1)。 先 将 诸 函 数 微分 得 到 方程 


+ õp, ðu, 
+O Ou, Ox, =0. 


FRA a, FMA c=1 到 *=n 加 起 来 ,利用 (3) ,就 得 到 


Op = “ Ta Op, Ou, 
DaD De ge 
或 
Ob, Ou, \ _ 
a Oux (2- 2 Ox )=0 
S$ ， 
HARS TARA AS, 所 以 方程 


“, Ou 
b,— dit Jz, =0 
成 立 , 即 满足 了 方程 组 (1) 
根据 第 二 章 $2, 线 性 微分 方程 (32) 的 积分 等 价 于 特征 微分 方程 组 


dx, 


ds =a, (K=1,2,°°*,7) 


的 积分 ， 于 是 得 知 ,具有 相同 主要 部 分 的 伪 征 分 方程 组 (1) 等 价 于 mtn 个 常 微分 方 
程 的 组 ， 即 方程 组 


dx 
ds =a, (K=1,2,+-+, n) 
(4) 
d 
7 =b, (Q =1,2;, m), 


NAR REE RR R- RM ARO REN. 5 
E (sey, Eyt Ep th Uy, yp +t, My =O, (5) 
并 用 如 下 的 由 函数 Fp yew i Py Po'o Pn) 做 成 的 、 具 有 相同 主要 部 分 
WM Pps Py, 的 n 十 1 个 拟 线 性 微分 方程 的 组 来 代替 它 
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L p Op . 

Df, re +F pit Ps 一 0 (i=1,2,.., n), 

v=! v 

n ð a (6) 
u 

L Fs, G2, CP, p,=0, 

v= v=1 


这 些 方程 中 的 前 个 可 由 (5) 对 入微 分 并 用 P Rar FEE Rg itd HE R 


地 得 到 。 用 这 种 代 换 就 使 最 后 一 个 方程 变 成 当然 的 了 ， 

从 这 个 具有 相同 主要 部 分 的 拟 线 性 微分 方程 组 (6) 出 发 , 就 能 推出 对 于 +1 个 
未 知 函 数 “Pt 的 微分 方程 (5) 的 理论 ， 首 先 由 前 面 的 注解 得 知 (6) 的 积分 等 价 于 党 
微分 方程 组 


ds Pt’ ds =F, TPi Fu ds = Lip, (7) 


的 积分 , 即 等 价 于 对 只 用 不 同 于 第 二 章 8 7 的 方法 导出 的 特征 微分 方程 的 积 分 ， 进 
一 步 证 明 , 方程 组 (6) 的 一 个 适当 特殊 化 了 的 初 值 问题 等 价 于 微分 方程 O) 的 一 个 初 
值 问题 :这 就 给 第 二 章 87 中 用 特征 微分 方程 (7) 所 提出 的 初 值 问题 的 解 准备 了 新 的 
基础 . 


显然 ,首先 对 于 微分 方程 (5) 的 每 个 解 来 说 , 函数 + 和 Pi 二 部- 是 (6) 的 一 个 解 


现在 反 过 来 考虑 微分 方程 组 (6) 的 满足 如 下 初始 条 件 的 一 个 解 组 上 Pi: 设 C 是 *,4 
空间 的 一 个 无 处 为 特征 的 (= 一 1) 维 初始 流 形 。 设 在 C 上 给 定 了 Pi 的 初始 值 使 得 在 
C 上 处 处 有 F=0, FERE C 上 有 


dz 一 > p,dx,=0, (7a) 


v=] 


再 设 微分 方程 组 (6) 的 经 过 C 上 各 点 且 符合 P: 的 相应 初始 值 的 那些 解构 成 一 个 7 维 
曲面 S， 这 曲面 包含 “ 并 用 
U=U(Ky, Lo, tte, Xn) 
给 出 ， 那 末 这 个 函数 u, 连同 相应 的 函数 pi 一 起 ,的 确 是 (6) 的 相应 初 值 问题 的 解 . 
现在 我 们 要 证 明 它 也 解决 了 =0 的 初 值 问题 。 为 此 目的 ， 只 需 证 明 在 曲面 5 
上 处 处 满足 关系 式 


F(x% Xos ...; $m uy Pp Po ttes Pa) =R (2p Xo e+, Xn) =0, 
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Pilly Xo tta n) Uy (XL Xo 10, £n) = Pi Ny “Xn) =0, 


记 住 关系 式 
Oa, dx, Oty Ou, (8) 
对 于 函数 Pie, tpn *;) 成 立 ,并 且 有 
R; =X Fo E+E, ,+ Putty, 


所 以 ,在 (6) 的 前 7 个 微分 方程 和 方程 (8) 的 基础 上 ,有 


oP, oP; 
Ry = -X Fy, ( Oxi — Gq, )—F uP (9) 


另 一 方面 , (6) 中 来 一 个 微分 方程 可 写成 


0= Z Fp, Pr. (10) 
因此 得 到 
采用 简写 符号 
Fp =a 


函数 ailp Xy ress 4nm) 看 作 是 已 知 的 系数 , 则 得 
工 a; R, =0, 10’) 


现在 在 积分 曲面 S$ 上 , 考虑 由 (7) 所 规定 的 形成 这 个 曲面 的 那些 曲线 。， C10 
也 就 是 ,因为 在 C 上 初始 点 处 R AS. HUES 上 有 

R=0., (11) 
再 由 方程 (9) 得 到 
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La e Gat P, F4=0, (12) 
而 方程 (10) 
Da, P,=0 
an 
对 入微 分 后 就 产生 关系 式 
La, on + a bi, P,=0, (13) 


这 里 bi, = 


ða, 
5 仍然 是 变量 . 


EJ Eo trt En 
的 已 知 国 数 。 将 (12) 和 (13) 加 起 来 ,得 到 如 下 的 方程 
a, Soh ve, P,=0, 


v=] 


ax; 


这 里 量 cu 也 是 ty toe en 的 已 知 函数 。 ERER- ta, 的 每 一 条 上 ,这 些 
方程 变 为 


dP ii 
ds + des P,=0, 


这 是 函数 已 的 线性 齐 次 常 微分 方程 组 。 不过， 由 (10) 和 初始 条 件 (7) 一 起 , 我 们 得 
到 如 下 的 结果 ， 因 C 不 是 特征 ,所 以 在 第 78 页 上 定义 的 行列 式 4 RAS. Pi 的 初 
始 值 在 C 上 为 零 , 因 此 这 些 函 数 恒 等 于 零 ， 这 样 ,我 们 所 要 的 关于 (6) 和 (5) 的 初 值 问 
题 的 等 价 性 就 完全 证 明了 , 


§3. Haar 的 唯一 性 的 证 明 


ABE 8 7 中 所 推演 的 单个 的 非 线性 一 阶 方程 的 解 以 特征 带 的 概念 为 基 础 ， 这 几 
必需 假定 解 的 一 阶 导数 p 和 9 是 可 微 的 。 不 过 , 微分 方程 解 的 概念 预先 只 假定 一 阶 
导数 是 连续 的 。 前 面 解 的 存在 性 的 证 明 在 这 种 较 弱 然 而 是 自然 的 条 件 下 是 不 成 立 
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的 .因此 ,至 少 对 两 个 自 变 量 来 说 , Haar 所 建立 的 唯一 性 是 值得 注意 的 >， 如 果 只 假 
定 了 一 阶 导 数 的 连续 性 , 那 末 初 值 问题 至 多 有 一 个 解 . 

现在 特 就 方程 4 一 G(x*，y, u us) 来 考察 一 下 , 于 其 中 假定 G 关于 4 和 满足 
Lipschitz 条 件 。 设 "和 "是 在 区 间 =0,x1<*<x2 上 相同 的 两 个 解 ， 则 它们 在 整 
PERG 9>0, y sE, y< 2 WBA, 这 里 4 是 G 关 于 的 Lip- 
schitz 常数 ， 

证 明 ， 用 ww 表 示 与。 的 差 ， 4 和 v 是 已 给 的 微分 方程 的 解 。 将 ww 一 G (2, y, 
u, uy) V =G (E, y, vy) 相 碱 并 记 住 G 满足 Lipschitz 条 件 ， 就 得 到 一 个 关于 
的 微分 不 等 式 ， 


lw,|<ajw] + kwyl, 
其 中 及 4 是 6 的 Lipschitz 常数 。 注意 在 ”为 正 的 那些 点 处 这 个 不 等 式 可 写作 

l,l <aw+ hlwsl. 
如 果 把 常数 a 换 成 稍微 大 一 点 的 8. 就 得 到 严格 的 不 等 式 

[my] <p + emg, (GD 

定义 W =e tw, BIER — RN o bh — ET WBF 0. WRT 不 
恒 为 零 , 那 未 它 将 取得 正 的 或 负 的 数值 。 假 定 它 取得 正 值 ， 并 设 它 在 六 内 点 AH 
Wik, PRAT HDL, BEML 等 于 零 。 所 以 在 卫 点 引出 的 方向 
(一 名 -DAG 一) 必定 在 了 肉 ,而 且 这 两 个 方向 的 导数 是 非 正 的 ， 
—4W -W , <0, kW -W <0; 
因此 ,在 了 处 
W, >h, 

把 这 个 式 子 写成 原来 的 变量 w 得 


ws,>Pw+k|w,l, 


这 与 (1) 了 矛盾 . 
REV 在 了 内 取 负 值 ,同样 可 得 出 矛盾 。 因此 , 必 像 前 面 所 说 的 在 7 内 “一 


再 者 ,Plis 曾经 证 明 , 对 于 两 个 自 变量 的 方程 来 说 ， 每 个 只 具有 连续 一 阶 导 数 的 


D 见 A. Haai], 
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解 可 由 特征 带 做 成 " 。 


FEWR I 


守恒 定律 的 理论 ” 


在 第 二 章 中 ， 我 们 已 经 对 于 单个 的 一 阶 拟 线性 方程 解 出 了 非特 征 的 初 值 问题 . 
所 得 到 的 存在 定理 是 局 部 的 ， 即 它 只 证 明了 在 初始 曲线 的 某 个 邻 域内 解 的 存在 性 . 
进而 在 §1 中 我 们 做 出 了 具有 一 条 状 线 的 积分 曲面 ， 这 表明 在 大 范围 内 光滑 解 不 一 
定 存在 . an 

在 本 附录 中 ， 我 们 将 进一步 研究 出 现 间断 性 限制 着 存在 域 的 问题 .然后 我 们 将 
指出 微分 方程 的 解 总 是 可 以 越过 它们 的 奇异 点 而 延 拓 出 去 的 ， 只 要 把 微分 方程 解释 
为 “守恒 定律 ”。 
” 考虑 形 如 
. u, = Aly (1) 
的 拟 线 性 方程 ， a 二 4a(w) 是 的 函数 ， 这 种 方程 的 解 的 奇异 性 可 能 由 在 直线 :=0 上 
的 初始 值 依 如 下 的 方式 产生 ， 

根据 特征 理论 ， 每 个 解 治 着 每 条 特征 曲线 保持 为 常数 ， 特征 曲 线 的 斜率 是 


ay ,既然 " 沿 着 特征 曲线 是 常数 ,所 以 这 作 率 也 是 常数 ,并 且 得 知 所 有 的 特征 曲 


RAE HR. 

由 初始 直线 :=0 上 每 一 点 出 发 有 一 条 特征 线 , 它 的 斜率 由 “在 ” 处 的 值 确定 . 
假定 在 初始 线 上 有 一 对 点 1 和 x2, 就 说 Kr 吧 ， 这 里 “的 预先 给 定 的 值 思 和 u 
使 得 : 

a(u)<a(u:), 
那 末 由 v 及 xy? 出 发 的 特征 线 就 在 时 刻 t= (41 — %2) / (alu) 一 a(uz)) 相 交 ， 因 为 4 
沿 着 这 两 条 特征 线 有 不 同 的 数 人 入， 这 表明 超出 这 个 时 刻 以 外 ，u 不 能 定义 为 连续 的 
i. 


1) HLA. Plis(2}, 
D 对 于 这 个 重要 课题 的 更 一 般 的 讨论 见 第 五 章 $ 9 及 第 六 章 § 4,9. 
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出 下 列 关于 方程 (1) 的 具有 初始 值 x(*，0) =p(*) 的 解 的 隐 性 公式 ， 
u—$(*#+ta(u))=0 
也 可 得 知 奇 异性 出 现 或 不 出 现 。 根 据 隐 函数 定理 ， 当 
u—p(%+ta(u)) 
关于 4 的 导数 不 为 等 时 ， 即 
ta’$’z1 

时 ,u 是 x 和 :的 正则 函数 ， 对 于 足够 小 的 ,这 个 条 件 是 满足 的 ,但 当 t 变 大 时 ,这 
个 条 件 将 受到 破坏 (车 “与 内 有 相同 的 正 负 号 , 则 这 个 上 值 是 正 的 ,否则 上 是 负 的 ). 
在 条 件 遭 到 破坏 的 点 处 我 们 可 以 期 望 4 变 成 奇异 的 ，。 

前 面 的 一 些 例子 表明 拟 线性 方程 的 解 一 般 在 大 范围 内 不 存在 但 是 有 一 个 在 大 
范围 内 对 于 守恒 定律 的 解 的 理论 

对 于 单独 一 个 国 数 的 守 便 定律 是 形 如 


d [m 
ay," dx= f(u(%_), wa t)— f (uli), wi, t) (2) 


的 一 个 方程 ,其 中 /是 * 和 :的 已 知 函 数 ， 这 个 方程 说 明 ， 由 函数 所 表示 的 且 
包含 于 区 间 (*1!，*2) 内 的 总 量 的 变化 率 等 于 4 通过 区 间 端 点 的 “流量 ”f。 这 是 物理 
中 忽略 消耗 的 机 械 作 用 的 那些 定律 的 形式 ,因此 表示 一 种 “守恒 现象 ” 

如 果 4 是 守恒 定律 (2) 的 可 微分 解 ,那么 守恒 定律 (2) 可 用 拟 线性 微分 方程 


w= font fea Zh Hest) 2 


来 表示 ,这 方程 是 将 (2) 对 % 微分 然后 令 =.= 2 而 得 到 的 。 不 过 ,我 们 将 证 实 ， 
(2) 也 有 间断 解 ， 加 入 了 间断 解 之 后 ， 我 们 将 证 明 在 间断 解 这 一 类 中 守重 定律 (2) 在 
大 范围 上 有 解 , 而 前 面 我 们 说 过 微分 方程 (2 是 没有 的 ， 

以 后 在 第 五 章 和 第 六 章 中 我 们 将 对 任意 维 数 的 守恒 定律 组 进行 “ 激 波 "间断 性 的 
研究 。 在 那儿 我 们 将 看 到 ， 单 个 的 守恒 定律 的 间断 解 的 定性 性 质 和 物理 上 更 有 趣 的 
守恒 定律 组 的 性 质 是 一 样 的 . 

假定 / 不 明显 依赖 于 * 和 +， 并 且 将 f 缩写 为 <=a(w)。 设 u(x, 是 分 段 可 
微 的 函数 , 它 是 积分 方程 (2) 的 一 个 解 。 那 末 必定 是 微分 方程 

U, = Aug 


的 解 , 因而 4 总 是 可 微分 的 ， 令 *1 及 zx* 从 相反 的 两 侧 趋 向 间断 点 , 我 们 得 到 ( 详 见 
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第 五 章 8 9) “跳跃 关系 ” 

[fjJ=—U{z], (3) 
其 中 U 是 间断 性 的 传播 速率 ,而 符号 18] 表示 跨 过 量 4 的 间断 性 的 跃 度 。 在 小 的 间 
断 的 情形 下 ,有 


因为 一 a 是 对 应 于 特征 线 方向 的 速率 ,所 以 得 知 小 的 间断 以 接近 特征 的 速率 传播 . 
考虑 例子 


Fr feshe an-han, w 
把 它 微分 后 得 到 
ty = tty, 
用 4 除 后 得 到 
“t= (log u), =m, (5) 
用 "表示 ogu, 可 把 (5) 改 写 为 守恒 定律 
到 人 =em v(%) —exp v(%)), (65) 
对 于 守恒 定律 (4) 的 跳跃 关系 (3) 是 
“thaU, (6) 


| 2 . 
Ferh u, Al 4, RAR u AMA. A OO PRRRE 


2 


=—U, 


<. 21 一 22 

由 这 两 个 间断 条 件 可 得 结论 ， 若 “是 (4 的 间断 解 , 则 v= log u 不 是 (5 ) 的 解 。 可 以 
说 跳跃 关系 在 因 变 量 改 变 下 不 是 不 变 的 , 像 (4) 和 (5/) 这 两 个 守恒 定律 ， 对 于 光滑 解 
来 说 对 应 着 同样 的 微分 方程 ， 但 作为 守恒 定律 对 于 间断 解 来 说 ， 它 们 不 一 定 是 等 价 
FERIE He RTPA ARS ER ATR HB 
定 。 仍 旧 采 用 守恒 定律 (4)， 函 数 

1 42%<—t 


u(x, =} 0 tee 
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是 (4 的 间断 解 ,因为 在 直线 2 = t 的 任 一 侧 必 是 当 数 ,因而 是 方程 (4) 的 光滑 解 ， 
而 且 跨 过 间断 线 2*=t 时 ,跳跃 条 件 (6) 得 到 满足 。 另 一 方面 ,函数 


1 当 x<—t 
u’ (x, t) = 二 一 tx 
0 当 0<x 


.对 于 正 的 :是 连续 的 ,而 且 除 了 在 直线 + =0 及 *= 一 ! 上 外 ,处 处 都 满足 微分 方程 。 
由 此 利用 积分 容易 证 明 w 是 (4) 的 连续 解 。u 和 w 这 两 个 解 在 :=0 时 有 相同 的 值 . 
更 一 般 地 ,可 以 证 明 ,对 于 任意 指定 的 初始 数据 ,存在 无 穷 多 个 间断 解 ,它们 具有 同一 
指定 的 初始 数据 . 

在 所 有 这 些 具有 相同 初始 值 的 解 中 ， 只 有 一 个 有 物理 意义 . 这 个 解 我 们 将 称 之 
为 可 容许 的 解 

现在 所 需要 的 是 描绘 可 容许 解 的 一 个 数学 原理 。 这样 一 个 原理 已 经 在 前 面 推导 
越过 特征 线 出 现 闻 断 性 的 讨论 中 暗示 出 来 了 。 如 果 一 种 间断 性 阻止 特征 线 交 又 ， 那 
末 它 便 是 可 容许 的 。 因 此 我 们 有 如 下 的 法 则 ， 如 果 从 每 条 间断 线 的 任 一 侧 出 发 向 前 
引出 的 特征 线 与 该 各 间断 线 是 交叉 的 ， 那 末 这 间断 解 就 是 可 容许 的 。 这 条 件 的 解析 
意义 是 ,对 于 可 容许 的 间断 性 有 

—a(u,) >U > —a(ug), 
其 中 u, 和 ur 各 表示 4 在 间断 线 的 左 侧 和 右 侧 的 值 , 而 U 表示 间断 性 的 传播 速度 . 

Germain 和 Bader” 曾经 证 明 在 :==0 时 相同 的 两 个 可 容许 的 间断 解 是 恒 等 的 . 
可 容许 性 的 更 一 般 的 定义 和 更 一 般 的 瞧 一 性 定理 是 由 O，A. Oleinik? 给 出 的 ， 

对 于 守恒 定律 组 的 解 的 间断 性 可 写 出 一 个 类 似 的 可 容许 性 的 条 件 . 把 这 个 条 件 
运用 于 可 压缩 流体 流动 的 方程 时 ， 这 个 条 件 就 等 价 于 如 下 的 论点 ， 越 过 间断 处 流动 
的 炉 是 增加 的 . 

现在 我 们 将 对 守恒 定律 的 具有 任意 指定 的 初始 值 的 可 容许 解 给 出 一 个 显 式 . 这 
ANKE HOB. Hopf, O. A. Oleinik®, fa P. D. Lax? HBAS RÆ alu) Bu 的 


1) & P.Germain 和 R. Bader[1], 
2) 见 O.A. OleiuiKk[2] 和 [3]。 

3) LE Hopfr3]。 

4) 见 O. A. Oleinik(1}, 

5) HP. D. Laxf[3]。 
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单调 梢 数 ,这 就 是 说 /是 凸 的 或 者 四 的 . 
AAR 
2(s)=Max(Min){us+ f(u)} 
定义 eO th RI) 函数 ORRE BN OCS) Hh os HBB. WHO 
指定 的 初始 什 
u(x,0) =$(#), 
定义 中 (y) 为 $ 的 积分 , 即 


dp 
“dy TSO). 


考虑 函数 
o(y) +ee(2= 2), 


对 于 固定 的 * A CE 》 ERAR. 容易 证 明 , 当 上 固定 时 ， 除 去 * 值 的 一 个 可 
数 集 外 ,这 函数 对 来 说 有 唯一 的 极 大 (或 极 小 ) ,用 vol OREM. EX 


L(%, t) = #72 ) (7) 


并 且 断 定 ， 

由 公式 (7) 所 规定 的 函数 “是 (1) 的 具有 初始 值 的 可 容许 解 . 

对 于 这 个 结论 的 验证 问题 以 及 由 此 公式 所 带 来 的 解 的 更 深入 的 属性 ， 见 P. D. 
Lax?) UPPER EAA / 更 少 限制 的 存在 定理 已 由 Kalashnikov $4, 


1) 


MP D Lax[2]。 
2 见 


A, S. Kałashnikov{ 1), 


第 = F 


阶 微分 方程 


Ht 


高 于 一 阶 的 偏 微分 方程 的 问题 形 色 繁多 ,以 致 不 可 能 建立 统一 的 一 般 理论 ( 象 第 
二 章 中 那样 )。 在 所 谓 “ 椭 加 型 "“ 双 则 型 ”、 和 “抛物 型 ” 儿 种 类 型 的 微分 方程 之 间 存 
在 着 根本 的 差异 ,它们 的 解 的 构造 和 性 质 各 有 其 过 然 不 同 的 特点 ". 
在 本 章 中 ,我 们 将 以 物理 学 上 有 趣 的 例子 为 引导 , 来 介绍 此 种 分 类 ， 此 外 , 我 们 
还 将 初步 讨论 引 向 解决 有 关 问 题 的 方法 .以 后 各 章 将 主要 论述 椭圆 型 和 双 曲 型 问题 
的 系统 理论 ”. 
PAR F PAR z(x,y,z) 的 几 个 古典 的 二 阶 微分 方程 可 以 作为 各 种 类 型 的 代表 ; 
Laplace 方程 (椭圆 型 )，wyw + Uy + uss =0 
波动 方程 ( 双 曲 型 )，www + sy 一 wz 一 0 
FADE), u= ugt uyy 


S1. 两 个 自 变量 的 二 阶 线性 和 拟 线性 微分 算 子 的 标准 形式 


对 于 两 个 自 变量 的 二 阶 线性 或 拟 线性 微分 方程 (或 由 两 个 一 阶 微分 方程 构成 的 
相应 的 方程 组 ) 来 说 ,可 以 通过 明显 的 初等 运算 来 进行 分 类 而 无 需求 诸 一 般 理论 ， 此 
HARETRENERRMPEYA, 

. 椭圆 型 \ 双 曲 型 .和 抛物 型 的 标准 形式 .混合 型 ”函数 w(x，y) 的 一 个 二 阶 
加 信人 分 外 于 

L[u]= Gliyy + 2 Bury + Cltyys (1) 

其 中 系数 w b chs 和 的 函数 ,并 假定 它们 在 所 论 的 区 咸 G 上 是 连 续 可 微 的 而 
且 不 同时 为 零 ， 考 虑 

D 关于 更 一 般 的 抽象 的 探讨 ,参看 L. Hirmander[4],B Malgrange[ 1], 和 L Ebreupreis[1], 关 


于 最 新 问题 的 概述 ,参看 L G. Petrovskii[2]. 
2) 也 可 参看 G，Helwig[1] 的 最 新 著述 。 
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Llu]+ g(x., y, u, uy, uy) = Llu] 十 (2) 
其 中 微分 表达 式 8 (*，y，w Uy 4,) 不 一 定 是 线性 的 ,但 不 包含 二 阶 导 数 . 我 们 的 目 
的 是 通过 引入 新 的 自 变 量 


$=$(%, y) n=Y(x, y) (3) 
而 把 微分 算 子 (2) 或 者 相应 的 微分 方程 
Lful+..*=0 (4) 
化 成 简单 的 形式 ， 用 uC, 表示 上 (*，2?) 被 变换 后 的 国 数 ,我 们 有 下 列 关系 式 
Uy = Ug hy Ln Wy, Uy= Ug Pyt Uy Wy 


Uyu = Ugehy + Zlin by Wut Ugg Wet oes 
Uyy =Uge by Py + Utal Pu Wyt dyWu) + Un yr yy toes 
yy = Uae PS + Qty by Wyt gy WS 
(各 式 后 的 三 个 点 仍 表 示 不 包含 “的 二 阶 导数 的 项 .) 于 是 微分 算 子 O 具有 下 列 形 
式 
4[ 轩 一 oz 可 十 2 Duty 十 Yao (5) 
其 中 
a=ap} +2 boy, + cd}, 
B= apy Pa t+ (dy Wy + pyw) tepsy (6) 
y=ap + 2b Py + cy. 
此 外 ,a, b, c Mw By 还 适合 
ay — B? = (ac—b) ($sYy— pW)» (7) 
和 “特征 二 次 形 ” 的 恒等式 
Ql, m) =al? +2 bim+cm?=al? +2 Blut ye’, 
其 中 变量 m 入 4 在 定点 n y 由 下 列 线性 变换 连 系 着 ， 
Ladd, + Uy, m=Adyt Uy. 
在 变换 (3) 中 ,可 以 任 选 函 数 上 和 也 ,所 以 我 们 可 对 变 换 后 的 系数 a，p, 7 提出 
两 个 条 件 , 以 使 变换 后 的 微分 方程 (5) 取 得 简单 的 标准 形式 . 


我 们 考虑 下 列 条 件 组 ， 
I. «=y, 8=0, 
II. a=—y, 8=0,(Me=y=0), 


mI p=y=0. 
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变换 (3) 一 一 当然 假定 它 总 是 实 的 变换 一 一 能 满足 这 些 条件 之 中 的 哪 一 个 ,这 要 看 二 
次 形 OC, m) 的 代数 性 质 如 何 , 或 者 用 几何 的 语言 来 说 ,对 于 一 定 的 点 (*, ?) 取决 于 
l m 平面 上 的 二 次 曲线 OC m) =1 的 性 质 ， 这 曲线 可 以 是 一 个 椭圆 ,一 个 双 曲 线 ， 
或 者 一 个 抛物 线 ， 相 应 地 我 们 称 算 子 CUE, A 
L. ABH, 当 a—b>0, 
II 双 曲 型 的 ， 当 ac 一 名 <0， 
TII. 抛物 型 的 ， 当 ac—b=0. 
微分 算 子 的 相应 的 标准 形式 是 
I. d[u] =a (get uny) 十 
L amie … 或 
A[u]=2Bug, + 
III. Alu] = ouge + «+ 
而 微分 方程 的 标准 形式 是 
I ugt Uyt 一 0， 
zt 一 zaq 十 一 0， 或 
ug, + +++ =0, . 
II. ugt.: =0, 
当 取 定 *. 时 , 恒 可 用 化 Q 为 标准 形式 的 线性 变换 把 微分 方程 化 为 相应 的 标准 形 
式 ， 不 过 ,假定 算 子 了 在 区 域 6 的 每 一 点 上 是 属于 同一 个 类 型 的 , 我 们 希望 找 出 函 
数 $ 和 四 它们 在 C 的 每 一 点 上 都 把 人 [化 为 标准 形式 ， 能 否 办 到 这 一 步 , 取决 于 
某 个 一 阶 线性 偏 微分 方程 组 是 否 可 解 . 
不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 2740 在 区 域 6 内 处 处 成 立 ! ;不 然 , 或 者 等 价 的 假定 
c40 成 立 ,或 者 所 论 的 式 子 已 经 就 是 第 工种 标准 形式 之 一 . 
为 了 确定 在 整个 区 域 G 上 的 变换 关系 由 和 几 我 们 先 假定 (IES be 双 曲 
型 的 ,因而 新 的 系数 应 适合 条 件 = 一 0. 于 是 (6) 给 出 关于 导数 之 比 s/b 和 
Wal Vy MIE Au 的 二 次 方程 
Q=al?+ 2 blu+ cu?=0, (8) 
E LUEC LBW, I ac 一 如 <0, 所 以 方程 (8) 有 两 个 不 同 的 实 根 


Il. 《 


D 俄 文本 注 ， 此 处 假定 G 是 某 个 定点 的 充分 小 的 邻 域 。 
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Ay/ ty 和 和 /4;。 因 为 2 沽 0, 我 们 可 以 假定 
M= k=l 
于 是 (8) 在 G 上 确定 了 * My 的 连续 可 微 函 数 如 1. MARTER 曲 型 的 情况 
下 由 微分 方程 


$s— hp,=0, Wy— Ag, =0 (9) 
确定 了 变换 关系 $ 和 ,从 而 得 到 标准 形式 
Buy, +++: =0. (10) 


ESD NODA BY REF ti Oh BBD Hi EB Es LE BO = BRA = BH. E 
们 也 可 以 作为 常 微分 方程 


》 +4,=0, » +4,=0 
或 ay/t._ 2 by’ +c=0 
的 解 族 而 确定 之 , 沿 着 族 中 的 曲线 ,这 里 》 被 看 成 是 * 的 函数 。 


等 式 
2 ogo 
hy h= Vac 


表明 分 别 属于 这 两 个 族 中 的 任 二 曲线 在 G 中 的 任 一 点 上 不 能 相 切 ， 并 E dV 
yy 天 0. 如果 “一 /一 0, 由 方程 (7) 推 出 BAO, 

曲线 5 一 $(z， 9) = HRM I= ( y) 一 常 款 称 为 线性 双 曲 型 微分 算 子 Clu] 
AER. 

由 于 可 以 用 月 除 (10) ,我 们 可 以 断言 ， 若 [中 是 双 曲 型 的 , 即 <c 一 2<0, 则 可 
MTA MERRIE E= ERA HERR CRETE (4) fe 
为 标准 形式 

”up 二 0 (11) 

其 次 假定 <c 一 >0, 那 未 算 子 (2) 在 6 LERMAN. ELERT, 二 次 广 
程 (8) 没 有 实 的 解 ,但 是 它 有 两 个 共 元 的 复 根 u 和 jz 它们 是 实 变量 +.» 的 连续 的 
复 值 函数 ， 任 何 实 的 曲线 族 $= 常数 党 不 适合 方程 <=7 二 0， 换 名 话说 , 没 有 特征 
R. 但是, MRa b, ce y RIER LBRO DMY y) 也 是 角 
析 的 , 那 未 我 们 可 以 考虑 复 变 量 * 和 y 的 微分 方程 (9) , 并 且 和 前 边 一 样 把 它们 变 
换 到 新 变量 5 和 (它们 现在 是 共 稀 的 复数 ) 。 再 利用 方程 组 
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Stn =n 
z =P, 2i =0 (12) 
引入 实 自 变量 Fo Å Ugy = Usg + thop 
PERSIA RE OER 
Aut +++=u,,+u,,++++=0, (13) 


在 上 述 含有 复数 的 变换 中 ,我 们 必须 对 这 些 系数 提出 解析 性 条 件 , 这 条 件 是 很 苛 
刻 的 ,而 且 实 质 上 与 问题 的 性 质 不 合 。 为 了 避免 这 种 限制 ,我 们 可 以 利用 下 边 的 不 涉 
及 复数 的 步骤 将 横 贺 型 方程 化 为 标准 形式 ;在 方程 (3) 和 (4 中 把 < 和 ?7 改写 成 和 
o, 并 假定 
a=y, B=0 
或 者 api + 2 boy, +cp}=ac}+ 2 boo, +eco, 


apvow + b(Py0y+Ppy0%) + OPT, =0, 


通过 初等 代数 演算 ,可 以 把 这 些微 分 方程 化 为 下 列 一 阶 线性 偏 微分 方程 组 


On 


Pat Py 
=, = 


ap, + bp 
=- a4) 


其 中 

W%—ac— bi, 
W 可 以 取 正 号 或 负 号 ， 从 这 些 所 谓 Beltrami 微分 方程 中 消去 未 知 函数 之 一 (如 0)， 
我 们 立即 得 到 下 列 关于 另 一 未 知 函数 的 二 阶 微 分 方程 : 


b b 
0 (15) 


Ox Ww 


满足 (14) 且 具有 不 等 于 零 的 Jacobi 式 
COwpy 一 Gypy = -plar + 29,0, + cp) 


的 任 一 对 函数 0, o 给 出 在 一 点 的 邻 域 上 化 微分 方程 至 标准 形式 (18) 的 变换 ， 一 旦 
我 人 有 了 (15) 的 一 个 梯度 不 为 零 的 解 ,这 些 函数 就 被 确定 了 .我 们 将 在 第 四 章 §7 中 
看 到 ,在 关于 系数 的 某 些 光滑 性 的 假定 之 下 (例如 “ 5，。 具 有 直到 二 阶 的 连续 偏 导 
数 ) ,这 样 的 解 恒 存在 一 至 少 局 部 地 存在 一 并 且 因 而 可 在 任 一 点 的 邻 或 上 3 引入 一 
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个 标准 化 参数 组 

第 三 种 情况 是 抛物 型 的 情况 ; 《一世 二 0 这 有 时 二 次 方程 (8) 有 一 个 实 根 , 相应 
地 我 们 可 引入 一 族 曲线 5 一 $(*，2) 使 <=0 成 立 ;同时 ,根据 (7) 我 们 还 有 B=0, 而 
By=240 (例如 可 在 G ER y=), 在 抛物 型 的 情况 下 我 们 得 到 标准 形式 

Uny + + =0, 

TEZEI TEPPAN BR eB. 

注意 化 至 标准 形式 的 变换 绝 不 是 唯一 的 。 例 如 , CRRA TE RITE Po 区 
域 作 任 何 保 形 映射 时 标准 形式 是 不 变 的 ， 

2. 例 在 第 一 章 §1 中 已 经 讨论 过 了 各 种 类 型 的 微分 方 程 的 一 些 例子 。 最 简 
单 的 双 曲 型 方程 ( 弦 振 动 方 程 ) www 一 ut 二 0 已 经 完全 解决 了 。 He 型 方程 的 原型 是 
PLB Au=u,,+u,,=0 RA-B§ 1)， 传 热 的 抛物 型 方程 :一 www 二 0 也 在 第 一 
#83 里 讨论 过 了 . 

从 方程 的 “型 我 们 将 推出 重要 的 性 质 , 它们 不 仅 提供 解法 而 且 也 为 确定 某 些 问 
题 的 提 法 是 否 合理 提供 判 据 . 

有 时 ,一 个 微分 方程 可 以 在 不 同 的 区 域 上 属于 不 同 的 类 型 (混合 型 的 ); 例如 , 方 
程 

Ugy t yuyy? 一 0， (16) 

在 y> 上 是 椭圆 型 的 ,而 在 ><0 上 是 双 曲 型 的 ,因为 cc 一 到 一 ?。 

在 区 域 ><0 上 ,方程 (8) 即 

X+ yu =o, 


它 具 有 两 个 实 根 1/u= EV —y ;所 以 得 到 关于 4$ 和风 的 两 个 微分 方程 


pv wm 并 且 WOMB ptian 是 prio 的 一 个 复 变 解析 函数 ， 事 实 上 , 进行 简单 的 计算 即 可 证 明 
Canchy-Riemaun 方程 组 成 立 。 所 以 ,确定 在 任何 两 个 邻 城 上 的 局 部 标准 化 参数 组 所 给 出 的 变换 在 这 
二 邻 域 的 交集 上 是 保 形 的 ， 因 此 ,G 和 定义 在 迹 盖 着 G 的 邻 域 系 上 的 那些 参数 组 构成 一 个 Riemann 
曲面 (Riemanv 曲面 的 概念 是 H. Weyl 在 [2] 中 提出 的 ， 又 见 RR，Courant[2]), 在 其 上 定义 了 标 
准 化 参数 组 的 解析 函数 。 于 是 寻求 在 整个 区 域 G 上 的 同一 个 一 致 标准 化 参数 组 p.o 的 问题 和 寻求 
将 GME p, o 平面 上 的 一 个 区 域 的 按 上 述 宕 义 为 解析 的 复 函 数 p +io 是 等 价 的 。 这 王 
是 关于 平面 区 域 的 -- 般 的 单 值 化 定理 (参看 上 列 参考 节 ) 所 解决 的 问题 ,由 此 可 断 言 这 种 映 射 的 存在 
tt 
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oy, + V —y%,=0, We V —y Wy =0, a7) 
它们 有 解 
$=x+2V a9, 
y= x—2V—-y, 
4 y<0 时 ,变换 
E=s+2V my 
| a8) 
9 一 9 一 2Y —y 
将 (16) 化 为 双 曲 型 的 标准 形式 
Uyy + YUyy = Aug, + Fa (ut —u,) =0, (19) 
特征 曲线 族 是 抛物 线 族 


y= 一 二 (一 可 3 


特别 是 ,曲线 = 常数 都 是 抛物 线 的 斜率 为 正 的 那些 分 枝 , 曲线 四 = 常数 都 是 斜率 为 
负 的 那些 分 枝 ( 参 看 图 3). 


3 
4 y>0 时 ,我 们 取 
=x, 
_ | (20) 
n=2V y 3 
利用 这 个 变换 ,可 以 把 方程 (16) 化 为 椭圆 型 的 标准 形式 
tag t ty = Ut yy — y=, (21) 


相仿 地 ,熟知 的 “Tricomi 方程 22 


D 这 个 方程 在 空气 动力 学 中 有 特殊 的 兴趣 . Tricomi 的 重要 工作 [1] 最 近 推 动 了 广泛 的 研究 。 例 如 L- 
Bers(5} MP. Germain{ 1). 
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| yy + Yuyy=0 (22) 
在 *>>0 上 是 椭 贺 型 的 ,在 *<0 上 是 双 曲 型 的 ,因为 b=, 
在 半 平 面 *<0 上 ,方程 


E=¢(%, y) = 也 yt (Vx JS, 
| } (23) 
n=¥e y= y=), 
将 (22) 化 为 标准 形式 
tent Hy 92 tee greta (uty) |=0 EDM. (24) 
特征 曲线 是 半 三 次 抛物 线 
~+2(yoz\ 
yom 3(V=F ) > 


向 下 延伸 的 分 枝 给 出 曲线 > = OB, 向 上 延伸 的 分 枝 给 出 曲线 二 常数 (参看 图 4). 


y 


当 *>0 时 ,我 们 号 
| aS yi «3, 
1a ey tivs, 


并 且 令 
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利用 这 个 变换 ,我 们 得 到 标准 形式 
gy + tty => x [G0t Ugg) +zi-u,|=0. (26) 


函数 组 (25) 满 足 Beltrami 微分 方程 组 


as 一 一 MY Py 
| ar 


1 
0y= = Py 
yx 


3. 两 个 自 变 量 的 二 阶 拟 线性 微分 方程 的 标准 形式 ”现在 我 们 要 把 化 至 标准 形 
式 的 变换 推广 到 包括 非 线性 的 微分 方程 ， 特 别 是 拟 线性 微分 方程 。 用 方便 的 缩写 
记号 
P=u%, JHUy PH Uy SHUyy t= Uyy, 
可 将 拟 线性 微分 算 子 写成 下 列 形 式 
L{u]=ar+2bs+ct+d, (28) 


其 中 a, b, c,d 都 是 *，y, u, p, 9 OR. DRAMAS a-b 时 为 
椭 贺 型 的 , 当 ac 一 如 <0 时 为 双 曲 型 的 ， 当 ac—b=0 时 为 抛物 型 的 ， 不 过 , 由 于 
a, b, c 依赖 于 特定 的 函数 wx(*，?), 算 子 工 在 一 点 (*，?》) 处 的 性 质 也 依赖 于 “而 且 
依赖 于 偏 导数 P、9 (它们 是 r > 的 函数 )。 例 如 ,微分 算 子 wey, t+ uy, Æ ul )>0 
的 区 域 上 是 椭圆 型 的 ,在 <(*，2) <0 的 区 域 上 是 双 曲 型 的 。 同 理 , 由 于 两 个 特征 线 
族 的 微分 方程 也 依赖 于 所 以 不 能 对 于 一 切 的 函数 4 同时 预先 引入 两 族 固 定 的 特征 
曲线 作为 坐标 曲线 ， 当 把 一 个 特定 的 函数 x(x，y) ME SRP. ORAL 之后， 
我 们 就 可 以 象 对 于 二 阶 线性 算 子 一 样 地 处 理 它 了 。 如 果 荆 对 于 这 个 函数 4 来 说 是 双 
曲 型 的 ,人 们 就 能 引入 满足 方程 (9) 
$y— hby=0, Wy— day =0 
的 特征 参数 组 二 一 由 (4%，2?)， n=, y). 
相仿 地 ,在 椭圆 型 的 情况 下 ,p 和 vc 为 特征 参数 的 条 件 是 
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api + 2 bp,p,+cpy=aoz+2booyt+coy, 
ap,0, + b(pyoy+ Pyoy) + opyoy=0. | (29) 
要 想 在 方程 (9) 或 (29) 中 避免 涉及 一 个 特定 函数 关键 是 把 上 < 和 ?同时 和 在 
成 和 7 的 函数 而 不 把 “看 成 * Ay Be, 如果 我 们 引入 和 % 作 为 新 的 坐标 
变量 , 那 未 Lu] =0 和 (9) 或 (29) 就 过 渡 为 和 了 的 国 数 4 xz 和 > 的 微分 方程 组 . 
为 了 得 出 这 些 方 程 ， 我 们 要 利用 反 函 数 的 微分 公式 将 对 *、> 的 导数 表示 为 对 Sy 1 
的 导数 ， 

Dxp=ny Dty=— $y amas 


Dy p= — ty, Oy = Ën (=u, = D (Ug eg —Uupty)s (30) 
其 中 
D=bWy— Webs = (HE, Eye! 
是 变换 的 Jacobi 式 ， 于 是 方程 (9) 和 (29) 化 为 
Vat hy%_=0, y+ hve=0 (9") 
和 
ay3—2by ,%, +cxp=ay,—2 by Yo 十 C% 0 
} (29°) 


aypye— O(% Vat Ypa) HEX p%o=0. 

在 双 曲 型 的 情况 (9) 中 , 函数 A 依赖 于 w P o 也 依赖 于 x 和 》。 如 果 借 
助 于 (30) 把 和 9 换 成 它们 的 用 对 5, 5 的 导数 表达 的 式 子 , 那 未 (9') 就 表示 量 *. y. 
“和 它们 的 关于 和 了 的 一 阶 偏 导数 之 间 的 两 个 关系 。 如 前 所 说 ， 和 线性 的 情况 相 
反 ,如 果 不 知道 2(%*, y) 这 两 个 方程 就 不 足以 确定 曲线 族 < 一 常数 和 ?一 常数 ， 它 们 
此 刘 是 关于 三 个 函数 4 1). 2 Dd. yE 2) 的 两 个 一 阶 偏 微分 方程 构成 的 方程 
组 , 换 句 话说 ,是 一 个 欠 定 组 . 

这 个 看 法 使 我 们 想到 把 原来 的 二 阶 方程 LL] 二 0 和 这 两 个 “特征 ”方程 共同 联 
Y, 从 而 得 到 关于 7 的 三 个 函数 和 v y 的 三 个 微分 方程 的 一 个 方程 组 。 从 几何 
的 观点 来 看 , 这样 做 就 意味 着 我 们 要 寻求 用 特征 参数 包 7 表示 的 积分 曲面 的 参数 表 
迷 式 而 不 是 用 +. y 表示 的 非 对 称 形式 <(*，?). 

从 微分 式 (28) 的 变换 ,我 们 不 难 在 双 曲 型 的 情况 下 得 到 下 列 形式 的 方程 

X by (Dey — UE) + Yey (UE y — Mg E) + Ugy (HE HVE) 


d 
= (ty HV) Seas Brae” (31) 
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Ap 

Fiy Viy by 
XE Ye UE 
Ey Iy ty 
其 中 只 出 现 关 于 5 和 7 的 混合 二 阶 导数 ， 或 者 把 *，y, 4 ARRE x 的 支 量 而 写成 


= (XEY % qe)? (32) 


d 
2 Y 死 一 ac 


d ， 
XE, (XE X xa) = (Peya tny me (33) 


在 4=0 的 特殊 情况 下 ,我 们 得 到 一 个 值得 注意 的 结果 ， 双 曲 型 方程 的 二 阶 标准 
形式 (31) F a de BR. 

还 要 注意 ,应 该 用 表达 式 (30) 代替 我 们 的 微分 方程 中 一 切 的 P 和 9. 关于 矢量 x 
的 偏 微分 方程 组 (10') , (31) 就 是 在 双 曲 型 的 情况 下 所 要 找 的 一 般 标准 形式 . 

假定 在 一 个 曲面 + 上 《因而 在 其 某 个 邻 域 上 ) 方 程 是 类 加 型 的 , 即 , 包 一 ac<0, 则 
标准 形式 是 另 一 个 样子 。 我 们 可 以 直接 由 方程 (29/) 得 到 相应 的 变换 ,也 可 以 借助 于 
变换 


形式 地 利用 上 述 结果 而 得 到 它 。 结 论 是 ， 在 椭 回 型 的 情况 下 ， 微 分 方程 (28) 等 价 于 
FARTEN y RET SR Mo (SAO DENEA Y ROTRA: 
ayi—2 by, X, tC% ay? —2 bysta t+ CX, 


ay Ya — bY o+ Yop) 十 CUYpXo 一 0， 


Ax Ay AL (34) 
d 
Xo Yp up =(% Vo— Xoyp)? PZT 
Xo Yo Ug 
最 后 这 个 方程 可 写 为 矢量 形式 ， 
AX (Xp X Ko) = (Kyo Nay) 7 (34a) 


ac — b?" 
其 中 矢量 Ax 表示 矢量 x 上 的 Laplace HF, 
fe 4=0 AREF, SOMA TE Sb e RRR FIYR 
Ax (x, X Xo) =0, 


其 中 x 表示 有 向 积 . 
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4。 例 。 极 小 曲面 ” 考虑 极 小 曲面 的 微分 方程 
(1 十 92)7 一 2 past (1 + p?)t=0; (35) 
因为 ac 一 2=1+p?+9? 之 0, 所 以 这 个 微分 方程 处 处 是 椭圆 型 的 , 并 且 可 以 化 为 形 如 
(34) 的 标准 方程 组 。 事 实 上 , 简短 的 计算 给 出 下 列 诸 方程 


at obtweet tot Radel, 
} (36) 
Ekat YpYo t Upto =0 或 X Xs = 0, 
Ax(X, X Xs) =0 其 中 Ax=x,, + Xoo (37) 
可 以 把 这 个 方程 组 化 为 更 简单 的 形状 ， 将 方程 组 (36) 微 分 而 得 
Xpp%— = Xp0%o A XooXp = — XpaXa3 
从 而 有 


x,Ax=0 和 XoAX 一 0- 
另 一 方面 ,由 方程 (37) 推 出 Ax BRE x, 和 zo 的 一 个 线性 组 合 Ax 一 cxp 十 Bxe。、 所 
以 sp-0, 因 而 As=~0， 所 以 ,选用 适当 的 参数 ? 和 = RY, Che a Ae 
HAS PRINZ. EPER n y pA RA RR 
Ax=0, Ay=0, Au=0. (38) 
此 外 ,它们 还 满足 下 列 条 件 
A=x?—x}=0, 、 
B=2x,x,=0. | (39) 
利用 微分 几何 学 中 的 常用 记号 
E=x}, F=x,x» G=x?, 
Wl (39) 即 是 关于 曲面 的 第 一 基本 形式 的 条 件 
£8—G=0, F=0. 

这 些 条 件 似乎 给 方程 组 (38) 增 加 了 两 个 新 的 微分 方程 ;然而 ,它们 仅仅 表示 一 种 
边界 条 件 ， 我们 不 需要 在 整个 二 维 的 e o 区域 上 提出 附加 限制 (39) 而 只 须 沿 着 cc 
平面 上 的 某 条 闭 曲线 提出 它 。 因 为 由 方程 组 (38) 立 即 可 推出 

4,=B, 4,=—B, 
它们 表明 4+1B 是 复 变量 Pp 十 io 的 一 个 解析 函数 ; 所 以 ， 只 要 实 部 4 在 任 一 闭 曲线 
(例如 ,边界 曲线 ) 上 恒 等 于 零 且 8 在 某 一 点 处 等 于 零 , 那 末 14+ 78B 就 证 等 于 零 。 


1) AR Courant[2] 
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有 两 个 直接 推论 对 于 极 小 曲面 的 理论 是 重要 的 ， 

(1) He o 平面 到 极 小 曲面 的 映射 是 保 形 的 ， 

(2) 极 小 曲面 的 调和 函数 表达 式 和 用 复 变 数 

p+ ia =o 

的 解析 函数 表示 的 古典 的 Weierstrass 表达 式 是 等 价 的 . 

为 了 得 到 Weierstrass 公式 ， 我 们 把 p,，o ADR. y, 看 成 是 解析 国 数 fio). 
Jo), JADR. 假定 F, i ERSAN, A 

x +iž= f (w), y+iğ= fao), u+iã= fyo), 
因为 由 Gauchy-Riemann 微分 方程 组 
Yo=—Tp yo=— p Uo=— i 

我 们 有 
voixo= fiO) ¥,—Wa=f2(@), u, —its= fs(0), 
所 以 条 件 (39) 化 为 : 


3 
$0)=E—G—2iF=) f,(@)?=0, 
=l 


因此 ,一 切 极 小 曲面 都 可 以 用 下 列 公 式 表示 之 
x=Re( f1(0)), y=Re(fr(o)), u=Re(fa(w)), 
其 中 解析 函数 f,(%) 除 了 受 条 件 


3 
fo)=0 
v=] 


限制 之 外 是 任意 的 . 

代替 ,我 们 还 可 将 函数 f, 之 一 (如 户 (o)) 作 为 独立 变量 。 所 以 ,一切 极 小 曲 
面 的 集合 实质 上 仅仅 依赖 于 一 个 任意 的 一 元 复 变 解析 函数 . 

5. 两 个 一 阶 微分 方程 的 方程 组 ”这 里 我 们 要 对 两 个 函数 wv 的 两 个 一 阶 方程 
的 方程 组 作 一 些 注 记 , 因为 它们 有 重要 的 应 用 , 特别 是 在 流体 动力 学 中 (在 第 五 章 中 
将 阐述 其 简要 理论 ) . 

在 线性 的 情况 下 ,仿照 § 1,2, 可 以 用 特征 坐标 纪 ? 作为 自 变量 而 把 双 曲 型 的 方 
程 组 化 至 典 则 标准 形式 ， 

bust +++ =0, 
au, + Blu, + +++ =0, 
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Hh, ba, V 是 志和 7 HOM. AROSE 
U =au+ bv, 
ly =a'u+ bv, 
我 们 最 后 得 到 标准 形式 
Ust+...=0, 
其 中 三 个 点 表示 0 ,5 的 已 知 函 数 . 
在 两 个 特征 线 族 重合 的 情况 , 即 =3 时 ,选用 不 同 于 的 另 一 个 自 变量 5， 可 
以 把 方程 组 化 为 下 列 形式 
U+ ...=0, 
于 是 这 方程 组 等 价 于 以 < 为 参数 的 两 个 常 微分 方程 的 方程 组 。 
利用 和 第 一 小 节 中 相仿 的 步骤 ,人 们 在 椭圆 型 的 情况 下 得 到 标准 形式 
P,+Qo+ .=0, 
ko-ro, 
其 中 P, Q 是 未 知 国 数 而 * 和 c 是 自 变量 . 


§ 2. 一 般 的 分 类 和 特征 


我 们 现在 要 转向 极为 一 般 而 深入 的 探讨 . 

1、 记 号 “特征 的 概念 对 于 一 阶 方程 组 是 最 明确 的 ， 虽 然 推广 到 折线 性 的 或 一 
般 的 方程 组 时 并 不 发 生 严重 的 困难 ( 见 第 五 章 和 第 六 章 8 3), 但 为 简明 计 , 我 们 主要 
地 限于 讨论 线性 方程 。 

有 时 候 , 为 了 免 写 求 和 记号 , 在 不 致 发 生 混 淆 的 情况 下 ,我 们 将 用 浆 知 的 简便 纺 
写 P, 9, 表示 Ee Py 9,， 象 在 下 边 方程 (1) 中 那样 。 此 外 ,采用 矢量 和 逢 降 记 号 也 是 
方便 的 . 

我 们 还 回忆 一 个 函数 f EARR o, y) =0( 它 满足 634+ 6340, 
比如 说 ,满足 AOWA RRES. E aps+B$,=0, MS Raf tes, AS 
数 ;特别 是 ， 

$ fs— but 9 
就 是 了 的 一 个 这 样 的 内 导数 ， 相 念 地 , " 个 自 变量 tpo tn (或 矢量 *) 的 函数 
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Js es Xn) WR Ap + 4n) 二 0( 假 定 grad $40) 的 内 导数 的 定义 是 以 满足 
条 件 

apy, = 046, =0 
Wo, 为 系数 所 作 的 线性 组 合 

a, fy =a,fy, 
BF PALS fe oe “e, ARS Sf, bn 4 (有 时 也 写成 OF, 
D,4 SS), REMET f Fate o=0 上 的 值 ,也 就 知道 了 它 的 内 导数 ( 见 第 二 章 
HI). 

2， 两 个 自 变 量 的 一 阶 方程 组 .特征 在 两 个 自 变量 * My R 下 , 我 们 可 

以 把 关于 以 ui ++, 内 为 支 量 的 矢量 函数 的 一 组 个 方程 写成 下 列 形状 
L ju] =atuj + bul + di=0 (1) 
(j=1,2,.……, 4), 
其 中 元 素 W, OY 构成 相应 的 A BERR 4 和 B. 

我 们 假定 至 少 二 者 之 一 (如 2) 是 非 奇异 的 , 即 1540, 并 且 这 些 系数 都 具有 连 
SEERA, 项 47 可 以 是 未 知 函 数 的 线性 或 非 线性 函数 ; 在 后 一 情况 下 我 们 称 方程 
组 是 半 线 的 

采用 算 降 记号 ,我 们 可 以 将 (1) 写 成 

Llu) = 4u, + Bu,+ d, (la) 
Hh L, d 和 4 都 是 矢量 , 

我 们 现在 考虑 方程 Ou] =0 并 提出 作为 Cauchy 初 值 问题 之 基础 的 问题 ， 由 矢 
Ru 的 给 定 在 一 曲线 C: $(x，y) 二 0( 满 足 条 件 上 s+ 史 天 0) 上 的 初始 值 去 确定 C 上 
的 一 阶 偏 导数 ee 的 值 ,条 件 为 要 它们 满足 方程 LLxj=0. 

首先 注意 在 C 上 的 内 导数 4,$4 一 $s 是 知道 了 的 . 由 此 我 们 得 到 ww Alu, EC 
上 的 一 个 如 下 的 关系 ? 

2 一 一 zl 十,…。 
其 中 一 一 /gw 三 个 点 表示 C 上 的 已 知 量 (以 下 同 此 )。 代 人 微分 方程 ， 我 们 在 C 
上 得 到 一 组 关于 4 个 导数 uy 的 线性 方程 : 
L {uj =(ati—rcb)ug+ +--+ =0 (j=1..., 4). 


D 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 在 C 的 所 论 部 分 上 pt. 
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所 以 ,为 了 唯一 地 确定 一 切 一 阶 导数 沿 着 C 的 值 ,必要 而 充分 的 条 件 是 
Q= fa — tb] =| A-B 0, (2) 
KO 为 方程 组 (1) 的 特征 行列 式 . 
若 沿 曲线 $= 常数 恒 有 Q40, 则 称 这 些 曲线 为 自由 的 ， 这 些 曲线 中 的 每 一 条 都 
可 以 扩充 为 满足 (1) 的 一 条 “ 带 ”， 初 始 值 的 选取 是 任意 的 . 
车 7(%, 是 5 的 4 次 代数 方程 Q=0 的 一 个 实 根 , 则 称 由 常 微分 方程 


dxidy=z 或 Ox, ge )=0 (3) 


所 确定 的 积分 曲线 C 为 特征 曲线 ， 我 们 即将 看 到 ,对 于 特征 曲线 来 说 ,初始 值 一 般 地 
不 能 扩展 成 带 ， 

车 方程 8 二 0 无 实 根 ， 则 一 切 曲 线 都 是 自由 的 , 人 恒 可 将 初始 值 扩展 成 带 , BS 
果 是 唯一 的 . 这 时 称 方程 组 为 椭 回 型 的 ， 在 相反 的 情况 下 ， 即 当 Q@=0 有 “4 个 披 此 
不 同 的 实 根 时 , 称 方程 组 为 完全 双 曲 型 的 . 在 第 五 章 中 将 系统 地 研究 这 样 的 方程 给. 

Er 是 (2) 的 一 个 (可 以 是 其 仅 有 的 一 个 ) 实 根 , 则 可 沿 着 C 解 出 以 名 + A 
支 量 的 矢量 ! 的 线性 齐 次 方程 组 ， 

U(ati-gb)=0 或 i(4—rB)=0, 
于 是 ,方程 组 (1) 的 “特征 "线性 组 合 I 工 j[4] 一 二 [4] 可 以 写成 特征 标准 形式 
UL [ua] =U (+ mg) + =0, 
或 
LL[u] =1B (uy + tty) +--+ =0, 

其 中 一 切 未 知 函 数 的 导数 都 是 沿 着 同一 个 方向 一 一 即 和 “ 相应 的 特征 曲线 的 方向 

所 以 , 在 双 曲 型 的 情况 下 , BD, 当 存 在 着 个 这 样 的 特征 曲线 族 时 , 我们 可 以 将 
方程 组 (1) 代 之 以 等 价 的 方程 组 ,其 中 每 一 个 方程 只 包含 沿 着 一 个 特征 方向 的 导数 . 
我 们 可 以 利用 双 曲 型 方程 组 的 这 个 性 质 作 为 双 曲 性 的 较为 一 般 的 定义 ( 它 不 排斥 : 
为 重 根 的 情况 ) 。 

在 第 五 章 中 ， 我 们 将 利用 这 些 定义 作为 彻底 解决 具有 两 个 自 变量 的 双 曲 型 问题 
的 基础 

微分 算 子 Li 的 每 个 “特征 组 合 " 给 出 C 上 的 一 个 内 导数 .从 而 “的 支 量 沿 ( 的 
值 必须 满足 一 定 的 关系 , 确 言 之 ,它们 必须 满足 特征 标准 形 的 微分 方程 ， 所 以 显然 不 
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能 在 特征 曲线 LEME u 的 初始 值 。 这 说 明了 为 什么 必须 区 别 特征 曲线 和 “ 自 
由 ”曲线 . 

3. n 个 自 变 量 的 一 阶 方程 组 ” 即将 拓 要 指出 ,对 于 任意 7 个 自 变 量 * 的 一 阶 
方程 组 , 可 以 作 相 仿 的 处 理 ,更 系统 的 讨论 仍 须 参 看 第 六 章 ， 这 样 的 方程 组 可 以 写成 
下 边 的 形状 ; 

Llul=ad uf +b=0, (j=1,.….%) (4) 
其 中 at)” 依赖 于 *,5 依赖 于 * 也 可 能 还 依赖 于 w， 指 标 * 由 1 BA, 利用 矩阵 
记号 和 缩写 ,二 w,， 我 们 还 可 以 把 (4) 写 成 . 
L[u]= 4" u,+b=0, (4a) 
其 中 4 为 * 行 * 列 的 矩阵 (27.”), AF L[4] 和 5 都 是 矢量 . 
我 们 仍 考虑 一 个 曲面 C: $(*) =0 并 假定 grad $40, Bini $540. RIE C 
上 考虑 特征 和 了 
A4=4°$, (5) 
和 特征 行列 式 或 特征 形式 . 
QP +++ $,)=14]. (5a) 
矢量 “的 初始 值 可 以 给 定 在 C 上， 于 是 我 们 说 ， 

BEC £Q+0, 则 微分 方程 (4) 沿 着 C 由 任意 给 定 的 初始 值 唯一 地 确定 了 一 切 
导数 4, 的 值 ;在 这 种 情况 下 称 曲面 C 为 自 由 的 . 

BEC EQ=0, 则 称 C 为 一 特征 曲面 . 这 时 存在 着 微分 算 子 Ly 的 特征 线性 组 
合 

IL[u] =V L [u]= 4ALu] (6) 
使 4 中 对 矢量 二 的 导数 在 C 上 是 内 导数 ; 4u] =0 构成 初始 数据 自身 之 间 的 一 个 关 
系 ,因此 不 能 任意 选取 这 些 数 据 . 

为 了 证 明 这 个 论断 ,我 们 先 注意 uon unb, 是 4 在 C 上 的 一 个 内 导数 .因此 只 
要 知道 了 一 个 (外 ) 导 数 ,就 可 以 由 数据 算出 在 C 上 的 值 ( 我 们 假定 了 天 0). 
H ¢, 乘 (4) WAR 

$,L[u] = 4"¢,u,, +9 = Au,+9=0, (4a) 
其 中 6 是 xz 在 C 上 的 一 个 内 导数 算 子 ， 所 以 ,在 141=Q:#0 的 假定 下 , RB w 的 线 
性 方程 组 (4a) 唯 一 地 确定 了 wn. 
OD 关于 细节 , 参 夏 第 六 章 3 


iad x 学 DEJ Ë 


反之 , 若 Q=141=0 , 则 有 非 零 矢量 /使 /4 一 0 。 用 1 乘 (4a) 则 得 方程 
lonL[u]=9=0, (4 b) 

它 是 由 作用 于 沿 C HOSE LT AGRE KTR F R E E n i 
以 人 8=0 是 约束 “在 C 上 的 初始 值 的 一 个 导数 关系 . 

特征 方程 8=0 的 形状 是 $(*) 的 一 个 一 阶 偏 微 分 方程 ， 如果 它 不 只 在 条 件 
$ 一 0 之 下 成 立 而 是 关于 * 的 恒等式 , 那 末 整个 曲面 族 $ 一 常数 都 是 由 特征 曲面 组 成 
的 、 当 ”>2 时 的 特征 显然 比 "一 2 时 的 4 个 曲线 族 复杂 得 多 . 因此 ,方程 组 的 理论 
当 ”之 2 时 自然 也 比 4 一 2 时 更 为 复杂 ， 

至 于 分 类 ,是 这 样 的， 车 关于 量 by +++ bn 的 齐 次 代数 方程 C=0 没有 任何 实数 
解 组 (除了 ,=0 之 外 ), 则 特征 不 存在 ,此 时 称 方程 组 为 椭圆 型 的 . 

车 与 椭 俩 型 的 情况 正好 相反 ,方程 8=0 对 于 任意 给 定 的 Op ++ bn 的 值 具有 
4 个 不 同 的 实 根 $。( 或 者 经 过 一 种 适当 的 坐标 变换 后 ,相应 的 断言 成 立 ) , 则 称 方 各 
组 为 完全 双 曲 型 的 ， 我 们 将 在 §6 中 讨论 双 曲 性 的 概念 和 它 的 意义 ,并 且 还 要 在 第 六 
章 中 更 详细 地 讨论 它 。 这 些 讨论 的 最 重要 的 目的 是 得 出 这 样 一 个 定理 。 对 于 双 曲 型 
方程 来 说 , Gauchy 问题 总 是 可 解 的 . 
、 4. 高 阶 微分 方程 。 双 曲 性 无论 单 个 的 高 阶 方程 或 者 高 阶 方程 组 ,情况 都 是 类 

似 的 . 

详细 的 情节 须 参看 第 六 章 §3 ， 我 们 在 这 里 仅 对 单个 的 m 阶 微分 方程 作 一 点 


简单 注 记 ， 用 记号 D, 表示 对 *, 的 偏 导数 运算 -， 我 们 可 以 把 微分 方程 写成 符号 


的 形式 
Lfuj=H (D,, +++, D,Jut K(Dy Da)xz+(z)= 一 0， (7) 
其 中 日 是 如 的 一 个 m 次 的 齐 次 多 项 式 , XK 是 一 个 低 于 m 次 的 多 项 式 , 一 切 系 数 都 
是 * 的 连续 函数 ， l 
Cauchy 342, BN, CA DAGE BR u AVE m1 阶 的 导数 在 曲面 
C: $(x4,，，…，%n) =0 上 的 值 构 成 的 ,我 们 仍 假定 9+0. 和 前 边 一 样 ,基本 问题 是 : 
在 什么 条 件 下 这 种 在 C 上 的 任意 数据 唯一 地 确定 4 在 C 上 的 m 阶 导数 值 ? 答案 是 ， 
必要 而 充分 的 条 件 是 特征 形 
Q (by ts bn) =A (bp tbn) 
在 C 上 不 等 于 堆 . 若 曲 面 C 是 特征 的 , 即 , 它 满足 方程 8=0 , 则 Hut Ku 是 C 上 的 
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一 个 m 阶 的 内 导数 算 子 .这 意味 着 ,方程 中 的 m 阶 导数 可 以 组 合成 m 一 1 阶 算 子 的 
一 阶 内 导数 ,因而 可 由 数据 算出 它 在 C 上 的 值 . 

证 明 时 ,可 以 引入 新 的 坐标 作为 自 变量 ， 取 y 为 这 些 坐 标 之 一 , 1,…, 入 -1 是 
取 在 曲面 $= 常数 上 的 内 坐标 。 于 是 不 难 把 函数 4 的 一 切 m 阶 导数 表示 为 mm 阶 “外 ” 
导数 (6"/6gm”)u 和 对 于 由 的 不 超过 mm 一 1 阶 的 导数 的 组 合 , 后 者 是 可 由 数据 算出 其 
值 的 ， 容 易 看 出 ,这 时 方程 有 下 列 形式 

Q(bp ………$n)zon 十 … 一 0 ， 
其 中 三 个 点 表示 由 数据 已 知 其 在 C 上 的 值 的 那些 项 ， 当 且 仅 当 Q 不 等 于 零 时 , 这 个 
关于 uon 的 方程 有 唯一 的 解 . EEC 上 Q= 0, 则 此 方程 表示 关于 数据 本 身 的 一 个 内 
在 的 条 件 . 至 于 双 曲 性 的 定义 , 它 仍然 是 按 特征 形 Q 的 性 质 给 出 的 , 因而 还 是 和 第 3 
小 节 中 一 样 ， 

5. 补 注 ”为 了 适当 地 推广 到 多 个 函数 的 情况 ,我 们 不 能 仅仅 重复 第 2 小 节 中 的 
双 曲 性 定义 ， 然 而 ,只 要 假定 方程 组 有 个 线性 独立 的 那样 的 组 合 一 一 每 个 组 合 仅 
含 未 知 函 数 4 在 一 1 维 的 曲面 C 上 的 内 导数 一 一 就 行 了 。， 以 后 在 第 六 章 8 3 中 将 
详细 讨论 这 个 定义 的 此 种 重要 形式 . 

第 二 个 注 记 是 关于 拟 线性 方程 组 的 。 本 节 的 一 切 重要 陈述 对 于 拟 线性 方程 都 仍 
正确 ， 这 时 特征 条 件 依赖 于 矢量 “在 C 上 的 值 , 所 以 不 能 不 管 所 考虑 的 特定 矢量 
而 独立 地 确定 特征 ， 这 样 引起 的 复杂 性 和 特征 的 定义 无 关 ,但 是 在 后 边 第 五 章 和 第 
六 章 中 构造 Cauchy 问题 的 解 时 是 很 重要 的 . 

最 后 应 当 着 重 指出 ,在 上 述 椭圆 型 和 双 曲 型 之 间 还 可 以 有 中 间 的 类 型 ， 例 如 ,在 
两 个 自 变量 的 情况 ,我 们 可 以 有 9 个 实 的 特征 和 p 对 共 罗 的 复 特征 , 而 9+2 P=, 
由 于 这 些 中 间 的 类 型 在 数学 物理 学 中 不 大 出 现 , 目前 关于 它们 的 研究 成 果 还 不 多 . 
对 于 多 个 自 变量 的 情况 ,此 种 中 间 类 型 的 典型 例子 是 “ 超 双 曲 型 "方程 

Ugg 十 “人 十 二 
其 中 4 是 27 个 自 变量 * My 的 国 数 (参看 第 六 章 , § 16) . 

6. Øj. Maxwell 方程 和 Dirac 方程 ”读者 不 淮 鉴定 波动 方程 是 双 曲 型 的 ， 
` Laplace 方程 是 椭圆 型 的 ， Gauchy -Riemann 方程 组 Ws—Vy—=0 ,Uy+ v=0 Fz Rh 
HJ, uy—vy=0 ,wy 一 vw 二 0 是 一 个 双 曲 型 方程 组 , =v. u=, 是 一 个 抛物 型 方程 
组 . . 

对 于 椭圆 型 的 情况 ,我 们 再 给 出 下 边 几 个 例子 ， 一 个 是 
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“Ou 
AAu=0 或 人 Iro 0， 
其 特征 形 是 
e=(S 
(Za) 
另 一 个 是 
Otu 
ar 0, 
其 特征 形 是 
o= D4 
一 个 “抛物 型 微分 方程 的 例子 是 
ww = AAU, 


其 中 有 ot EARE LAST MEE *。=t。 它 的 特征 形 ( LA) 是 退 
i=l 


化 的 ,因为 它 不 包含 变量 go. 
算 子 


ð? G 
( a- a X A297 )u=Adu—3 Autet 2 Ueees 


是 双 曲 型 的 ,因为 它 的 特征 形 用 变量 yb:…… $， 和 一 z RANE 
= 2_. gl z 497), 
Q (2# (2% 27?) 
它 显 然 具 有 所 需 的 性 质 。 


a GA tn 


是 一 个 中 间 类 型 的 ; 它 既 不 是 椭圆 型 的 , 也 不 是 抛物 型 的 , 又 不 是 双 曲 型 的 , 因为 特 
征 形 
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当 固定 变量 do o 时 仅 有 两 个 而 不 是 四 个 实 根 >。 
一 阶 方程 组 的 进一步 的 例子 是 Beltrami 微分 方程 
Wu,—bv,—cv,=0, 


W u, + av; +bv,=0, 


ab 
(3 «) 

是 正定 的 . 这 里 相应 的 特征 形 是 
—W, bb, teh, 


C= Wep, a,+ 54, 


FEW =1,a=c=1,b=0 的 特殊 情况 (Gauchy-Riemann 方程 组 ) 下 ,特征 形 是 Q() = 
— (63+ 63). 
Maxwell 微分 方程 组 实质 上 是 双 曲 型 的 .在 最 简单 的 情况 (真空 里 ) 下 ， 若 将 光 
速 取 为 1, 则 这 些 方程 是 
区 一 curl H=0, teurl Ç=0; 
其 中 区 = u, up w) ARBRE O= “o Ue) 是 磁场 矢量 ， 我 们 将 第 四 个 自 变 
量 ( 时 间 变 量 ) 写成 上 用 坐标 » 2 写 出 时 ,这 些 方 程 是 ， 


我 们 假定 方 阵 


=—W (ap? + 2 bpp +93), 


ot Oz Oy’ ot Oz Oy’ 

_ Ou 0 0u du, _ Ou _ Ou (8) 
Ot Ox Oz’ Ot ~ Ox Oz’ 
Ous Ou Ou, dug Ou, Ou, 


读者 不 难 证 明 特 征 形 是 

Q=s%(r9—-$3- 83-8), 
现在 Q=0 实质 上 是 波动 方程 的 特征 方程 。 这 一 点 反映 了 下 述 事 实 。 通过 消 元 法 可 
以 看 出 的 每 一 个 支 量 都 满足 波动 方程 ,并 且 下 述 定理 成 立 ， 假 定 从 特征 形 为 Q 的 
给 定 的 微分 方程 组 由 消 元 法 得 到 单独 一 个 方程 ， 那 术 这 个 方程 的 特征 形 必 为 < 的 
一 个 因子 ?证 明 贸 给 读者 ， 严 格 地 讲 ,由 于 具有 重 特征 , Maxwell 方程 组 不 符合 前 


1) 对 于 高 阶 方程 组 也 有 相仿 的 定理 。 
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RRM PERO EL. 以 后 将 此 概念 予以 推广 以 弥补 这 个 缺陷. 
Dirac 微分 方程 组 的 特征 方程 和 Maxwell 方程 的 特征 方程 是 相仿 的 。 Dirac 方 
程 组 包含 四 个 自 变 量 *，*a，*s Ar, (这 个 “=O MTR HK 
U= (Uy, Uy Uy Uy), 


At WS BAIS LAP 


0001 0 0 0 一 ; 
00 10 00 io 
“10100! S 0-10 0? 
100 0 i000 
0010 -10 0 0 
000-1 0-10 0 
=~) 1000) “100-10? 
0-10 0 0 0 0-1 
1000 
000 0 
po 9-10 
000-1 


于 是 这 些 方 程 是 


4 


Lalas —a,)u—pbu=0, 


这 里 的 矢量 (zi，cx 43) 是 与 磁 位 势 成 比例 的 ,一 a4 是 与 电位 势 成 比例 的 , 2 是 与 静止 
质量 成 比例 的 ， 按 照 我 们 的 规则 ,特征 行列 式 是 


Q$) = = (pit $3+ 43-9), 


4 
D Cu 
x=1 


它 是 变量 br $o $o d 的 一 个 四 次 形 ， 所 以 特征 流 形 还 是 和 波动 方程 的 特征 流 形 
一 样 . 

最 后 ， 我 们 通过 简短 的 计算 来 说 明 单独 一 个 高 阶 方程 的 特征 的 定义 和 由 它 得 出 
的 一 个 一 阶 方程 组 的 特征 的 定义 的 等 价 性 ， 如 果 我 们 把 二 阶 微分 方程 


第 三 章 高 阶 微分 方程 145 


n 
5 Aik Uy ge, t °° =O 
ik=l 


化 为 一 阶 微分 方程 组 


ð OPn 


那 末 ,对 于 这 个 方程 组 来 说 ,特征 条 件 是 
Dappe Daa be ，… Eana rph Dann he 


dy 0 ... 0 一 $ 
0 n see 0 一 ‰ |=0, 
0 0 eve . Pn —Pn-} 


即 
(—1)" pR? x tix Pi Ox =0;, 
i, k= 
它 和 上 列 单独 一 个 二 阶 方 程 的 特征 条 件 显然 相符 合 . 
进一步 的 例子 见于 以 下 几 节 以 及 第 五 章 和 第 六 党 。 


§ 3， 当 系数 线性 微分 方程 


对 于 具有 常 系数 的 线性 微分 方程 (以 及 其 它 可 以 化 为 这 种 类 型 的 方程 ) 较 之 一 般 
情况 可 作 更 完善 的 处 理 。 此 外 ,因为 方程 在 一 点 处 的 分 类 仅仅 是 根据 系数 在 当地 
的 值 ， 所 以 ,为 了 区 别 各 种 类 型 , 就 只 需 考 虚 常 系数 的 情况 。 事实 上 ,在 一 点 附近 可 
以 用 一 个 常 系数 线性 方程 组 局 部 地 近似 一 个 线性 或 拟 线性 方程 组 ， 这 样 的 常 系数 方 
程 组 就 是 用 原 方程 组 的 系数 在 P 处 的 值 代替 它们 在 P 的 邻 域 上 的 值 所 得 的 结果 ， 

1. 二 阶 方程 的 分 类 和 标准 形 我们 考虑 一 个 二 阶 算 子 


Lu] = 》， Aik Ugg toes (1) 
ikal 


或 微分 方程 Lu]=0, EPRA air 一 ax 都 是 自 变 量 My tr te Xn EAR G 
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上 的 连续 可 微 函 数 , 并 且 式 中 三 个 点 表示 4 的 低 于 二 阶 的 式 子 。 称 二 阶 的 式 子 为 此 


mcrae, 
微分 算 子 (1) 的 分 类 依赖 于 变量 代 换 
CA e.r, Sn) (一 1;2，……… n) (2) 


在 某 个 点 POC #9) = (x), wh …3% 凡 处 对 这 微分 算 子 的 形状 的 作用 .以 大 记 Ots/O%p 
我 们 有 
thy = D bh Ue, 和 Ugg, = Sy ter ti, Mkt ee 
kal k=! 


其 中 三 个 点 仍 表示 函数 的 不 高 于 一 阶 的 式 子 。 变 换 (2) 把 算 子 (1) 化 为 


A[u]= X antes tees, . (3) 
ikel 
其 中 系数 xi 是 由 下 列 变换 确定 的 ， 
,Qik = y fxr tis a, . (4) 


lesa] 


EAE, L[4]j 的 主 部 的 系数 所 受 的 变换 和 对 变量 y; 作 仿 射线 性 变换 
Yi= Stn M (5) 
I=! 


PIU O= Dies au Vi y ( 它 是 (1) 的 特征 形 ) 的 系数 所 受 的 变换 是 一 样 的 。 恒 
可 用 仿 射 变换 把 这 种 二 次 形 化 为 典 则 形 


Q= Bs "is 
i=l 


其 中 系数 *; 仅 取 值 +1, 一 1, 或 0， 称 负 系 数 的 个 数 为 惯 定 指标 ， 等 于 零 的 系数 的 个 
数 是 仿 射 不 变量 ， 因 此 ,这 些 数字 表征 着 微分 算 子 在 点 P" 处 的 特性 , 
若 一 切 的 <: SEF 1 REST- 1, 则 称 微分 算 子 (1) 在 点 Pk ARAR. 

如 果 一 切 的 <; 除了 一 个 例如 <» 之 外 都 有 相同 的 符号 ,譬如 说 都 是 正 的 ( 那 末 " 是 负 
的 ), 则 称 (1) 为 “狭义 双 曲 型 的 ?或 者 简称 之 为 双 曲 型 的 如 果 有 些 ": 的 符号 是 正 的 
而 其 余 的 都 是 负 的 , 则 称 (1) 为 超 双 曲 型 的 ， 如 果 Q 是 退化 的 ,此 时 系数 <: 中 的 一 个 
或 几 个 等 于 零 , 则 称 (1) 为 抛物 型 的 ， 相 应 地 也 称 方程 LLx]=0 为 椭 贺 型 的 , We 
的 , 超 双 曲 型 的 ,和 抛物 型 的 . 
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如 果 微 分 算 子 (1) 在 一 点 处 是 椭圆 型 的 ， 那 末 在 P 处 必 可 利用 适当 的 线性 
变换 把 相应 的 微分 方程 化 为 ww tuum bo, FO. FH, BALD 
是 双 曲 型 的 , 则 可 把 方程 化 成 

Uns, F Ugoxs tte + Ly 


— i, eorex 
adres! MM + 0. 


但 是 ， 一 般 地 说 来 ， 不 能 在 整个 区 域 上 找到 同 一 个 变换 把 方程 化 为 这 些 标准 形 之 
D» 

然而 如 果 算 子 (1) 的 系数 a 都 是 常数 ,那么 就 可 以 用 仅仅 一 个 由 变量 *; 到 变量 

$1 的 仿 射 变换 
E= $ tinn 
| k=l 

在 整个 区 域 上 把 它 化 为 标准 形 。 这 个 变换 和 (5) 一 样 把 特征 形 化 为 它 的 典 则 形 . 如 
果 仍 旧 几 4o 4p ,xn 记 新 的 自 变 量 并 且 算 子 (1) 是 齐 次 的 ， 那 末 微 分 方程 就 取得 
下 列 形式 ， 7 

并 Ky Uy 4 十 Sih Uy + cu=0, (6) 

i=l i=l 
其 中 «i 等 于 1, 一 1, 或 0. - 

在 常 系数 的 情况 下 ,5: 和 < 都 是 常数 ,那么 还 可 以 利用 因 变 量 的 一 个 变换 去 掉 和 
+0 相应 的 关于 4 的 一 阶 导数 项 而 进一步 化 简 方 程 。 我 们 路 开 抛物 型 的 情况 不 
论 ,并 令 

u=v exp{— Ly 2te,} (7) 


1=1 5? 


D RE§1 中 一 样 ,如 果 我 们 要 把 变换 后 的 算 子 
AÇuj= Z, amut, tere 
的 方 阵 (xw) 的 主 对 角 线 以 外 的 元 素 都 去 掉 ， 那 么 我 们 就 必须 要 nn PR t, met n(n -1) 个 条 件 ( 参 
FARU) 
Hinta -1)>n 时, 即 当 n>3 时 , 这 方程 组 是 超 定 的 ;因此 它 一 般 地 无 解 。 当 n=3 时 , TYAS 
导 SUR RANE 二 阶 非 混合 导数 的 系 都 相等 了 。 
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而 从 4 中 分 离 出 一 个 指数 函数 因子 。 这 时 微分 算 子 (1) 化 为 


Ce 和- 二 开关 [E eat +(e- 2#), (8) 


1=1 《1/ 
Oy REA) TOMAR RA E 
2 KiY g y, + pv= f (ar Bayes, ¥n), (9) 


其 中 f 是 自 变量 的 一 个 已 知 函 数 ,是 一 个 常数 。 所 以 ,一 切 常 系数 的 二 阶 线性 机 加 
ike RANTLE 

Av+ po= f(x, Kas ots Nn)s 
DERMIS Si RH TLE 

Av— Vu pus f (tp ptt, Xm t), 
(这 里 我 们 考虑 1 NARE so sb tm & xo 一 5 并 且 对 于 (An e tn RM 
Laplace HFA.) 
2. 二 阶 方程 的 基本 解 ”在 以 后 的 各 章 中 将 会 显 出 "， 对 于 一 切线 性 方程 来 说 ， 
不 论 是 椭 贺 型 的 或 双 曲 型 的 ,不 管 它 是 几 阶 的 或 者 它 的 系数 怎样 变化 ,由 某 些 奇 异性 
定义 的 “基本 解 ?都 扮演 着 一 个 重要 的 角色 ， 在 这 里 我 们 仅 插入 关于 常 系数 的 二 阶 线 
性 椭圆 型 方程 的 一 些 简明 而 初步 的 讨论 ， 我 们 考 虚 方 程 
L[u]= Au + pu=0 


并 且 由 寻求 仅 依赖 于 由 点 * 至 一 参 变 点 E 的 距离 "= 了 Ei) 的 “基本 ” 解 
开始 .将 Laplace 方程 化 到 极 坐 标 面 上 ,我 们 得 到 (参看 卷 I ,174 页 ) 


urr t z- u, + pu =0, (10) 
容易 验证 ,函数 


w(r) == 


满足 以 4+1 RE 一 1 时 所 得 的 方程 ， 


atl y+ pw=0, (11) 


W,r t 


1) 特别 可 参看 第 六 章 3 15。 
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于 是 ,下 把 w 改写 成 媚 我 们 就 能 用 递 推 法 求 得 当 取 任何 正 整数 值 时 的 “基本 解 ”, 因 
为 当 4=2 和 n=3 时 的 基本 解 可 由 下 列 常 微分 方程 分 别 求 出 ， 


ul +t + ou=0, 


u” + Zu +ou=0, 


当 ? 一 0 时 , 即 ， 对 于 Laplace 方程 来 说 ,除了 一 个 任意 常数 因子 而 外 ， 基 本 解 分 
别 是 


u= log All u= 4, 


于 是 当 ”> 3 时 我 们 得 到 基本 解 
ua Br, 
当 p 姑 0 时 ,假定 =05 引 用 虚数 记号 := 一 T, 则 当 n=1 时 我 们 有 


所 以 当 n=3 
. eiT 
u= to 


r? 


u= -o( 4-5 yer, . 


r? io r?’ 


等 等 。 于 是 当 7 为 奇数 时 一 切 的 解 都 可 以 用 三 角 函 数 来 表示 (车 2<0 则 为 双 曲 线 
函数 ) . 
对 于 偶数 的 n 我 们 有 = 一 2 时 的 
uxaJ (wr) +BNo(or) + 正则 函数 ， 
其 中 yo 和 N o= (2/2) Jo(ur)log r+ +++ EVRA Bessel 国 数 和 Neumann HR, f 
都 是 常数 。 如果 取 “ 为 零 , 则 可 求 得 n=4 时 的 奇异 解 


J 
u= Or) + 74(or) log r+ere, 


(RB So(or)/r 在 r=0 处 是 正则 的 。) 我 们 称 这 个 解 为 基本 解 ， 一 般 地 不 难 判明 : 
当 1 为 大 于 1 的 奇数 时 ,奇异 (“基本 ”) 解 是 


U= ttt’, 
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当 4 为 偶数 时 ，、 


u= 


+W logr+...，, 


pana 
HRSET ARR EMS MY 是 C[UJ=LLV]=0 的 正则 解 . 
当 e<O BY, Bl o Ay AY ORRERI. 
MT Mh AY ee 
Lu] = uy — Au— pu=0, (4 = %y, +09, Xp) (12) 
完全 相仿 的 讨论 得 出 下 列 结果 ， 
我 们 寻求 方程 (12) 的 仅 依赖 于 由 +1 ASA PHA +) BERR DHR 


曲 距 离 ” 
7 一 (t—rt)? 一 Z (x, —8,)? 
1 


的 奇异 EER. HTF 我们 得 到 沼 微分 方程 - 


n—i 
T 


uf 十 


和 前 边 相 仿 ,在 锥 面 ">=0 上 有 奇异 性 的 基本 解 具 有 和 上 述 椭 贺 型 的 情 况 相 同 的 形 
状 ， 主 要 的 差别 在 于 ， 此 刻 的 奇异 性 是 散布 在 整个 锥 面 上 的 ,并 且 函 数 "在 锥 体 之 外 
没有 定义 , 或 者 也 可 把 它 在 那里 定义 为 恒 等 于 零 ! 但 是 在 酉 圆 型 的 情况 里 仅仅 * 二 5 
是 基本 解 的 奇异 点 。 此 种 基本 解 (可 以 乘 以 适当 的 常数 或 者 加 上 Llu] =o 的 任 一 正 
则 解 ) 的 重要 性 在 第 六 章 中 将 变 得 更 为 明显 .在 第 一 卷 中 ,我们 已 经 在 Green 函数 的 
形式 下 遇见 过 这 样 的 解 ( 见 卷 ,第 五 章 ,§ 14). 

我 们 于 此 指出 ， 这 些 基本 解 *(*,8) 作 为 点 * 和 和 参 变 点 的 函数 具有 下 列 基本 性 
质 ， 

在 椭圆 型 的 情况 下 , 展 布 在 包含 点 * 的 一 个 区 域 C 上 的 积分 


(一 人 AGE en) us, dE dE 


满足 带 着 一 个 适当 的 常数 c 的 Poisson 方程 
LLv]=cf (a). 


u—pu=0. 


特别 是 当 2 =3 时 ,积分 


w=f ff IO 


wr 


ax, -++ dx, 


et 
wor 
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满足 “ 约 化 的 波动 方程 ” 
Av+w%v=0, 
在 双 曲 型 的 情况 下 可 以 证 明 ， 若 积分 区 域 C 占 满 由 点 * 发 出 且 指 向 $ 空间 的 特征 
锥 , 则 2(%*) 也 满足 所 论 微分 方程 ( 见 第 六 章 § 15). 
3. 平面 波 我 们 转向 任意 《 阶 的 方程 ,并 且 仍 旧 把 = 个 自 变量 peen 
分 方程 写成 符号 的 形式 ， 
(PiDit PkiDit +++ + Pout f=0, (13) 
其 中 Pi 是 符号 Pi=0/0x， (i 二 1,.…, n) 的 常 系数 次 齐 次 多 项 式 ，f 为 自 变数 的 
已 知 函 数 . 我们 只 须 考 虑 齐 次 方程 2; 即 , 假定 / 二 0。 然 后 , 就 不 难处 理 非 齐 次 方程 
了 (参看 84). 
基本 的 事实 是 ， 不 论 有 几 个 自 变 量 , 齐 次 方程 (13) 都 具有 指数 函数 的 解 <”, 其 
中 
(AX) =a% +a% t :aX 
a, 为 常数 〈 有 时 我 们 把 (a, *) 写成 a.*)、 这 样 的 函数 为 解 的 必要 而 充分 的 条 件 是 
a 二 (&,，…) 满 足 * 次 的 代数 方程 | 
Q* (a) =P, (a) + Pri(a)+ ++. + Po=0, (14) 
它 在 坐标 4p ays an 的 空间 里 定义 了 一 个 4 次 的 代数 曲面 Q"(4) = 二 0。 不 过 ,分 类 
则 仅仅 根据 齐 次 方程 
| Q(a) =P, (a) =0; 
这 个 “特征 方程 ”只 取决 于 微分 方程 的 主 部 ; 它 确定 了 特征 面 元 的 法 线 ”. 这 是 和 8 2 
的 定义 相符 合 的 . l 
例如 ,在 三 维 空间 里 对 于 Laplace HE uy, + Uy, + Urm Au=0 RBA af + ait 
aj=0, MARZ a, 中 至 少 有 一 个 〈 例 如 “sa) 是 虚数 ; 相应 的 解 可 以 写成 如 下 的 形式 
efartya, eV artar, 
ME Fe Bb BB RMA eh teeta) ie th RA a, 满足 at aj + a}—a} = 
0; MESA” RA BE Aut o'u=0 我 们 有 aitaita, HERR E 4 = 
Au, 我 们 有 ait a} + a—a,=0, 


D HARARRHBEW OEM: Bul%, ty +++ 4%.) 是 齐 次 方程 的 一 个 解 , E 是 任意 的 参数 , 则 ule, ~ 
Er a- Eq 5 一 地 ) 以 及 偏 导数 Ou/Ox, 也 都 是 解 . 
2) 到 于 整个 方程 的 意义 ,参看 L. Girding[2]. 
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如 果 方 程 Q(a) =0 没有 任何 实数 解 组 ap e 4m 则 称 微分 方程 为 椭 贺 型 的 . 

4. 平面 波 ( 续 )。 前 进 波 . 弥散 ”在 以 下 的 几 小 节 中 我 们 将 初步 研 究 表 示 传播 
现象 的 解 ， 特 别 是 发 生 在 双 曲 型 情况 下 的 平面 波 . 除了 个 空间 自 变量 * 而 外 , 我 
们 还 考虑 一 个 自 变量 xo= 与 作 * 与 ERE a: (ay, +++, an) RBA) =at t 
tantn =A JEER 

B=ax—bt=A—bt 
为 相 ,其 中 一 ?二 oo 为 一 常数 . | 
先 假定 微分 方程 仅 包 含 主 部 , 即 ， 仅 具有 % 阶 的 项 , 换 旬 话说 , 当 x<* 时 已 .=0. 
这 时 有 下 述 重 要 的 事实 ， 不 仅 上 述 指数 函数 是 解 ,和 而且 形状 为 
u= f (B) (15) 
OARENIEN, 这 里 波形 S (2) BH B=4— be 的 任意 函数 ,并 且 系 
数 a, MI 满足 特征 方程 0( 一 ba) =0( 参 考 §2,4). 

假定 实数 组 ive am 满足 这 个 方程 , 则 函数 (8) 表示 无 畸变 即 波 形 不 变 
的 ) Ea. 

一 个 齐 次 线性 微分 方程 [x]=0 的 平面 前 进 波 的 意思 指 的 就 是 形状 为 (15) 的 
解 . 

这 种 平面 波 在 n+1 维 的 *,t 空间 里 的 相 平 面 族 

B= (ax) —bt= 
中 的 每 一 个 平面 上 的 值 都 取 一 个 常数 值 . 

为 了 引出 “前 进 波 ” 这 个 名 词 ,我 们 考虑 空间 变量 xu tp eet, €n H n 维 空间 Re 
在 其 中 “ 场 "“ 随 时间 + 而 变 。 形状 为 (15) 的 一 个 解 上 在 相 了 为 常数 的 一 族 平行 平 
面 的 每 一 个 平面 上 的 值 都 是 同一 个 常数 。 一 个 相 为 常数 的 平面 以 不 变 的 速度 在 空间 
R 里 保持 平行 于 自身 而 运动 . 

#4 


n : n 
a=pan Sial=1, p= Soa}, b=py, 
i=] i=] 


Bad—be=o( oti—yt) =((ax)—70) = pH, 


i=] 
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u= f (B) =$(E), 
则 得 解 的 另 一 表达 式 ， 其 中 数 ”, 是 平面 波 的 法 线 的 “方向 余弦 ” Ty 是 波 传播 的 束 
率 。 仍 旧称 轧 为 波 的 相 , 函数 $ 或 / 为 波形 . 
例如 ,通常 = 个 空间 变量 的 波动 方程 ev 一 w: 一 0 有 形状 为 
u=¢ġ( (ax) —t) 
OTIR RAUL e ICME RS Ree =D A, W LE 

ee eee 的 于 面 波 解 ， 所 有 
这 些 波 都 以 速率 y=1 前 进 . 

由 于 波 SO) 表示 任意 形状 的 波 ( 或 信号 ) 以 速率 7 ( 沿 相 平 面 的 法 线 方向 «) 保 
持 形状 不 变 而 迁移 ,所 以 称 为 无 弥散 的 波 . 

车 对 于 任 一 方向 a 来 说 ,特征 方程 Q=0 和 皆 具 有 个 不 同 的 实 根 7, 即 , 沿 每 一 个 
方向 上 的 无 畸变 波 都 有 4 个 不 同 的 可 能 的 速率 ,但 沿 不 同方 向 的 速率 不 必 相 同 , 则 称 
微分 方程 (13) 为 双 曲 型 的 以 后 我 们 将 在 某 些 情况 下 允许 特征 方程 有 重 根 而 推广 这 
个 定义 )。 如 果 微分 方程 包含 有 低 阶 项 ， 那 末 仍 然 保留 这 个 根据 特征 方程 C 一 0 而 下 
的 双 曲 性 的 定义 . 

对 于 含有 低 阶 项 的 即 , 不 是 当 << 时 的 一 切 多 项 式 P, BESTER MOY 
程 (13) 来 说 ,情况 和 无 畸变 波 的 情况 是 不 同 的 。 假 定 前 进 波 存在 , 那 未 它们 不 再 能 有 
任意 的 形状 ,也 不 能 由 法 线 方向 确定 它们 的 速率 。 事 实 上 , 它们 的 形状 只 能 限于 指数 
函数 ; 它 取 决 于 给 定 的 方向 和 给 定 的 速率 . 


我 们 先 考虑 下 边 的 例子 ， 
Au— us + cu=0 . (16) 
其 中 co 产 0， 设 “= /(B) 是 方程 (16) 的 一 个 平面 波 , 其 中 
B= (ax) — bt, 
于 是 ,对 于 给 定 的 a 和 我 们 立即 得 到 方程 。 
f" (B)(a?—b?) + f(B)e=0, (17) 


这 就 是 说 ， 六 3) 必须 满足 一 个 常 系数 的 线性 微分 方程 ， 这 个 方程 限定 了 波形 函数 
(8) 必 须 是 指数 函数 ， 显 然 , 当 速 率 7=1 时 , 即 当 及 =a? 时 ,不 再 有 前 进 波 了 . 然 
而 , 对 于 任何 别 的 速率 和 方向 , 方程 (17) 决定 了 可 能 的 指数 函数 波形 ， 所 以 ,微分 方 
EC RA AR TOL ERREI GRR 1 HRN AHS 
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取 特殊 的 波形 . 

当然 ,指数 函数 /(8) 的 形状 取决 于 常 微分 方程 (17) 中 系数 的 正 负 号 . 

从 物理 学 的 角度 看 ,我 们 应 当 除去 在 空间 里 非 一 致 有 界 的 解 ; 换 句 话说 , 我们 只 
能 考虑 形状 为 

FCB) = etp Casy zed 

的 波 , 其 中 。 DAR, ATER EE o> 0, MERE >b 的 任何 方向 上 ， 即 ， 
对 于 低 于 极限 速率 y=1 的 任何 速率 ， 存 在 着 这 样 的 波 、 对 于 超过 这 个 极限 的 速率 ， 
解 f(8) 不 属于 容许 的 波 类 ,因为 它们 在 空间 里 是 无 界 的 . 

不 管 怎样 ,微分 方程 (17) 在 下 述 的 意义 上 表示 一 种 弥散 现象 ， 假 定 解 EEH 
一 方向 上 的 前 进 波 的 番 加 ,它们 的 形状 都 满足 (17) ,那么 各 不 同 的 分 量 以 不 同 的 速率 
而 传播 ;所 以 一 个 复合 波 的 形状 必 随时 间 而 改变 。 

其 次 考虑 一 般 的 微分 方程 (13) ,前 进 波 


a=f(8)=/( 守 (ax) 一 此 ) 
i 


的 形状 /(8) 仍 旧 取 决 于 一 个 常 微 分 方程， 
FRB) Py (3,2) + f*-'(B) Py (—3, a) +++ + f(B) PL =0, (18) 

当 任意 取 定 参数 no 一 一 a, ++, an 的 一 组 值 时 , 它 的 系数 都 是 常数 ， 和 前 边 一 样 ， 
我 们 以 条 件 
l B=ip(a%i t +e +0,%,—yt) 
限制 容许 的 波形 ,其 中 a, =Po, anp 二 6b 二 一 ey, 所 以 p 是 频率 ,a 是 法 线 方向 ,y 是 波 
的 速率 ， Me 都 是 实数 ,而 X=p+i9 可 以 是 复数 . 

对 于 任意 的 p? 和 ,方程 (18) 把 速率 y 确定 为 方向 a 和 频率 p 的 连续 函数 , 但 要 
除去 一 个 例外 的 情况 , 即 当 (18) 的 系数 除 P 的 系数 之 外 皆 等 于 零 的 情况 ?. 


L 例如 ,对 于 方程 (16) 着 取 违 率 为 1 而 方向 为 任意 时 就 没有 前 进 波 . 
另 一 个 弥散 的 例子 是 方 各 


Au — ty, + Duy, um, 
iaj 
决定 例外 方向 和 速率 的 条 件 是 
a? ~ dim, Da, -2 一 0. 
i=} i=1 


如 果 a, 和 > 满足 这 两 个 条 件 , 那 末 就 可 以 存在 任意 形状 的 前 进 波 。 它们 的 传播 速率 为 1 而 方向 属于 
t Eista 20, 
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如 果 对 于 给 定 的 p 和 co 来 说 ,速率 7 具有 一 个 虚 部 9， 那 末 可 以 把 波 写成 下 列 形 

状 ， 

eipCat pt eget | 
我 们 称 之 为 在 空间 一 定点 处 的 波幅 随时 间 按 指数 规律 递减 的 阻尼 波 〔 通 常 弃 去 带 有 
因子 er(9>0) 的 解 ,因为 当 : 增 大 时 它 是 无 界 的 ) . 

这 时 仍然 有 畸变 或 者 弥散 现象 ， 一 个 初始 的 简 谐 分 量 FC” 以 依赖 于 频率 的 速 
率 传播 ;于 是 由 形状 为 。?%” 的 项 的 天 加 所 给 出 的 的 初始 形状 随时 间 而 畸变 (除了 
由 阻尼 所 致 的 减弱 而 外 ) ,因为 不 同 的 分 量 按 不 同 的 速率 传播 ,或 者 说 ,按照 它们 的 不 
同 频 率 而 “弥散 ”. 

总 之 ,平面 前 进 波 系 是 弥散 的 情况 还 是 无 畸变 的 情况 ,决定 于 微分 方程 中 有 无 低 
阶 项 ， 在 弥散 的 情况 下 , 沿 一 个 给 定 方向 上 的 前 进 平面 波 的 波形 是 指数 函数 ,而 速率 
可 随 频率 连续 地 变化 。 在 无 畸变 情况 下 ,波形 可 以 是 任意 的 ,但 是 速率 只 能 是 特征 方 
程 的 几 个 不 同 的 根 ". 

5. 例 . 电报 方程 。 电 缆 中 的 无 畸变 波 UPR tu = Aw 速率 为 “ 且 具 
有 任意 形状 


{X æžı—cet ) (4=1) 


的 定形 前 进 平面 波 沿 任何 方向 丝 可 能 存在 ,一 个 更 一 般 的 例子 是 电报 方程 

urt— City, + (a+ Bu +asu=0, (19) 
其 中 电压 (或 电流 )4 是 时 间 上 : 和 沿 电缆 的 位 置 * 的 国 数 ;7 是 由 一 起 点 量 得 的 电缆 的 
KE. 


D 研究 一 下 当 k<4 的 那些 系数 Pk 随 着 一 个 参 变数 趋 于 零 时 由 第 一 种 情况 到 第 二 种 人 情况 的 转化 是 一 个 有 


教 益 的 练习 。 
2) 这 个 微分 方程 是 由 下 列 关 于 电流 i 和 电压 u (它们 都 是 xy 和 + 的 函数 ) 的 两 个 一 阶 偏 微 分 方程 消去 一 个 
AAR MS HH: 
Cu, +Gutiz=0, 
Li,+Ri+u,=0, 


REL AAMHER, RECHA, CRENDMES, G 是 它 的 分 路 电 史 《以 电压 除 电 流 )。 方 程 
(19) 中 的 由 消去 法 得 出 的 常数 的 意思 是 


G R 
让 LO, amt B= Ts 


其 中 "为 光速 ,a 是 电容 阻尼 因子 ,4 是 电感 阻尼 因 于 。 
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除了 a=B=0 的 情况 之 外 , 这 个 方程 表明 有 弥散 现象 ， 若 令 "一 e 妇 pw 则 
得 较 简单 的 关于 的 方程 


这 个 新 的 方程 当 且 仅 当 

a=f (20) 
时 才 表 示 无 弥散 的 现象 .在 这 个 情况 下 ， 原 来 的 电报 方程 当然 不 具有 形状 任意 给 定 
而 绝对 无 畸变 的 波 这 种 解 ， 然 而 ,我 们 的 结论 可 以 叙述 如 次 ， 若 条 件 (20) 成 立 , 则 电 
报 方程 具有 形状 为 


上 
一 二 (C++PB)z 
ure 2 f 


(* +ct) (21) 
的 衰减 的 然而 是 “相对 地 ” 定形 的 前 进 波 ， 其 中 Í 是 任意 的 ， 前 进 是 沿 着 电缆 的 两 个 


这 个 结果 对 于 电报 学 是 重要 的 ; 它 表 明 , 给 定 了 电 绕 的 电容 和 电感 的 适当 的 值 
时 ,信号 可 以 传送 而 其 形状 保持 相对 地 不 变 ,虽然 它 的 强度 要 随时 间 而 衰减 (参考 第 
五 章 附录 工 ). 

6. 柱 面 波 和 球面 波 ”次 加 原理 对 于 我 们 的 微分 方程 还 能 引出 解 的 其 它 重 要 形 
Ne AR 

(a) 柱 面 波 ， 二 维 的 波动 方程 

Uyy t Lyy— Urs = 0 (22) 
有 解 
exp{ip(% cos 6+ y sin 0) }exp{ipt}, 
这 里 9. p BP TTHLIE RED BE. AFIA O 积分 这 个 “平面 波 ", 则 得 新 的 解 
u(%, y, t) =e f” exp{ipr cos (0 一 p) }d0 =2 met Jaler), 


其 中 极 座 标 wm p At. y 的 关系 是 “=r cos pyar sin p。 这 个 解 表示 一 个 驻 波 . 
于 是 ,Bewsel 函数 Jo RINT BAA ER (22) HTB TRE, 即 一 个 所 谓 桂 而 
波 。 这 个 解 在 原点 “一 0 处 是 正则 的 . 
利用 平面 波 的 侮 加 ， 我 们 还 可 以 构造 出 一 个 在 原点 有 奇 性 的 解 ， 它 反映 着 位 于 
原点 的 点 源 的 辐射 过 程 (参考 $ 4)。 为 了 造 出 它 ,我 们 要 利用 广义 的 波 ， 考 虑 图 5 中 
所 示 @ 平面 上 的 复 积分 路 线 /( 参 考卷 工 第 七 章 ) ,并 作 复 积分 
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“一 co 人 et coso dð = net Hi (pr), 
这 里 H) 表示 Hankel 函数 ， 于 是 “是 波动 方程 的 一 个 解 . 
这 两 个 柱 面 波 都 是 AR, SR, 对 于 空间 变量 " 来 说 都 是 振动 的 但 不 是 
周期 的 . 


(>) 球面 波 .在 三 维 空间 里 ,情况 稍 有 不 同 ， 由 多 
exp {ipt} exp {ip (ax + By +yz)}=exp {ipthw 
通过 在 a, A y 空间 里 的 单位 球面 上 做 w AD, RPAH A 
v=ff elon Byte d 2, 


其 中 de 是 单位 球面 上 的 面 元 。 因为 这 个 函数 当 坐 标 系 旋转 时 显然 是 不 变 的 ， 所 以 
我 们 在 计算 时 可 以 令 * 二 二 0,z=r。 在 wp, y 空间 里 引入 球 坐 标 9，w, 则 得 


27 a 
v=f dy f ezpr esin 6 dG 
0 0 


4n sin pr 
P r o’ 


FEH TE WU AY A MED PT Em, BAT BI, 在 原点 为 正则 的 、 球面 
驻 波 


exp {ipt} ner sin ner 


反映 辐射 现象 的 在 原点 具有 奇异 性 的 波 也 必须 由 广义 的 平面 波 造成 ， 按 图 6 中 
的 积分 路 线 L 可 得 
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eter 


v=27 f eipr como sin Gd0 =27 
L 


(23) 
ipr 

用 实数 表示 时 ,我 们 同时 得 到 了 两 个 球面 波形 (cos pr)/r 和 (sin er)/r, 后 一 个 正 是 
刚才 所 得 的 一 个 正则 的 波形 . 


注意， 可 以 将 任意 点 (*，>,，z) (但 要 2 之 0) 处 的 平面 波 exp{ip(ax + By +y2)} 
登 加 而 造成 球面 波形 (23) ,不 管 这 个 点 取 在 什么 地 方 都 得 到 


eter 


- 72 
f n dp Í eiraxtpytto sin 0 dO =2 n—— (24) 
vu L 


ipr ? 


其 中 rtt 924+ =r? (24) 的 验证 简易 ?> ,可 以 略 过 . 
由 于 波动 方程 不 含有 弥散 项 ,所 以 我 们 可 以 用 任意 的 一 个 函数 f(%) 来 造 出 旋转 
对 称 波 


27 pn 
uf f fe—ae—py—y2) sin 0 d6 dg. 


这 个 式 子 是 旋转 不 变 的 ,所 以 我 们 在 计算 积分 时 可 令 * 二 y=0。 采 用 球 坐 标 ,我 们 得 
到 


u= 2r f" AG 一 reosg) sin 0 db = 2 (F(t r)—F(t—r)], 


其 中 f 的 不 定 积分 了 BERR. TE TER AR MK E , aR 


F(t+r)—F(t—r) 
r 


D 积分 (23) 和 (24) 的 等 价 性 的 证 明 涉及 两 个 复 变 是 的 Cauchy 积分 定理 , AA p0 变 到 p=0 仅 意味 
着 在 复 的 9 平面 上 的 积分 路 线 的 一 个 移动 (参看 也 WeyLL1], 其 中 有 公式 (24) 在 无 线 电波 传播 问题 中 
的 一 个 重要 应 用 )。 
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Fe fie”. 同样 ,函数 
Fern 和 rea) 


两 者 中 的 每 一 个 也 都 是 解 , 直接 验证 或 适当 改变 函数 f 或 了 均 可 证 明 . 这 些 在 原点 
显然 是 奇异 的 解 都 表示 在 空间 里 不 断 减弱 的 “球面 前 进 波 ”. 
而 且 , 这 些 也 是 三 维 空间 里 的 波动 方程 仅 依赖 于 空间 变量 " 的 所 有 的 解 ,因为 对 
FAZ ulr, CHUL HK Au=Uyy + Uyy Uss 化 为 
Az 一 Zrr 十 Pu =A (ru) op 
CRA 1,174 页 ). 所 以 波动 方程 Au 一 wi 二 0 化 为 方程 
AE (rit) pp (74) 2 1=0, 
据 第 一 章 § 1,1 例 7, 可知 其 一 般 解 为 
ru=F(t+r)+G(t—r), 
这 里 和 G6 都 是 任意 函数 . 


§ 4， 初 值 问题 ， 波动 方程 的 辐射 问题 


波动 传播 的 线性 问题 常常 可 以 借 又 加 微分 方程 的 已 知 特 解 的 办 法 而 得 到 解决 . 
间 题 总 是 ,在 给 定 的 :=0 时 的 初始 条 件 和 在 一 个 空间 区 域 C 的 边界 上 的 边界 条 件 之 
下 , 求 在 此 区 域 G 上 当 t> 时 的 解 x(%, ),* 是 空间 变量 ,是 时 间 变 量 ( 混 合 问题 ). 
如 果 G 是 整个 * 空间 并 且 不 提 任 何 边界 条 件 , 则 问题 化 为 较 简 单 的 情况 一 一 初 值 问 
题 ,或 “Gauchy 问题 "。 如果 与 上 无 关 , 因 而 无 初始 条 件 , 但 G 是 有 界 的 , 则 问题 为 
边 值 问题 . l 

在 本 节 中 ， 我 们 将 讨论 一 些 个 别 的 例子 ， 更 一 般 的 理论 将 在 后 边 作 系统 地 阐述 
(参看 $6). 

1. 热传导 的 初 值 问题 .2 函数 的 变换 对 于 传 热 方程 

Ugy— 4, =0, (1) 


1) 在 二 维 空间 里 , 积分 
u= 人 fC -roos 9) d8 


不 能 作 类 似 的 化 简 。 这 一 点 表明 偶数 维 空间 中 的 问题 和 奇数 维 空间 中 的 问题 的 根本 差异 ,这 是 已 经 指出 
过 的 ,在 $4 和 第 六 章 中 将 更 加 清楚 。 
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我 们 考虑 其 初 值 问题 ， 已 知 
u(#,0)=¥(*), 4t=0, 
对 于 变量 * 的 一 切 值 和 :之 0 求 具有 直到 二 阶 的 连续 偏 导 数 的 解 x(*, :)， 这 里 假定 
Ww(*) 处 处 是 连续 的 而 且 是 有 界 的 ， 
(y(x) (<M. 
由 前 边 ( 第 一 章 §3) 所 得 的 “基本 解 ”", 用 释 加 法 可 导出 这 个 初 值 问 题 的 解 , 


u(x, d= af Ve dé. (2) 


它 把 热 的 流动 表达 为 一 个 一 个 的 过 程 的 登 加 ， 在 每 一 过 程 中 初始 温度 除了 在 一 点 
% 二 8 处 之 外 处 处 为 零 ,而 在 这 个 点 处 在 初始 时 刻 有 和 (5) 成 正比 的 集中 于 局 部 的 
热量 . . 

我 们 来 验证 这 个 结果 ， 在 积分 号 下 进行 微分 ,立即 证 明了 当 :>0 时 (2) 满足 传 
热 方 程 。 为 了 验证 (:=0 时 的 ) 初始 条 件 ,我们 引用 新 的 积分 变量 0 二 GG 一 +)/2V E 
以 代替 所, 从 而 得 到 


-三 人 weraevTDerae (3) 


u= 


将 这 个 积分 分 解 为 三 个 部 分 ， 


Ltda Tye ” +f, =f ， 
PEI T = E. :充分 小 时 ,对 于 任意 给 定 的 小 正 数 8 由 于 函数 少 的 连续 性 和 显 
然 在 区 间 一 了 <o<T 上 成 立 的 不 等 式 |o1V ?< |t, MBSA Ye +20 V7) — 
y(x)1<s 在 此 区 间 上 成 立 ， 再 由 积分 【 。-"do = V 元 的 收敛 性 立即 可 知 当 : 充 
分 小 时 第 二 个 积分 /4 与 函数 %(x) 的 差 的 绝对 值 是 任意 小 的 量 ， 对 于 积分 Ss 
可 作 如 下 的 估计 ， 


M p-r 
J <- 天 | eda, 
| IS o 


M 2 
<f ede. 
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因为 积分 | e7 do 是 收敛 的 ,所 以 当 * 取 得 充分 小 时 这 两 个 积分 的 值 也 都 是 任意 
小 的 量 ， 于 是 所 给 的 函数 确实 是 所 论 Cauchy 问题 的 解 
对 于 二 维 或 更 高 维 的 传 热 方程 ,其 初 值 问题 的 解 有 相仿 的 明显 表达 式 .例如 , 考 
虑 这 样 的 问题 ， 求 方程 
Uyy + Uyy + Ug, — Up =O 
的 当 :>0 时 的 解 *(%, y, 231), 要 它 在 :一 0 时 等 于 给 定 的 连续 函数 UC, y, 2). 容易 
看 出 , 它 的 解 是 


u(%, Y, Z; t) 
a SSF vein Deded-oramc-ndE dy dt. (0) 


传 热 方程 的 另 一 个 初 值 问题 是 关于 一 个 封闭 的 一 维 热 导 体 的 (例如 一 个 铁丝 
A) ,不 仿 设 其 长 度 为 1， 这 个 关于 方程 ww 一 w=0 的 初 值 问题 的 提 法 和 前 边 是 一 样 
的 ;但 是 多 一 个 条 件 ， 函 数 光 (*) 和 解 w(x,t) 对 于 * 来 说 都 是 周期 为 1 的 周期 函数 . 
利用 特 解 
exp{—4 n?yt} (a, cos 2 av% +b, sin 2 mvx) 


的 稚 加 ,在 初始 函数 Y(~) AT RA BSH Fourier 级 数 
W (x) = p+ £ (a, cos 2 non +b, sin 2 vx) 
的 假定 下 ,我 们 找到 形状 如 下 的 解 ， 
u(x,t) = 3+ 二 (a, cos? reve + b, sin 2 ave) er"? | 


用 积分 表示 出 Fourier 系数 并 且 交 换 求 和 与 积分 的 次 序 >On Be 可 以 这 样 
做 ) ,我 们 得 到 


u(%, t) 一 f ! WCE) fi +2 £ e~t ticos rev (% —E) lag, (5) 
v=] 


另 一 方面 ,如 果 想 到 


Ca E 7) 
W (% 一 5 -| (6) 
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是 传 热 方程 的 周期 为 1 的 一 个 周期 解 ， 我 们 还 能 以 不 同 的 方法 求 得 所 论 问题 的 解 . 
由 上 边 的 讨论 可 知 所 论 初 值 问题 的 解 是 
| u(x, =f VW (2—8, dE, | (7) 
比较 这 两 个 解 并 应 用 变 分 法 的 “基本 引 理 ”n, 由 于 函数 (8) 是 任意 的 ,我 们 得 到 
恒等式 
1 


Z oN cos Breve = Py ema, (8) 
ym t Y=- 


这 个 恒等式 的 *=0 的 特殊 情况 已 经 在 前 边 ( 卷 工 , 第 58 页 ) HARE 9 函数 的 变换 
公式 推导 过 了 , 它 在 这 里 又 从 传 热 方程 得 到 了 说 明 . 

结论 (8) 的 根据 在 于 解 (5) 和 解 (7) 是 恒 等 的 ， 为 了 证 明 初 值 问题 的 解 是 唯一 的 ， 
我 们 来 证 明 初 值 为 零 的 解 一 一 即 初 值 相同 的 两 个 解 的 差 一 一 是 恒 等 于 零 的 .事实 
上 ,以 4 乘 方程 ws 一 必 一 0, 在 所 论 区 间 上 积分 并 利用 周期 性 ,我 们 得 到 


1 sf a 1 2 
| wdx+ | udx=0 
2 dj f. * ?, 
于 是 
ip 2 
-| dx <0, 
dt Jo 5 


WAH t=0 时 u0 R > ORE E0, 

2。 波 动 方程 的 初 值 问题 ”我 们 已 经 解决 过 了 一 维 空间 里 的 波 动 方程 的 初 值 问 
题 ( 见 第 一 章 87,1D 。 现 在 我 们 来 进一步 讨论 三 维 的 波动 方程 

lyy + Uyy 十 Wss = Ute (9) 
PPO AY SENN, HUORAHR EO—t)/r CF 是 任意 函数 ) 出 发 ,7 由 下 
式 定义 之 ， 
r3=(x—ë)?+ (y—n)?+ (2-0) 

其 中 ( ;5) 是 参 变 点 ， 

设 一 (2 是 参数 1 的 一 个 非 负 的 函数 , 它 在 区 间 一 ec<1<e 之 外 恒 等 于 零 并 且 


f Fada. 


D 见 卷 工 ,第 144 页 。 
2) 这 个 在 形式 上 极为 一 般 化 了 的 证 明 唯一 性 的 方法 将 在 以 后 起 重要 的 作用 〈 见 第 五 章 YA MARES 8). 
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TAMO 5) 为 任何 函数 时 ,由 一 加 球面 波 所 得 的 函数 
-SS See DEE- an ag 
都 是 波动 方程 的 一 个 解 ， 现 在 令 。 趋 于 零 并 在 积分 号 下 取 极限 ,我 们 得 到 表达 式 
u(y, =f $e tte ?十 的 +ty)do=tM{$)}, (10) 


其 中 dw 是 球面 8: 7+ 2+/=1 上 的 面 元 ,Mef$} 表 示 国 数 由 在 半径 为 上 而 以 (*， 
ys 2) 为 中 心 的 球面 上 的 平均 值 。 
直接 验证 (10) 所 表示 的 疼 数 “是 波动 方程 的 解 要 比 证 明 这 个 极限 步骤 容易 些 . 
目前 我 们 略 过 这 个 验证 ,因为 在 第 六 章 § 12 中 将 要 更 系统 地 推导 它 . 
函数 4 显然 满足 初始 条 件 _ 
u(%,y,%0)=0, u(t,y, z:0)=$(%, y, 2), 
ERA u 和 4 同时 为 波动 方程 的 解 , SB AK 


u=tM {o¢}+ Sam Ay} (11) 


u(x, y, 230) =W(%,¥, 2), ul(%, y, % 0) 一 中 (YX y, 2) 
at ett OE A . 
3. Duhamel 原理 。 非 齐 次 方程 ， 推 迟 势 ” 一 旦 解决 了 象 波动 方程 之 类 的 齐 
次 线性 微分 方程 的 初 值 问题 , 则 可 借 简单 而 一 般 的 "Duhamel 原理 ” 求 得 相应 的 非 齐 
次 方程 的 一 团 解 ， 这 原理 和 常 微分 方程 中 的 熟知 的 参数 变易 法 或 串 量 法 是 相仿 的 . 
我 们 先 阐述 这 个 定理 (以 后 在 本 卷 中 它 还 将 出 现 ) ,然后 将 它 用 于 波动 方程 . 
我 们 考虑 关于 函数 4%, za iet, Em DRAA E, 的 微分 方程 
uns—L[u]=8(%, t). (12) 
这 里 工 是 任 一 线性 微分 算 子 , 它 可 以 包含 u 但 不 含 对 :的 更 高 阶 的 导数 .在 实际 
应 用 中 右 端的 8(*,t) 表示 作用 在 一 个 系统 上 的 外 力 。 要 解 的 初 值 问 题 是 ， 求 微分 
方程 (12) 的 一 个 解 +, 要 它 在 :=0 时 满足 初始 条 件 
u(x,0)=0, u(x,0)=0. (12’) 
下 边 的 启发 引出 解 ， 假 定 对 于 一 定 的 7 值 (12) 的 右边 是 这 样 一 个 函数 8., 它 在 
一 个 小 区 间 一 E<1<7+ 上 满足 
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f. gel%, t)dt=g(%,T), 


此 外 处 处 为 零 ， 将 微分 方程 (12) 先 对 上 由 一 E 至 7 积分 , 然后 令 《 趋 于 零 而 形式 上 
取 极 限 ， 这 样 一 来 , 我 们 就 引 至 下 列 关 于 齐 次 微分 方程 的 初 值 问题 ， 给 定 参 数 的 
一 个 值 , 求 方程 


u,— L[u]J=0 (13) ` 
在 t>r 上 的 一 个 解 x(*,t) ,要 它 在 :=z 时 满足 条 件 
u(xX,T)=0, ui(%,T)=28(%,7). (13) 


我 们 补充 定义 这 个 解 在 :<r 上 恒 等 于 零 , 这 意味 着 在 时 间 t<z 时 为 静止 的 系统 上 施 
加 一 个 强度 为 5(*, 7) 的 瞬时 冲 量 ， 我 们 把 (13), (13") 的 这 个 依赖 于 参数 r 的 解 记 
AC, 0); 它 是 独立 于 上 边 的 直观 启发 而 被 定义 的 ， 现 在 我 们 断言 ， 直 登 加 冲服 
4 REN 

u(x, t) =f oe, t; r)dr (14) 
RAP RMA CD Ae DRR OO ERR. 

很 容易 证 明 这 个 论断 。 因 为 
“= 人 oc, t; 57) dz, 


Lz = $1 (%, t; t) + f dele, t;a)dt, 


LluJ= f" Leer, 


并 且 由 于 or, tt) =g (x,t), MA u REROPRUDOR MRE 12’), 
我 们 现在 把 这 个 一 般 结论 应 用 到 三 维 波动 方程 上 去 ,根据 第 2G, RNA 
由 (4 Y, Z, b T) = (t—T)M tAE (4, y, 2;7)}, 


了 于是， 满足 波动 方程 
tt 一 人 AU 一 E(X， y, zt) 
和 初始 条 件 | 
u(%, ,2,0)=0, uw(%, 9,230) =0 
的 解 显然 是 


u(x, 9, m) = S Cr Myf aCe, y, ese) Yde 
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t 
=f cM gC, y, zt—1)}dr 
0 


= adef g(x +ra, y +t, z+ty;t—r)do, 


其 中 a, B, 7 是 一 个 单位 矢量 的 支 量 。 由 球 坐 标 系 再 回 到 直角 华 标 系 ES +r, q= 
y+ ep, Cazt oy, RIVARA 


u(x, y, a= fS S EED dedat, (15) 


其 中 "一 YA 一 本 于 + GO). KARAR HRS. EKE CH 
构成 好 象 是 密度 & 随时 间 而 变化 的 物质 分 布 在 空间 里 的 位 势 (参看 第 四 章 , 8 1D ,不 
过 这 个 密度 不 是 取 在 时 刻 而 是 取 在 较 早 的 时 刻 :一 5, 时差" 正 是 速度 为 1 的 信号 
由 球 心 传 至 点 ,7,5) 所 需要 的 时 间 . 

3a。 一 阶 方程 组 的 Duhamel 原理 ”如 果 对 于 一 阶 方程 组 ( 见 § 2,3, 方 程 (4a)) 
用 和 矩阵 的 形式 进行 阅 述 , 则 由 齐 次 方程 Cauchy 问 题 的 解 过 渡 到 非 齐 次 方程 的 解 是 特 
别 简单 而 且 有 用 的 . 

我 们 把 方程 组 写成 矢量 的 形式 


L[uj=u,+ $| 4u, + Bu=g(%,t), | (13a) 
v=1 


其 中 4 是 一 个 K 维 的 矢量 ,4? BK Fy KAER, g 是 一 个 已 知 矢 量 . 
假定 依赖 于 参数 7z 的 函数 u=, tr) 是 齐 次 方程 [d=0 Etr 上 的 满足 
t==z 时 的 初始 条 件 ulr, t) =g (4, 7) 的 一 个 解 , 那 末 


u(x, t) =f" oc, t; t)dt 


就 是 方程 Aix]== 8(*, 引 的 满足 初始 条 件 ul, 0) =0 的 解 。 

证 明 是 显然 的 ,可 以 略 去 . 

4。 二 维 空间 里 的 波动 方程 的 初 值 问题 . 降 维 法 二 维 波动 方程 

Uyy Uyy =U (16) 

的 初 值 问题 的 解 可 以 由 三 维 的 相应 问题 的 解 用 下 述 意 义 深远 的 方法 推 得 , Halamard 
称 之 为 降 维 法 (参看 第 六 章 ,§ 12)。 我 们 把 方程 (16) 看 成 三 维 波动 方程 的 一 个 特殊 
情况 一 一 它 的 初始 条 件 和 和 解 本 身 皆 与 第 三 个 空间 变数 = 无 关 。 于 是 我 们 由 三 维 “ 降 ” 
到 了 二 维 ， 只 要 假定 第 2 小节 公式 (10) 中 的 $ 不 依赖 于 z， 
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p(x, ¥, 2) =P(%, y), 
这 个 论断 立即 给 出 所 求 的 解 . 在 (10) 中 令 S=te, =t, C=ty, RTRA 


. t 

u(x, y; t) =- 二 由。 $(Y 十 二 ,2 十 97)dw， 
Ah E, 1 是 积分 变量 .还 可 以 把 这 个 积分 写成 半径 为 上 HAR O+P<? LOR 
分 ， 


1 p(x +8, y+) 
u(x, y; t) =- PATE YTD dedy, 17) 
(x, y: t) aal sy BE Sdn ( 


这 里 我 们 把 球面 名 十 化 十 如 = 如 上 的 面 元 表示 为 


ed 一 志 dtdy= dEdn, 


t 
VAP 
于 是 ,如 果 初 始 条 件 是 u(*, y;0) =0, 4 (4, y: 0) =O(%, y) ABR (17) 就 表示 二 维 波 
动 方程 的 初 值 问题 的 解 . | 

比较 公式 (17) 和 公式 10), 就 会 看 出 二 维 空间 和 三 维 空间 两 种 情况 的 差别 是 很 
明显 的 。 在 三 维 空间 里 ， 解 在 一 点 处 的 值 仅 依赖 于 以 读 点 为 中 心 而 以 ' 为 半径 的 三 
维 球 的 表面 上 的 初始 值 ,但 是 在 二 维 空间 里 ， 一 点 的 依赖 区 域 嗓 包括 半径 为 :的 二 维 
妹 一 一 圆 一 一 的 边界 又 包括 它 的 内 部 。 以 后 我 们 将 分 析 这 个 事实 的 深刻 含意 (参看 
§4,6MBAB § 18). 

此 外 ,第 3 小 节 的 方法 还 给 出 非 齐 次 方程 

Uet —Uyy —Uyy= f (%, 和 5 全 (18) 
的 满足 初始 条 件 
u(%,950)=0, us(%, 930) =0 a8’) 
的 解 
oair fE, mt—2) 
u ndgn fe yer dëdn, 
还 可 以 把 它 写 成 如 下 的 形式 
1 Feme) 
其 中 是 6,7,7) 空 间 中 由 下 列 不 等 式 所 限定 的 区 域 ， 


Ne 
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O<t<t; (%—§)?+ (YI—D Ee). 
5. 辐射 问题 “辐射 问题 在 物理 学 中 有 和 初 值 问 题 同等 的 重要 性 ; 事实 上 , 可 以 
把 它们 当 作 初 值 问题 的 极限 情况 去 处 理 。 以 后 在 第 六 章 § 18 中 将 要 给 出 一 种 和 这 
样 的 极限 运算 无 关 的 提 法 。 在 辐射 问题 中 , 所 求 的 函数 和 它 对 + 的 导数 的 初始 值 
都 是 零 ( 即 一 0 时 的 值 皆 为 零 ,状态 是 静止 的 ) .但 是 ,在 空间 中 某 一 点 处 (例如 在 原 
点 "二 0 处 ) 给 定 了 解 上 的 奇异 性 , 它 是 时 间 的 函数 ， 
在 三 维 空间 里 我 们 已 经 知道 了 波动 方程 的 在 一 个 定点 处 具有 奇异 性 的 一 些 解 ， 
F(t—r) ， G(t+r) 
EAI SD SU Be ais HE HG ae A A ie BN A SE Ae a). A a 
的 解 可 由 下 述 极限 步 又 得 到 ， 考 虑 非 齐 次 方程 
uy —Au= f (x, y, zt), (20) 
其 中 了 是 “外 力 的 密度 "， 以 静止 状态 为 初始 条 件 , 相 应 的 在 (0 上 的 初 值 问题 的 解 
是 (见方 程 (15)) 


人 二 人。 LENE ent 


给 定 一 个 小 参数 上 ,我 们 现在 假定 当 
pe? = £24 72+ 0? >e? 
时 f=0, 并 记 


SSS fG, 1, %; t) dEdndl =4 CE (t). 
若 令 :<0 时 g(t) =0, 然 后 取 8>0 时 的 极限 , 则 所 论 的 解 化 为 


u=SC—) (21) 
其 中 P= 272+ ya, BL, 在 辐射 问题 的 这 个 解 里 , aR 4 ee (RRA 
而 由 t=0 开始 的 激发 力 . 注意 , Au 在 空间 里 一 点 (*, y, z) 处 在 时 刻 上 的 值 仅 依赖 
于 在 原点 处 于 时 刻 :一 "发 生 的 一 个 脉冲 , 它 以 等 于 1 的 速率 传播 至 点 (x, y, 2). 
对 于 二 维 空间 里 的 辐射 问题 来 说 ， 情 况 是 完全 不 同 的 。 这 时 微分 方程 是 
Upy— Uyy —Uyy= f (%, yit). (22) 
BEN r= >e 时 了 一 0, 并 记 
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SS pel n3t)di=2ag(t), 


利用 第 4 小 节 的 结果 并 令 C0, 我 们 得 到 
fr g(r) 
- u(x, 95) -{ 0 y (t—s)?—r? 
0 24 r>t 

和 三 维 的 情况 相反 , 解 上 在 一 点 (*, y) 处 并 在 时 刻 上 的 值 不 仅 依赖 于 先前 的 单个 脉 
圳 而 且 依赖 于 直到 时 刻 :一 7 的 整个 辐射 历程 . 

研究 一 下 在 二 维 情况 下 我 们 的 解 在 "=0 处 的 奇异 性 的 特点 也 是 有 趣 的 。 为 此 ， 
我 们 利用 


dr Hrt 
(23) 


d 一 
TS ltt VER, 


实行 分 部 积分 Rae RA, WB ee EA AREAS TIRA: 
u(x, yt) =— g(t—r)log r+ g(0)log 2t 


+f ge’ (r)log 2(t—7) dtr+€(t,r); 


其 中 
E(t, r)>0 4 r>0, 
所 以 在 二 维 空间 里 辑 射 问题 的 解 的 奇异 性 质 比 三 维 的 情况 更 为 复杂 . 

6， 传 播 现象 和 Huyghens 原理 ”我 们 现在 机 更 细致 地 考查 传 EA 象 的 特性 
(但 是 , 基本 原理 仍 要 等 待 在 第 六 章 中 去 阐述 )， 我 们 先 萎 虚 三 维 的 齐 次 波动 方程 . 
假定 在 :=0 时 的 初始 状态 仅 在 一 点 的 邻 域 C 上 异 于 零 , 不 妨 假 定 这 一 点 就 是 原点 . 
为 了 计算 在 点 (x, y, z) 处 在 时 刻 + 的 4 值 ,我 们 用 半径 为 :的 球面 包围 点 (%,y, z) 
并 计算 初始 值 在 这 球面 上 的 某 些 积分 。 于 是 仅 当 这 球面 与 初始 区 域 G 相交 时 u(x, 
y, zi) 才能 异 干 零 , 即 , 仅 在 长 度 等 于 点 (*, y, z) 至 初始 区 域 G 的 最 大 距离 与 最 小 距 
离 之 差 的 时 间 间 隔 刀 <t<t: 内 才 如 此 ， 这 个 事实 说 明了 我 们 的 微分 方程 刻画 的 是 速 
率 为 1 的 传播 现象 ， 在 区 域 G 外 的 一 点 (x, y,z) 处 , 当时 刻 :在 数值 上 等 于 区 域 
和 点 (+, 9,2) 之 闻 的 最 短 距离 51 之前, 是 一 直 不 能 觉察 区 域 G 中 的 初始 状态 的 .在 
相当 于 最 大 距离 的 时 刻 己 之 后 , 初始 状态 也 不 再 有 任何 影响 。 这 个 现象 称 为 关于 波 
动 方程 的 Huyghens 原理 . 它 断 言 ， 如 果 初 始 扰 动 是 界线 分 明 地 局 限 在 空间 沸 围 内 


oee è > ° 
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的 ， 那 末 后 来 在 不 同 地 点 所 观察 到 它 的 效应 也 是 同样 界线 分 明 地 有 它 的 时 限 的 。 当 
异 于 零 的 初始 状况 所 在 的 区 域 6 缩 为 一 个 点 时 , 例如 初始 干扰 集中 在 原点 的 情况 ， 
它 在 另 一 个 点 (*, y, 2) 的 效应 仅 在 某 一 定 瞬间 上 被 觉察 到 ,并 且 :决定 于 由 原点 至 点 
(x,y, 5) 的 距离 . 

然而 , 在 二 维 空间 里 , 情景 是 完全 不 同 的 。 我 们 仍旧 考虑 包含 原点 的 一 个 区 域 
G, BEM u 的 初始 值 仅仅 在 这 个 区 域 上 异 于 零 。 在 坐标 为 *, y 而 至 区 域 6 的 
最 近 距 离 为 的 点 处 ， 当 t<t1 时 4=0 显然 成 立 ， 由 第 4 小 节 的 公式 (17) 知 ， 当 
:>ts 时 4 并 不 恒 等 于 零 ， 事 实 上 , 璧 如 设 初始 函数 $ 是 非 负 的 ,那么 当 > 之 后 ,在 
AP 处 的 值 就 永远 不 等 于 零 了 . 换 名 话说 ,就 集中 于 局 部 的 初始 扰动 需要 一 定 的 时 
间 才能 达到 空间 另 一 点 处 而 论 , 二 维 空间 的 波动 方程 刻画 的 仍然 是 一 种 传播 现象. 
但 是 Huyghens 原理 不 再 成 立 ， 因 为 初始 扰动 的 效应 没有 明显 的 终止 时 刻 。 信号 一 
且 达 到 空间 某 一 点 处 之 后 , 它 就 在 那里 象 * 回 音 ” 似 的 无 休止 地 绵延 下 去 . 

在 研究 传播 现象 时 我 们 要 注意 ,在 一 点 (*, ys) 和 在 时 刻 上 的 状态 依赖 于 它 在 空 
间 某 一 定 区 域 上 的 初始 值 ， 这 个 区 域 称 之 为 (*, y, 2;) 的 依赖 区 域 ， 对 于 三 维 空间 
的 波动 方程 来 说 ,这 个 区 域 就 是 以 点 (*, y, 2) 为 中 心 而 以 : 为 半径 的 球面 。 在 这 个 点 
处 在 时 刻 :的 扰动 与 这 球面 之 内 和 这 球面 之 外 的 初始 数据 皆 无 关 . 

另 一 方面 ,在 二 维 空间 的 情况 ,(*, y; ) 的 依赖 区 域 是 以 点 (*, y) 为 中 心 而 以 :为 
半径 的 圆周 和 它 的 整个 内 部 . | 

第 5 小 节 中 辐射 问题 的 那些 解 的 物理 差异 现在 看 来 更 为 明显 了 .假定 在 三 维 空 
间 的 原点 处 发 出 一 串 干扰 ,那么 我 们 在 一 点 P(x, y,z) 处 在 时 刻 :所 观察 到 的 仅仅 是 
原点 处 在 :一 > 的 瞬间 所 发 出 的 信号 的 效应 。 但 是 在 二 维 空间 里 ,在 点 P, y) 处 在 
时 刻 :所 观察 到 的 效应 取决 于 从 开始 直到 时 刻 :一 的 整个 辐射 过 程 . 

所 以 ,在 波 按 波动 方程 传播 的 三 维 世 界 里 ,清晰 的 信号 可 以 放送 并 且 收 录 到 的 也 
是 清晰 的 信号 .在 二 维 世界 里 , 收 到 的 信号 却 是 烧 糊 不 清 的 ， 

在 第 六 章 中 我 们 将 看 到 ,此 种 论断 既 不 限于 波动 方程 ,也 不 限于 二 维和 三 维 的 空 
间 ， 我 们 将 看 到 ,在 维 数 为 任何 奇数 (除了 =1) 的 空间 里 ,Huyghens 原理 对 于 波 
动 方程 皆 成 立 ,而 在 维 数 为 任何 偶数 的 空间 里 不 成 立 , 


§ 5. H Fourier 积分 解 初 值 问题 
1, Fourier 积分 的 Cauchy 方法 ”我 们 现在 来 说 明 用 平面 波 的 登 加 来 求 初 值 
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问题 的 解 的 一 个 一 般 方法 ， 为 了 避免 讨论 交换 极限 运算 的 合理 性 , 我 们 仅 作 启 发 式 
的 推导 ; 然后 再 去 直接 验证 所 得 表达 式 确实 是 问题 的 解 "。 
仍 设 
LEu]=0 (1) 

ERTE u (xu a, ++, Fait) RH UC t) 的 一 个 4 阶 的 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 ， 
并 设 

uae ella taht + ,十 an 一 六 2 (2) 
或 简写 作 = oO“ 为 (1) 的 一 个 解 . 我 们 假定 (1) 是 双 曲 型 的 , 即 , 对 于 每 一 组 实 
数 au aa, °°, 0, (或 对 于 每 一 个 矢量 4) 恰 有 《个 不 同 的 实 值 (参看 § 3,4) 

b=b, (ay, 42, +++, an), (x—1,2...k) 

它们 是 参数 a 的 代数 函数 并 且 使 (2) 适 合 (D)。 EFW 2, e, Ve 表示 41, Gatte, 
an 的 《个 任意 函数 ,那么 我 们 可 以 用 平面 波 的 释 加 ,形式 地 作出 表达 式 


k oo ` 
u=) f S Pajer e-ta da, (3) 
f=] 7% 


其 中 da 表示 daidas… dar。 显 然 ， 如 果 所 有 的 积分 都 是 收敛 的 并 且 可 以 在 积分 号 
下 施行 算 子 L[ 忆 ,那么 这 个 形式 表达 式 仍旧 是 (1) 的 一 个 解 . 
我 们 现在 就 用 这 一 点 注 记 来 构造 (1) 的 一 个 适合 下 列 当 :=0 时 的 初始 条 件 的 解 ， 
u(*,0)=do(*), 
u(x, 0) =9,(%), 
ov (4) 


a (u(x, 0)) 一 由- (x), 


K b, (7A) ABE EEA EH HB, 
在 积分 号 下 对 于 RDG), t=O kA MeRERMGARF BRM, 
Wa o W r HRA 


由 一 f . fÈ W (ajetda, 


中 1 一 f- = f a (— ib) W « (a) ei da, 
| (5 


1 不 过 ,在 第 3 小 节 中 我 们 将 不 把 形式 构造 和 验证 工作 分 开 。 
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a k 
bps= Ieee —ib,) AW (aida, 
rie foo [borin (arena, | 
根据 Fourier 的 反 演 定理 ,这 些 方程 的 解 可 由 下 列 公式 给 出 ， 
k 
. _ 1 = Diab ge 
E (yO = eine Joo S aea (6) 
(=0,1,°°° ,4 一 1) ? 
其 中 5 是 矢量 51, 582, +++, En E=dE dE, de, 而 右边 的 式 子 都 是 已 知 的 。 于 是 我 
们 得 到 关于 * 个 未 知 函 数 I n Fa ee 7 的 一 组 《个 线性 代数 方程 , 它 的 行列 式 
\(—1,) | 不 等 于 零 , 因 为 已 经 假定 过 所 有 的 bi 互 不 相同 ， 所 以 唯一 地 确定 了 所 有 的 
函数 成,, 从 而 形式 地 解决 了 我 们 的 初 值 问题 ， 证 明 被 包括 在 第 3 小 节 中 。 
2. 例 作为 例子 ,我 们 仍 考虑 三 维 空间 里 的 波动 方程 


utt 一 AL 一 0 
和 初始 条 件 
u(x, y, z: 0)=0,u(%, y, 2; 0) =OC(%, y, 2), 
在 此 我 们 得 到 2 的 两 个 值 


batYaltaltal=+o, (7) 
应 用 Fourier 积分 和 初始 条 件 “<(*, y, 2: 0) = 0, 我 们 得 到 表达 式 


u(%, y, 230) = 音信 W (ay, az, ag) eM O* F948) sin ptda, (8) 
在 积分 号 下 微分 之 后 , 令 :一 0, 我 们 得 到 
u(x, y, 20) 一 由 (%， y, 2) 
=f ff pW (ay, ag, ag) eantata Dda, 


据 反 演 公式 知 
W (ay, a3, ag) 


= gay J | S eG np Detehomnbagarat, (9) 
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将 此 函数 V 代入 (8) ,然后 交换 六 重 积分 


= [JP SSS 2G 1 errer mt adedndt 
中 对 a, as a FARE E, n, E 积分 的 次 序 ,我 们 可 以 推出 解 的 一 个 较 简单 的 形式 . 然而 ， 
由 于 里 边 的 积分 将 会 是 发 散 的 而 不 能 运 直 实行 这 个 交换 。 但 是 ， 一 个 简单 而 常用 的 
技巧 (Bilin, WAAR § 12) 能 够 绕 过 这 个 障碍 。 我 们 不 去 邯 虑 积分 (8) 本 身 而 来 芳 
BAS 
v(x, y, zt) = -SF W (ay, 4, 4) ee ef me da 。 (10) 


将 它 对 上 微分 两 次 ,得 函数 


U= Ver, 


如 果 将 表达 式 (9) 代 入 (10) ,交换 积分 次 序 ? 并 引用 适当 的 记号 ”, 我 们 得 到 


v= fff osm aanar hoof ff ee Ede, 


-~-_ 1 ”iacy-6)3 sin pt — 1 f sin pr sin pt 
T= (2 SS. ° p> da= yir 0 p dp, 


因为 


sin pr sin pt == sin?’ i p—sin P, 
我 们 立即 得 到 
payee nerpie d=( |" J Pap 
0 0 p? 
mfttr t—r 
=F 2 | 2 I) an 
和 
rset 
志 äns, 
| (12) 
1 ız 
Tar > 


我 们 实行 这 个 交换 而 不 予 证 朋 , 因 为 我 们 只 是 从 事 于 以 一 种 启发 式 的 方法 推出 一 个 解 ， 它 的 证 明 留 待 于 
ARS 13 中 。 
2) R, P=a ta +42, pd pdamda, 
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所 以 
-起 上 oiin- if SS Sazanar, (13) 
对 :微分 形式 如 下 的 积分 
L=Sff_ Ga Dasdnd, 


其 积分 区 域 是 中 心 在 点 (*, y, =) 而 半径 为 上 的 一 个 球体 的 内 部 ,我 们 得 到 这 个 球 的 表 
面 2 上 的 积分 ， 


Mall fn as. 
相应 地 , 取 在 这 个 球 的 外 部 空间 上 的 积分 
1.= {ff SEn i asand: 


的 导数 是 
Sa ff FE noes, 
所 以 由 (13) 得 到 
v= fai 2+5 tff eie- aa SS. Ê aedndt, 
即 
wa ZL ff Sazanae, a4) 

再 微分 一 次 ,最 后 得 到 

vu= gff $42, (15) 
或 者 

u-vy4=tM fo}, (16) 


其 中 记号 必 :{$} 是 前 边 引 用 过 的 。 这 个 结果 与 $4,2 中 的 相符 合 ?. 

3. Cauchy 方法 的 证 明 ”我 们 能 够 既 求 出 Gauchy 问题 的 解 , 同 时 也 阐明 其 成 
立 的 条 件 并 且 作 出 完全 的 证 明 ,而 不 只 是 把 Gauchy 方法 作为 有 待 证 明 的 一 种 形式 的 
构造 。 现 在 就 将 前 边 的 讨论 稍 加 修整 而 给 出 这 种 分 析 的 一 个 扼要 介绍 . 


1 关于 这 个 公式 在 维 空间 中 的 推广 ,参看 第 六 章 ,S 12, 
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最 一 般 的 党 系数 齐 次 线性 的 《 阶 微分 方程 可 以 写成 如 下 的 形式 ( 见 § 3) 


0 0 0 
P(g Ox,’ =0 (17) 


k 
P( 1, Ya tee, Yo) = 2 Plyn Ya 2°, Yo) (18) 
«=0 


是 一 个 常 系数 的 4 次 多 项 式 , 可 以 把 它 表 示 为 一 些 *<% 次 的 齐 次 多 项 式 已 的 和 5. 
方程 (17) 的 以 平面 ze=0 为 初始 曲面 的 Cauchy 问题 就 是 要 求 出 (17) 的 适合 下 
列 初始 条 件 的 解 ， 
Soe bale Bat, Ba) (19) 
A %»=0 且 < 一 0,1，… 6 一， 
其 中 +. SACRAR. 若 存在 那样 的 一 个 数 Y E p BART Cy 类 ”的 函数 
时 ,方程 (17) 和 条 件 (19) 仅 能 有 一 个 解 <( 它 连续 地 依赖 于 d: 和 它们 的 不 商 于 NV 阶 
的 导数 ), 则 称 这 个 问题 为 适 定 的 9。 
条 件 
p=Pa(0,...,0,1)#0 (20) 
显然 是 必要 的 , 因 若 不 然则 方程 (17) 4 *o=0 时 将 构成 数据 d: 和 它们 的 导数 之 间 的 
一 个 关系 ,而 这 个 关系 一 般 地 并 非 恒等式 (条 件 (20) 说 明 初 始 流 形 t= 不 是 特征 流 
形 ; 见 § 2,4), 
一 个 不 太 明 显 的 必要 条 件 是 ， 方 程 


PRC Yi, Ya 8%, Yn, 1) =0 (21) 

当 yi Ya te, Yn RE-ARAN MAMAS. 此刻 我 们 仅 对 方程 
0 ð ð , 
P(r, aa,’ “++, go )u=0 (17’) 


来 说 明 这 个 条 件 的 必要 性 ,这 里 所 有 出 现 的 导数 都 是 《 阶 的 。 假定 91, Yate, ya 取 
某 一 组 实数 值 时 方程 (21) 有 一 个 复 根 7。 由 于 方程 (21) 的 系数 都 是 实数 ,7 ORME 
D 这 里 下 标 是 ,记号 与 $ 3 中 稍 有 不 同 。 


2) Cy 为 一 切 具 有 不 高 于 六 阶 的 连续 导 函 数 的 函数 所 成 的 函数 类 。 
3) 在 $ 6,2 中 将 讨论 如 何 判断 一 个 问题 是 否 适 定 的 。 这 里 我 们 暂 就 按 这 个 意义 去 使 用 * 适 定 "一 词 。 
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数 也 必定 是 一 个 根 , 并 且 不 失 一 般 性 可 以 认为 


Im(n) = —2<0, 
于 是 ,对 于 任何 正 的 实数 A, 函数 
u= A N Rg ih It Yn tN) (22) 
是 微分 方程 (17') 的 适合 初始 条 件 


p= ig AEN heh te © 8 +4,In) 
e=0,1,+++,4—-1 
的 一 个 解 。 当 4->+% 时 ,函数 be 和 它 的 不 高 于 人 Br PBF oy, zx ++ 2-H 
趋 于 零 ,而 
|u(0, +++ 505%) | =a-¥het™ 

趋 于 无 穷 。 这 和 4 对 +. 及 其 低 于 和 等 于 N 阶 的 导数 的 连续 依赖 性 是 不 相 容 的 。 相 
仿 的 论证 对 于 更 一 般 的 方程 (17) 也 成 立 ; 从 而 证 明了 , 仅 当 对 于 yu Ya ……， 知 的 任 
意 实 值 方程 (21) 的 一 切 根 尼 为 实数 时 ,特别 是 当 方程 (17) 按 $ 2,3 中 的 定义 为 双 曲 
型 的 时 候 , 初 值 问题 才 可 能 是 适 定 的 ?. 

Rit, FED HRS HRM, 这 个 条 件 是 很 不 充分 的 2。 作为 例子 , ROSE 
k=2,n=1 时 的 抛物 型 方程 。 

Uy wo— Uy 一 0。 (23) 
这 时 (21) 退 化 为 中 =0, 所 以 它 仅 有 实 根 ， 芳 
32 二 29%1 一 0， 
则 公式 
Use YTN- ei to 

给 出 方程 (23) 的 一 个 解 ， 相 当 于 根 9= (1 一 让 VY 3172 的 那个 解 u 当 y 趋 于 无 穷 时 
趋 于 无 穷 ,虽然 它 的 初始 值 和 它 的 不 高 于 立 阶 的 导数 都 趋 于 零 . 因 此 ,虽然 (21) 的 根 
都 是 实 的 ,方程 (23) 的 Cauchy 问题 却 是 不 适 定 的 ， 

我 们 现在 要 给 出 一 种 充分 条 件 ,如果 对 于 不 同时 为 零 的 一 切实 的 0, yx ，…… Ya 
值 ,方程 (21) 的 一 切 根 都 是 实 的 而 且 互 不 相同 ,那么 方程 (17) 的 Cauchy 问题 就 是 适 
定 的 。 证 明 时 ,我 们 基本 上 按照 CQauchys? 的 作法 造 解 。 首 先 注意 方程 (i7) 的 以 (19) 

1) AF. JohnC4] ,第 二 章 ， 


2) 对 于 常 系数 方程 ,L，Gardiug[2] 已 经 给 出 了 保证 Cauchy 和 问题 的 适 定性 的 充 异 条件， 
3) BF A. Cauchy[1}, 
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为 初始 条 件 的 Gauchy 问题 可 以 化 为 该 方程 的 带 有 特殊 的 初 始 条 件 Gob. = +--+ = 
$4-2 二 0 和 任意 给 定 的 $6-1 的 初 值 问题 。 于 是 ,所 要 的 适合 一 般 初始 条 件 (19)7 的 解 " 
可 以 写成 


其 中 心 是 方程 (17) 的 适合 下 列 特殊 初始 条 件 的 解 ， 
Or (0 当 < 一 0,1，… ,4 一 2, 
ox “Leste, ta ee, En) Ñ =k, 
必须 选择 g, 使 上 适合 (19) ;为 此 我 们 令 
Bx-1= bo 


k-i Ftu, 
Ehi- t > (Sar nebo c=], 2,020, k—1, 
7 一 一 


当 < 一 0,1……， 4 一 1 时， 我 们 依次 得 出 一 系列 的 关系 , 从 而 首先 确定 Se, 然后 
定 u4-1, 再 确定 Se. FE 44-2, 如 此 类 推 ， 所 以 ,只 需 研 究 如 何 求 方程 (17) 的 适 
合 在 曲面 *o=0 上 的 初始 条 件 

Om (0 当 < 一 0,1，……)% 一 2， 

T= lg, Xa, ses, Nn) 4 x 一 上 一 
的 解 就 行 了 。 为 了 完成 解 的 构造 ， 我 们 先 考察 函数 中 的 形状 是 exp {iyt 
%wyn)} 时 的 解 ， 根 据 党 微分 方程 的 理论 ,这 个 解 是 

exp {i (#1 yit 00 +H nn) IZ Yi, Yn #0). (25) 


(24) 


其 中 


ZCI, oe, Yn, aaah PGs, (26) 


BU, my 
这 里 Pp 是 由 (20) 确定 的 , 在 复 的 4 平面 上 的 积分 路 线 应 围绕 分 母 的 一 切 零点 。 对 
于 仅 在 > 空间 的 有 限 部 分 上 变化 的 y 而 言 ,分 母 的 零点 也 都 是 有 界 的 , 所 以 可 以 选 
取 一 条 与 > 无 关 的 积分 路 线 。 由 此 可 知 2 是 它 的 变 元 的 整 函 数 。 设 y =r, 其 中 
z9 十 对 十 ，…* 十 吕 二 1， 我 们 来 证 明 量 


_ 4 _, 2 
rk 1Z, rh "Oa coer aa 


(27) 


对 于 一 切 适 合 条 件 ">1, ll <M 的 实 变 元 ?5 2, …， Yn 2o 是 一 致 有 界 的 . 
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为 此 , 我 们 把 方程 


PON, ver, Un, in) =0 (28) 
写成 
Palan £7, Bm L) Ea Ce m0. (29) 
因为 由 假设 知 
Pa(zi, tte, Bm D =0 (30) 


的 根 都 是 单 根 ,并 且 由 于 最 高 次 项 的 系数 固定 且 其 根 句 为 单 根 时 这 种 多 项 式 的 根 是 
其 它 系数 的 连续 可 微 函数 ,所 以 对 于 (28) 的 每 一 个 根 4 必 有 (30) 的 一 个 根 5 它 使 
1%/r 一 5| 的 数量 级 当 很 大 时 间 于 1/r。 根 都 是 实 的 且 互 不 相同 ， 所 以 当 > 充分 
大 时 根 7 也 互 不 相同 且 其 虚 部 都 是 有 界 的 。 利 用 留 数理 论 , 当 充分 大 时 我 们 可 以 
把 2 写成 


» P’ (iy, tt Im in) 


Hk m, nao eeen E28) HOR, 已 是 对 其 最 后 一 个 变 元 的 导数 。 因 为 


已 Gy, cee, Lyn, Me) 


=(ryht{ Ph ( Zi ete, Bn, 2) 4 (a, Za, eee, 1) 4 … | 
= (ir) IPL (ay, +++, Zn, 5) OCF), 

并 因 expftiysxoy 和 We/r AREA RAY, MACD PERR > 1 且 r] <A 时 都 是 

有 界 的 ， 

我 们 现在 要 来 求 以 (24) 为 初始 条 件 的 Cauchy 问题 的 解 。 和 前 边 一 样 ,用 缩写 记 
Ba, y, FRE, …… en, BH, d* 二 dx1.……d%*,, 等 等 .假定 加 在 一 个 有 界 区 
域 之 外 恒 等 于 零 并 且 是 属于 C 类 的 国 数 ， 于 是 可 以 用 Fourier 积分 将 8 表示 如 
F CLS 1% 62 页 ) 


p= fof” venay, 
其 中 

Qo"w = eas. (31) 
函数 加 是 属于 Cats 类 的 ;所 以 由 分 部 积分 知 mW Co) AE SE » J BSA TSE BUD 
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ffl rive ldy 


Wee. 于 是 
u(x, s= fe fT DOZ, so) dy (32) 


是 属于 Cs 类 的 ,并 且 显 然 适 合 条件 (17) 和 (24)， 所 以 Cauchy 问题 解决 了 . 因为 可 
以 证 明 “ 仅仅 依赖 于 $ 在 一 个 有 界 区 域 上 的 初始 值 (可 由 本 章 附 录 2 中 的 唯一 性 定 
理 推出 这 一 点 ) 。 所 以 在 一 个 有 界 区 域 之 外 等 于 零 这 个 假定 并 不 是 一 个 限制 . 

u 的 表达 式 (32) 不 直接 包含 函数 $ 而 仅 含 它 的 Fourier CRA V. Alt, KN 
由 (31) 给 出 的 外 的 表达 式 代 和 (32); 我 们 得 到 


u(x, x0) 一 全 PEK, x0)d8, (33) 
其 中 
(2my"K s,s)= foe J" DZ, zdy, (34) 


如 果 确 定 K 的 积分 绝对 收敛 , 那 末 在 导出 (34) 时 交换 积分 次 序 无 疑 地 是 合理 的 。 由 
FZ 是 有 界 的 ,所 以 当 方 程 的 阶 数 人 《和 自 变量 的 个 数 4+1 满足 不 等 式 
k>n+ 2 (35) 
时 ,这 个 积分 确实 是 收敛 的 。 BIA (33) Zev 在 这 个 情况 下 连续 地 依赖 于 初 $h PA 
数 上 。 如 果 不 等 式 (35) 不 成 立 ( 例 如 在 高 维 空间 的 波动 方程 的 情况 )， 就 不 能 由 前 边 
的 议论 得 出 这 个 结果 。 但 是 这 时 仍 可 得 到 (33) 的 一 个 修正 公式 ， 我 们 假定 有 一 个 正 
整数 * 满足 下 列 不 等 式 ， 
n—1>2e>n+2—A&, (36) 
只 要 微分 方程 的 阶 数 4 不 低 于 4 ,这 样 的 “是 一 定 可 以 找到 的 . 用 4 记 Laplace 算 


人 2 我们 可 以 把 (32) 所 给 出 的 解 上 写成 


D2 
Fog tot 


“人 . S yonr isng, £) dy, 
其 中 的 积分 在 原点 处 是 绝对 收敛 的 ,因为 2* 过 nx。 假定 我 们 现在 令 


(2 ay"K" (x, 20) = fof (一 Der zdy, 


D 译 者 注 , 原 书 中 4 及 He 的 表达 式 均 少 一 个 因 于 (- DF. 
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那么 ,确定 ”的 积分 是 绝对 收敛 的 ,并 且 我 们 得 到 表达 式 
“一 人 . SF eor (xz 一 上 Xo) dE, 
由 于 这 个 表达 式 还 可 以 写成 
“= 人 . Sabak, Xo) dé, 


所 以 我 们 看 出 “连续 地 依赖 于 由 和 它 的 不 超过 2 x 阶 的 各 个 导 函 数 ( 此 处 略 去 《=2 
的 情况 下 的 解 ,可 以 用 别 的 方法 求 它 ,参看 第 六 章 8 12 ) 

对 于 常 系数 的 方程 组 可 以 建立 相仿 的 理论 ;不 过 ,我 们 在 这 里 要 略 去 它 . 

在 83 ,6 中 我 们 已 经 用 登 加 任意 的 一 一 不 一 定 是 指数 函数 形 的 一 一 平面 波 的 
办 法 造 出 了 解 ( 即 除了 * 二 * 之 外 一 切 的 Pe 皆 为 零 的 , 亦 即 无 弥散 的 情况 ), 那里 的 微 
分 方程 是 仅 具 主 部 的 ,因而 是 可 以 避免 应 用 Fourier 积分 的 (参看 第 六 章 $$ 14, 15). 


§ 6. 数学 物理 微分 方程 的 典型 问题 ” 


1. 引言 ” 求 偏 微分 方程 的 “ 通 解 ”一 一 即 它 的 一 切 解 的 全 体 一 一 几乎 是 从 来 
没有 的 问题 。 通常 , 总 是 要 求 按 附加 条 件 去 挑 出 微分 方程 的 个 别 的 特定 解 。 对 于 
n+1 个 自 变量 的 情况 ,这 些 附 加 条 件 通常 是 给 定 在 n 维 流 形 上 的 ,它们 有 时 是 边界 ， 
有 时 是 初始 流 形 , 有 了 时 是 求解 区 域内 部 的 间断 面 ( 相 应 的 条 件 为 "边界" 条件,“ 初始” 
条 件 , 和 “跳跃 ”条件 ). 在 8 4 中 已 经 特别 讨论 过 初 值 问题 ,或 “Cauchy 问题 "， 沿 着 
平面 r= 给 定 了 函数 4 的 值 , 视 情 况 的 需要 , 或 者 还 给 定 了 4 对 :的 导数 的 值 ， 
它们 都 是 坐标 4i Xo ttt, Sn 的 函数 ， 我 们 要 求 t> 上 的 一 个 解 4, 它 在 :二 0 时 符合 
给 定 的 “初始 条 件 ”， 可 以 把 这 样 的 初 值 问题 的 解 延 拓 到 :<0 上, 于 是 流 形 : 一 0 位 
于 解 的 定义 域 的 内 部 。 换 名 话说 ,可 以 把 :=0 时 的 状态 看 成 早先 的 一 个 状态 的 后 
果 , 而 这 个 早先 的 状态 向 着 未 来 的 发 展 遵守 同样 的 规律 。 在 一 阶 微分 方程 的 情况 ,我 
们 已 经 在 第 二 章 中 求 出 了 它 的 初 值 问题 的 解 ,这样 的 延 拓 是 自动 的 . 对 于 高 阶 方程 ， 
在 第 一 章 中 有 一 个 类 似 的 结果 , 其 中 论述 的 是 解析 的 微分 方程 和 解析 的 初始 条 件 . 
然而 , 微分 方程 是 解析 的 或 初始 条 件 是 解析 的 这 种 假定 通常 是 一 种 人 为 的 限 制 ; 而 
且 , 即 使 就 解析 的 微分 方程 来 说 , 它 的 一 切 解 的 解析 性 质 也 不 是 先 验 的 。 所 以 最 好 是 
在 研究 初 值 问题 或 边 值 问题 时 不 去 考虑 解 的 跨越 这 些 边界 的 延 拓 。 


1) 参看 Hadamard [2], 特 别 是 第 一 章 , 和 他 的 综合 性 论文 [1], 其 中 还 讨论 了 其 它 类 型 的 问题 。 
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一 个 典型 的 边 值 问题 一 一 分 析 学 的 中 心 问题 之 一 一 就 是 要 寻求 位 势 方程 
Au=0 的 一 个 解 ,要 它 在 一 个 给 定 的 区 域 之 内 是 正则 的 , 即 ， 自 身 是 连续 的 且 具有 直 
到 二 阶 的 连续 的 偏 导数 , 并 且 它 在 区 域 的 边界 上 取得 给 定 的 连续 的 但 不 一 定 是 解 析 
的 边界 值 . 在 n=2 和 =3 的 情况 下 ,相应 的 在 圆 内 或 球 内 的 这 个 边 值 问题 已 经 由 
Poisson 积分 解决 了 ( 见 第 一 章 83,2 和 卷 工 第 七 章 395 页 )。 在 本 卷 第 四 章 中 和 卷 
下 中 我 们 将 对 任意 的 区 域 造 出 解 并 讨论 之 . 

在 位 势 方程 的 其 它 边 值 问题 里 ， 在 边界 上 给 定 了 函数 和 它 的 法 向 导数 的 某 个 线 
性 组 合 的 值 ， 在 卷 工 第 六 章 中 已 经 由 变 分 法 的 观点 讨论 过 这 样 的 问题 ， 我们 将 在 卷 
页 中 解决 它 . 

“ 通 ” 解 对 于 边 值 问题 可 能 是 无 用 的 , 位 势 理论 对 于 这 件 事 给 出 了 一 个 很 好 的 例 
证 。 例 如 , n=2 时 的 Laplace 方程 的 熟知 的 通 解 是 

u= f(x-+iy)+e(*—iy), 
其 中 上 和 zs 都 是 任意 的 复 变 解析 函数 ， 然 而 , 解 的 这 个 形式 对 于 一 般 的 边 值 问题 的 
处 理 是 没有 什么 用 处 的 ”, 

其 次 ,我 们 提 一 下 与 极 小 曲面 有 关 的 一 个 非 线性 边 值 问题 ， 假定 在 x,y, u 空间 
里 给 定 了 一 条 空间 曲线 全, 它 的 投影 C 在 *, y 平面 上 围 出 一 个 区 域 C. 为 了 寻求 张 
在 了 上 的 一 个 极 小 曲面 ,我们 提出 下 列 极 小 曲面 方程 

(1 +13) Ugy— 2 Ugityttyy + (1 + UZ) Uyy=0 (1) 
的 边 值 问题 。 寻求 方程 (1) 的 一 个 解 x(x, 9) , 它 在 G 上 是 两 次 连续 可 微 的 , 并 且 在 
C 上 取 给 定 的 值 ( 非 对 称 形式 的 Plateau 问题 ) . 

此 外 ,还 应 指出 称 为 “混合 问题 > 的 一 类 重要 问题 。 我 们 考虑 变量 *1, a, 2+, n 
的 空间 里 的 一 个 固定 的 区 域 C, 假定 它 的 边界 三 共有 适当 的 正则 性 。 我 们 求 区 域 6 
EH t>o 的 一 个 函数 (Xi, 42, tt en, 站 或 4 二 xz(%*, 缮 , 它 满足 一 个 给 定 的 微分 方程 
LEx]=0, 它 在 边界 上 取 给 定 的 可 能 依赖 于 的 边界 值 , FAS HON ECL SE 
合 给 定 的 初始 条 件 ， 一 个 具体 的 例子 是 绷 紧 在 “=0 和 *=1 MAZE 的 振动 
问题 ,边界 条 件 是 l 

u(0,t)=u(1,t) =0, 
而 初始 条 件 是 


D 俄 文本 注 ， 在 一 系列 的 著作 中 ， 由 解 的 一 般 表 达 式 出 发 解决 了 两 个 自 变量 的 椭 贺 型 方程 的 非常 一 般 的 
边 值 问题 。 例 如 ，Bekya[2,1]。 


=e 高 阶 微 分 方程 181 


U(X, 0)=$(X), u(x,0)=Y(X). 
在 许多 混合 问题 中 ,微分 方程 的 边界 条 件 都 是 非 齐 次 的 . 

如 果 L[w] 是 线性 齐 次 的 算 子 , 那 末 可 以 分 为 两 类 : 

1、 边界 条 件 是 齐 次 的 ;例如 , 函数 + 在 边界 上 等 于 零 。 这 样 的 条 件 出 现 于 展 布 
在 区 域 G 上 的 一 个 有 界 系统 的 振动 问题 中 :假定 运动 从 :0 时 的 一 个 给 定 的 状态 开 
始 .在 卷 工 中 已 经 彻底 讨论 过 这 些 振动 问题 ,特别 是 在 本 征 函数 理论 的 基础 上 . 

2. 初始 条 件 是 齐 次 的 ;例如 ,函数 可 能 和 它 的 几 个 导数 当 : 二 0 MEET SZ, 
然而 ,边界 条 件 是 非 齐 次 的 。 此 类 问题 ,例如 瞬 态 响应 问题 ， 在 许多 应 用 中 占有 很 重 
要 的 地 位 . 

原则 上 , 瞬 态 问题 可 以 化 为 第 一 类 问题 。 我 们 只 须 从 微分 方程 的 未 知 函 数 里 闫 
去 一 个 满足 所 给 的 初始 条 件 和 边界 条 件 的 任 一 个 函数 ， 于 是 我 们 便 得 到 关于 这 个 差 
的 一 个 振动 型 的 问题 ,其 中 的 微分 方程 是 非 齐 次 的 ; 因此 立即 可 以 用 卷 工 第 五 章 中 的 
本 征 函 数 法 予以 解决 ， 虽然 这 种 转化 是 能 行 的 , 但 无 论 从 理论 或 从 实践 的 角度 看 顶 
好 是 对 瞬时 间 题 进行 独立 的 研究 ， 在 第 五 章 附录 2 中 将 论述 一 些 特别 适用 的 方法 . 

辐射 问题 , 我 们 在 $4,5 中 是 把 它 当 作 非 齐 次 方程 的 初 值 问题 的 极限 情况 处 理 
的 ,还 可 以 作为 瞬时 间 题 的 极限 情况 来 处 理 ; 因为 它们 也 属于 混合 问题 的 类 型 ， 

最 后 ,让 我 们 记述 一 些 不 属于 上 边 所 说 到 的 那些 类 型 的 典型 例 子 。 Riemann 的 
映射 间 题 要 求 把 *, y 平面 上 的 一 个 给 定 的 区 域 6 保 形 地 映射 到 单 ie BP OKI 
E 这 个 问题 在 解析 上 导致 下 列 边 界 值 问题 ， 在 以 为 边界 的 区 域 G 上 求 Cauchy- 
Riemann 微分 方程 组 f - 

zw 一 2yy Uy =v, . 
的 一 组 解 wz, 9) ol, ») EAE G 上 是 连续 的 并 且 具 有 连续 的 一 阶 偏 导数 , 此 
外 ,还 要 它们 具有 连续 的 边界 值 ,这 些 边界 值 要 满足 边界 条 件 += 并 且 把 全 一 
对 一 地 映射 为 单位 圆 . 

在 这 个 提 法 下 ,显然 我 们 面 对 的 不 再 是 位 势 理论 的 一 个 简单 的 边 值 问题 ,虽然 解 
这 个 问题 可 以 归结 于 解 一 个 通常 的 边界 值 问题 (如 在 卷 工 的 289 页 上 所 曾 证 明 并 且 
在 下 一 章 中 还 将 要 从 另 一 个 观点 去 证 明 的 ). 

更 一 般 的 是 参数 式 的 Plateau 问题 要 求 张 在 一 条 给 定 的 空间 曲线 个 上 的 一 
叶 极 小 曲面 ， 根 据 8 1,4, 可 以 把 它 提 为 如 下 的 微分 方程 问题 ， 在 单位 图 达 +v<1 
ADK u, o WEB *, y, z, 要 它们 满足 方程 
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Ax=Ay=Az=0 (2) 
和 附加 条 件 l 
xit VET EAE + Yt 23, utot YuYotZuZi=0 (3) 
并 且 取 边界 值 *(s),y(s),z(s), KE WABRE RAM K s HERAKI H 构 
成 所 给 空间 曲线 三 的 一 个 参数 表达 式 ， 虽然 非 对 称 形 的 (见方 程 (1)) Plateau 问题 
不 一 定 有 解 ,但 是 这 里 所 给 的 对 称 形 的 问题 总 是 可 解 的 ?. 

另 一 个 涉及 位 势 方 程 的 典型 例子 是 平面 流体 力学 的 “射流 问题 ?。 它 和 古典 的 边 
值 问题 的 差别 主要 在 于 边界 值 是 给 定 在 “自由 ”( 即 , 非 预先 给 定 的 ) 边界 上 的 .我 们 
来 考查 从 一 个 对 称 的 喷嘴 里 喷 出 的 不 可 压缩 的 液体 的 二 维 无 旋 流 动 。 假 定 这 流动 有 
对 称 性 ;对 称 轴 一 一 假定 是 * 轴 一 一 是 一 条 流 线 , 并 且 可 以 固 壁 代 之 .假定 @ 是 zx, y 
平面 上 下 边 由 %* 轴 上 边 由 喷嘴 边界 和 射流 边界 所 组 成 的 曲线 界 出 的 无 限 区 域 ， 所 给 
MER D 由 一 点 4 起 沿 逆 流 方 向 渐 近 地 趋 于 水 平 线 > 一 2。 未 知 的 射流 边界 5 
由 陈 起 沿 顺 流 方向 渐 近 地 趋 于 水 平 线 y=1( 见 图 7)。 要 寻找 确定 所 论 流动 的 “ 流 函 
数 ”yw(%, ?) , 它 满足 微分 方程 A 多 = 0。 由 于 C 的 边界 都 是 流 线 ， 所 以 多 在 边界 上 是 
常数 ;我 们 可 以 假定 在 * 轴 上 水 =0 而 在 D+5 上 =1。 ES 上 压强 是 常数 ,所 以 ， 


由 Bernoulli 表示 外 法 线 方向 ) .此 外 ,我 们 需要 当 


* 趋 于 + cont -9 J 趋 于 1 并 且 当 * 趋 于 一 co 时 BTS. 这 问题 是 一 个 “自由 ” 


边 值 问题 . x 的 条 件 中 射流 的 边界 S 和 常数 5 都 不 是 预先 给 定 的 而 是 逢 要 作 
为 解答 的 一 个 组 成 部 份 有 待 于 确定 的 ， 因 此 ， 除 了 通常 的 边 值 问题 的 条 件 之 外 还 提 
出 了 附加 的 边界 条 件 , 即 ,在 S 上 的 法 线 方向 导数 是 常数 ”. 


图 7 


1) #8 R. Courant(2], 

2) 自由 射流 问题 是 Helmholtz 在 1868 年 首先 研究 的 。 氏 及 其 后 人 对 于 许多 特殊 形状 的 喷嘴 得 出 过 解 。 
对 于 一 般 形 状 的 喷嘴 , 解 的 存在 狂 是 1929 年 由 A、Weiustein 确定 的 。 关于 历史 的 概述 和 二 维 的 尾 流 
与 射流 理论 的 文献 目录 ,参看 Weinstein (1), 
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最 后 还 应 当 提 到 一 种 更 加 不 同 的 问题 一 散射 问题 ， 需 要 用 波动 方程 的 一 个 待 
求 的 解 一 散射 波 一 一 去 修正 一 个 预先 给 定 的 “入 射 ” 波 , 例 如 一 个 平面 波 ,使 它们 的 
和 适合 在 障碍 物 上 所 提 的 条 件 。 我 们 将 在 第 四 章 §5 中 去 讨论 此 类 问题 . 

2. 基本 原理 在 第 1 小 节 中 所 列举 的 各 种 类 型 的 微 分 方程 都 是 由 物理 学 ， 力 
学 , 或 几何 学 的 问题 导出 的 。 附加 条 件 的 提 法 一 例如 边 界 条 件 或 初始 条 件 一 一同 
样 也 是 由 物理 实际 所 提供 的 。 然 而 还 必须 从 纯 数学 观点 论证 它们 的 基础 不过， 我 
们 并 不 打算 从 事 探究 完全 的 理论 系统 ， 而 将 联系 着 一 些 典型 例子 建立 重要 的 指导 原 
则 ; 它 将 在 我 们 以 后 的 研究 中 得 到 证 实 . 

主要 的 原则 是 ， 边 界 问题 必然 与 椭 回 型 方程 联系 着 ， 而 初 值 问题 ,混合 问题 ,和 
加 射 间 题 必然 与 双 曲 型 和 抛物 型 方程 联系 着 . 

一 个 反映 物理 现实 的 数学 问题 应 当 满足 下 列 基本 要 求 ， 

(1) 解 必须 存在. 

(2) 解 应 当 是 唯一 确定 的 . 

(3) 解 应 当 连 续 地 依赖 于 数据 (稳定 性 要 求 )?. 

第 一 个 要 求 表示 对 于 解 所 要 求 的 逻辑 条 件 不 过 多 , 即 , 无 矛盾 性 . 

第 二 个 要 求 约定 了 问题 的 完整 性 一 一 除 属 物 理 所 固 有 的 情况 2 之 外 ， 应 当 排除 
不 确定 性 或 多 值 性 . 

如 果 数 学 问题 描述 的 是 真实 可 见 的 现象 ， 那 么 第 三 个 要 求 特别 是 必 不 可 少 的 . 
因为 量 测 数据 的 手段 本 身 就 包含 着 微小 的 误差 ， 所 以 不 可 能 认为 实际 中 的 数据 是 绝 
对 精确 的 ， 例 如 ,时 间或 空间 坐标 的 给 定 值 就 总 是 在 某 一 定 的 精确 度 之 内 ， 因 此 , 除 
非 给 定 的 数据 在 充分 小 的 幅度 内 变动 时 所 引起 的 解 的 变动 也 是 任意 小 的 ， 否 则 就 不 
能 认为 一 个 数学 问题 确实 反映 着 某 一 物理 现象 ， 这 个 “稳定 性 ”要 求 不 仅 对 于 问题 的 
物理 现实 性 是 重要 的 ,而 且 对 于 近似 方法 也 是 重要 的 。 


D 这 里 认为 ,对 于 每 一 个 具体 的 问题 应 当 指出 这 个 连续 性 是 在 怎样 的 意义 上 理解 的 。 为 此 须 在 问题 的 数据 
函数 空间 里 和 解 函数 空间 里 引入 范 数 。 条 件 3》 归 结 于 这 样 一 种 要 求 ， 间 题 的 数据 函 数 发 生 按 范 数 
说 为 微小 的 变动 时 所 引起 的 解 的 变化 按 范 数 说 也 是 微小 的 。 在 线性 问题 里 ， 经 常 把 条 件 (3) 理解 为 : 
问题 的 数据 函数 以 及 它们 的 直到 某 ” 阶 的 导 函 数 按 范 数 为 微小 的 时 候 ， 所 对 应 的 解 按 范 数 说 也 是 微 
小 的 。 

一 一 俄 译本 注 

D 有 些 情况 下 , 唯一 性 是 一 种 不 适当 的 要 求 。 例如 , 在 具有 重 本 征 值 的 情况 下 , 本 征 问题 具 有 整个 一 族 

解 。 
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任何 问题 几 满足 以 上 三 条 要 求 者 均 称 之 为 适 定 的 问题 

另 一 个 重要 的 观点 是 由 初 值 问题 和 辐射 问题 的 例子 提供 的 .在 许多 情况 下 , 解 显 
然 并 不 依赖 于 所 给 数据 的 全 部 ; 这 就 发 生 了 数据 的 影响 区 域 或 解 的 依赖 区 域 的 问题 . 

为 了 确证 一 般 论 述 ,我 们 将 给 出 几 个 实例 ,借以 端正 认识 ， 主 要 是 关于 第 三 个 要 
求 的 认识 . 

我 们 首先 在 以 三 为 边界 的 区 域 G LVM y BAu=0, BPE C AM, 
球 、 或 抢 形 等 特殊 情况 下 (BAS 1 ARES 15) 我 们 已 经 证 明了 解 的 存在 性 (在 第 四 
举 中 将 络 出 一 般 情 况 的 证 明 )。 无 论 如 何 , 当 边 界 为 任何 逐 段 光滑 的 曲线 时 ， 边 值 问 
题 总 是 满足 唯一 性 要 求 的 。 在 G 上 为 正则 的 每 个 位 势 函 数 必 在 三 上 取得 它 的 极 大 
值 和 极 小 值 (参看 第 四 章 § 1) ,因而 ,如 果 它 在 边界 上 等 于 零 , 它 在 C 上 就 便 等 于 零 ， 
由 这 个 事实 立即 可 以 推出 唯一 性 的 结论 。 因 为 如 果 有 两 个 解 适 合同 一 个 边界 条 件 ， 
那 末 它们 的 差 是 一 个 边界 值 为 零 的 位 函数 ,所 以 这 个 差 必 恒 等 于 零 , 因 而 两 个 解 是 一 
样 的 . 

问题 也 满足 解 连 续 依赖 于 边界 值 的 要 求 。 如 果 两 个 解 的 边界 值 的 差 的 绝对 值 不 
超过 8, 那 未 在 G 的 内 部 它们 的 差 是 绝对 值 也 不 超过 £ 的 一 个 位 势 函 数 , 因 为 它 必须 
在 并 上 取得 其 极 大 和 极 小 值 。 所 以 ,按照 我 们 的 定义 来 说 , 位 势 方 程 的 边界 值 问题 是 
适 定 的 . 

此 外 ,我 们 看 到 , 解 在 区 域内 每 一 点 上 的 值 的 依赖 区 域 都 是 整个 边界 ; 即 , 解 “在 
任 一 闭 子 区 域 G, 上 的 值 依赖 于 边界 人 三 的 每 一 部 分 上 的 值 ， 如 果 人 的 某 一 部 分 C 对 
PERG 上 的 4 值 没有 影响 ,那么 , 当 改 变 C 上 的 边界 值 而 保留 边界 的 其 余部 分 C 
上 的 值 不 变 时 ,在 这 个 子 区 域 里 我 们 将 得 到 相同 的 解 ， 作 这 两 组 边界 值 的 差 , 我 们 将 
得 到 在 G! 上 因而 在 G 上 恒 等 于 零 而 边界 信和 不 恒 等 于 零 的 解 。 这 显然 是 莞 雇 的 ， 因 
为 对 于 这 样 的 解 来 说 边界 上 所 有 的 值 都 必须 等 于 零 ， 

与 边 值 问题 不 同 ， 位 势 方程 的 初 值 问题 是 不 适 定 的 。 我 们 来 证 明 它 不 满足 第 一 
个 要 求 ( 解 的 存在 性 ) 和 第 三 个 要 求 ( 解 对 数据 的 连续 依赖 性 ) , 

例如 ， 对 于 方程 Au=0 给 出 初始 条 件 4(*, 0) =0,4,(7, 0) 二 e(*)， 根 据 位 势 理 
论 的 一 个 原理 (参看 第 四 章 ) ,在 上 半 平 面 >9 上 的 任 一 个 解 管 可 对 称 地 把 它 延 拓 到 
下 半 平 面 上 并 且 在 * 轴 上 自动 是 解析 的 。 于 是 8(%) 必 为 * 的 一 个 解析 函数 因而 不 
能 任意 给 定 ,例如 ， 给 成 一 个 处 处 是 两 次 连续 可 微 而 非 解析 的 函数 (在 解析 初始 值 的 
情况 下 ,已 经 在 第 一 章 87 中 造 出 了 解 ). 


mera 
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Hadamard 所 举 的 下 边 的 例子 表明 了 这 样 一 个 具有 解析 初始 值 的 初 值 问题 , 它 的 
解 并 不 连续 地 依赖 于 其 初始 值 。 考查 方程 Au=0 的 初 值 问题 的 一 个 序列 ,其 中 第 n 
个 间 题 (=1,2,.…) 的 解析 初始 数据 是 


sin n% 
n? ? 


CH n> co 时 一 致 地 趋 于 函数 8(*) = 二 0。 Ss, 相应 的 初 值 问题 的 解 是 


sinh ny. sin n% 
n? “ 


当 nco 时 ,这 个 解 并 不 趋 于 和 初始 值 (x) =0 相应 的 解 “一 0。 换 句 话说 ,虽然 数 
据 仅仅 作 微小 的 变化 , 解 的 变化 并 不 限于 一 个 小 的 幅度 之 内 .因此 位 势 方程 的 初 值 问 
题 肯定 是 不 适 定 的 , 前 边 在 85,3 里 曾经 给 出 过 关于 此 类 论断 的 一 个 较 一 般 的 定理 . 
另 一 方面 ,最 简单 的 双 曲 型 方程 一 一 波动 方程 uw 一 uz 二 0 一 一 的 初 值 问题 满足 
上 上 边 所 有 的 三 个 要 求 ， 与 初始 条 件 
u(%,0)=b(%), 4 (#, 0) =W(*) 
相应 的 在 ¢>0 上 的 解 是 


u(x, 0)=0, uy(%, 0)=g8n(*) = 


u(x, y)= 


1 1 tt 
u(x = HAt + $I+ Ode, 


这 个 双 曲 型 方程 的 绍 题 的 解 存在 ， 它 是 唯一 确定 的 ， 并 且 显 然 违 续 地 依赖 于 初始 数 
据 $(x) 和 w(x)。 至 于 解 的 依赖 区 域 ,结论 是 ，u(%, 5) 仅 仅 依 赖 于 $C) MYO 
% 一 t<5<%* 十 t 上 的 值 ， 

然而 ,对 于 这 个 双 曲 型 方程 , 边 值 问题 是 没有 意义 的 ， 例如， 我 们 把 波动 方程 换 
为 函数 “<(x, y) 的 等 价 的 方程 xy 二 0, 而 求解 的 区 域 是 边界 平行 于 坐标 轴 的 矩形 ， 那 
么 我 们 就 不 能 在 四 个 边 上 都 任 给 4 值 。 因为 导数 wy 在 矩形 的 边界 zx 王 常数 上 的 具有 
相同 的 纵 坐 标的 点 上 必须 相等 , 对 于 ww 也 有 相仿 的 事实 ， 所 以 只 能 在 年 形 的 两 个 相 
邻 的 边 上 任意 给 定 4 的 值 ,因而 边 值 问题 是 无 解 的 . 

类 似 于 对 双 曲 型 方程 的 审议 也 适用 于 抛物 型 的 情况 ,例如 , 传 热 方程 . 

这 里 所 述 的 关于 微分 方程 问题 的 适 定性 的 一 般 命 题 将 在 本 书 以 后 的 篇 章 中 予以 
论证 和 引申 . 

3. 关于“ 不适 定 的 ”问题 的 注 记 ， 第 2 小 节 中 关于 解 的 存在 性 、 唯 一 性 、 和 稳定 
性 那些 要 求 支配 着 古典 的 数学 物理 学 .在 古典 数学 物理 学 中 有 这 样 一 种 理想 一 一 各 
种 物理 事件 总 是 能 被 边界 上 、 无 穷 远 处 .t=0 时 、 或 者 过 去 的 一 些 适当 的 条 件 所 唯一 
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` 完 全 地 ,并 且 稳 定 地 确定 了 的 ， 第 2 小 节 中 的 那些 要 求 的 根源 正 是 这 种 理想 . 
Laplace 曾经 幻想 能 够 由 当前 状态 的 全 部 数据 推算 出 整个 字 宙 的 未 来 ,就 是 这 种 观点 
的 突出 代表 然而， 这 种 数学 因果 诀 定 论 的 唯 理 幻想 在 物理 现实 的 面前 已 经 逐渐 破 
灭 了 ， 因 为 非 线性 现象 .量子 理论 .以 及 强 有 力 的 数值 计算 法 的 出 现 证 明了 绝 非 只 有 
“ 适 定 的 "问题 才 反映 现实 世界 .可 惜 的 是 ， 无 论 在 解决 这 些 “ 不 适 定 的 "然而 是 重要 
的 .由 实际 提出 的 问题 上 ,或 者 在 这 些 问题 的 辨识 和 模型 化 方面 的 重要 工作 上 ， 迄 今 
都 没有 取得 什么 数学 的 进展 .本 书 将 主要 地 限于 阐述 适 定 问题 的 古典 数学 领域 ， 但 
也 不 完全 如 此 ， 

虽然 如 此 ,我 们 还 是 可 以 举 出 这 种 有 意义 的 然而 “不 适 定 " 的 问题 的 个 把 例子 来 . 
首先 我 们 回忆 ， 由 上 一 小 节 知道 Laplace 方程 的 初 值 问题 是 "不适 定 " 的 。 但 是 它 有 
物理 意义 。 例 如 ,G. I Taylor 曾经 证 明 , 一 个 重要 的 稳定 性 课题 导致 这 样 一 个 不 适 
定 的 问题 ， 考 虑 由 两 种 不 可 压缩 的 流体 组 成 的 系统 ， 它 们 的 分 界面 在 向 着 较 轻 的 流 
体 运 动 。 这 个 现象 可 以 用 一 个 速度 位 势 去 描述 。 这 个 位 势 转 为 Laplace 方程 的 一 个 
不 适 定 的 初 值 问题 的 解 . 

另 一 类 有 意义 的 “不 适 定 ? 问 题 是 超 定 的 问题 。 例 如， 我 们 可 以 寻求 一 个 在 单位 


圆 内 为 解析 的 并 且 在 半径 为 过 的 同心 国 上 取 给 定 值 的 调和 函数 。 


在 数值 分 析 中 极为 重要 的 不 适 定 问题 至 今 尚未 为 研究 活动 的 主流 所 及 ， 例 如 ， 
对 于 由 观察 仅 近似 地 知 其 初始 数据 的 初 值 问题 ,常用 近似 方法 求解 ， 如 差分 法 ， 于 是 
发 生 这 样 的 问题 ， 如 何 用 后 来 的 观察 去 改进 并 拓展 已 经 算出 的 解 ? 

有 关 此 类 问题 的 进展 可 能 是 有 很 大 价值 的 ， 例 如 ,在 天 气 预 报 的 数学 工作 中 

4. 关于 线性 问题 的 一 般 注 记 “前边 曾经 指出 过 线性 微分 方程 的 问题 和 未 知 数 
个 数 与 方程 个 数 相等 的 有 限 多 个 线性 代数 方程 组 问题 的 相似 性 ( 卷 工 , 第 五 章 , $D. 
例如 ,可 以 用 差分 方程 代替 微分 方程 ， 以 后 在 卷 古 中 将 要 详细 阅 述 这 个 概念 (当然 需 
要 取 极限 )2。 我 们 在 此 仅 回忆 关于 N 个 未 知 数 的 N 个 线性 方程 的 如 下 的 二 择 一 
原理 ， 或 者 相应 的 齐 次 问题 有 非 零 解 ， 或 者 一 般 的 非 齐 次 问题 对 于 任意 给 定 的 数据 
有 唯一 的 解 ， 一 般 非 齐 次 问题 的 解 的 不 确定 性 或 多 值 性 必然 与 相应 的 齐 次 问题 有 非 
零 解 并 存 。 此 外 ,上 述 二 择 一 原理 还 可 以 用 下 边 的 形式 表述 ， 对 于 Y 个 自 变 量 的 N 


1) 关于 非 适 定 的 问题 ， 参 看 FJohn[2] 和 C. Pucci[3]。 又 见 第 六 章 $ 17。 
2) 例如 , 见 BR. Courant, K O. Friedrichs, H. Lewy[1], 


第 三 章 高 阶 微分 方程 187 


SRR, ARITA READ RRA AF CHAO HA HD. 

可 以 期 望 数学 物理 学 中 适 定 的 线性 问题 具有 和 A 个 未 知 数 的 个 线性 代数 方 
程 有 相仿 的 性 质 . 于 是 得 出 下 边 的 启发 性 的 原则 ， 对 于 一 个 提 法 适当 的 线性 微分 方 
程 问题 来 说 ,如 果 相 应 的 齐 次 问题 仅 有 "“ 零 解 ” ,那么 一 般 的 非 齐 次 问题 必 有 唯一 的 
解 . 但 是 ,如果 齐 次 问题 有 非 零 解 ,那么 非 齐 次 问题 的 可 解 性 还 有 待 满足 一 些 补充 条 
Hr. 

在 卷 工 里 我 们 看 到 这 个 二 择 一 原理 是 有 充分 根据 的 ,在 以 后 的 篇 章 里 我 们 将 会 
获得 更 深刻 的 认识 . 


第 三 章 附录 I 
§ 1. Sobolev 引 理 


在 前 边 的 一 些 场合 里 我 们 曾经 引用 过 一 个 重要 的 事实 , 即 ,由 包含 一 个 函数 的 导 
数 的 正定 二 次 形 积分 的 有 界 性 可 断言 函数 自身 的 有 界 性 ， Sobolev 引 理 就 是 这 种 类 
型 的 一 个 一 般 的 命题 ， 这 个 引 理 给 出 利用 函数 的 导数 的 “L, 界 ”( 即 它 的 各 个 导 函 数 
的 平方 的 积分 的 界 ) 对 一 个 函数 的 信 值 ， 

D 若 “(*) 是 定义 在 -个 维 开 区 域 G 上 的 函数 ， 则 对 于 6 中 的 任何 有 下 列 
不 等 式 


lucy) <C parn f | DIu(x) {%dx, (>> +), (1) 


sav 


其 中 R 是 由 2 至 2 的 边界 的 距离 ; C 是 只 依赖 于 + 和 "的 一 个 常数 ， 这 里 Du 表 


示 任何 7 阶 的 导数 , 求 和 遍及 所 示 的 各 阶 导 数 . 
在 下 边 O) 里 我 们 给 出 当 点 》 属于 6 的 闭 包 时 在 关于 G 的 边界 的 某 些 光 滑 性 
条 件 下 的 一 个 类 似 的 结果 . 


D 的 证 明 ， UE AC) 为 属于 Cm 类 ?的 一 个 ‘>0 上 的 一 元 函数 ， 当 0<1< 汪 时 


D 俄 译本 注 ， 有 一 大 类 问题 ( 即 ,所 谓 指 标 为 零 的 问题 ) 不 具有 这 种 性 质 。 可 参看 全 . B Bekynaf 11,[2]， 
WR Bonpnept A- M.. 06 HBnekce n HOPpManbHOM paspemuMocta [pamaummx sanau ans 
SMAMNTHYeCKHX CHCTeM nahhepeannaypHbix ypaBheHHi Ba fiJIOcKOCTH， Tp. Mock. marem 
oGulectBa, 10 (1961), ctp- 41~87, 

2) OY 表示 具有 直到 Vi PROB, CRRRA—WM PROGR, 
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它 恒 等 于 LA /> 1 时 它 恒 等 于 零 . 假定 》 是 原点 并 令 |*|=7 ,我 们 定义 ” 


bor) =a(). 


i 
(E) | sate, a>0, (2) 
其 中 Cs 是 仅 依 赖 于 函数 4(2) 的 常数 ， 由 于 4(0) =1 BA) =0, 我 们 有 
u(0) = -f 2 tuar, 


再 用 wm 记 中 心 在 y=0 的 一 1 维 的 单位 球面 面积 ,do 记 它 的 面 元 ,对 o 积分 上 式 则 
得 


注意 


wu(0) = -{fz Gu)drdo, 
对 7 分 部 积分 ?一 1 次 则 导出 
| wou (0) = = Bi ff gr Garda, 
注意 rests prank iil h Schwarz 不 等 式 得 


Inco <a yf f av y [fre-mar , 


其 中 dV sr" ldrda 是 体积 元 素 ; 常数 仅 依赖 于 >。 因为 2 ”之 ”所 以 最 后 的 积分 是 
收敛 的 ,从 而 得 


Fru) 


[con [<a ae ae" (| | < 


不 等 式 


Glu 
or? | 


(HPC 仅 依赖 于 了 和 力 和 (2) 一 起 给 出 (1)， 

定义 ， 如 果 G(G 的 闲 包 ) 的 每 -~ 个 点 7 都 是 一 个 有 限 锥 体 C,( 即 用 中 心 在 它 的 
顶点 ,而 半径 为 R 的 球面 所 截 下 的 一 段 ) 的 顶点 ,这 个 锥 体位 于 忆 内 而 且 体 积 大 
于 某 个 常数 MRG 为 满足 " 锥 条 件 " 的 。 


| <c;5| Diu? 


D2 Std 时 可 以 取 A(t) wee Bet? (yet), 
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MPS HH OP Duds (>F), a’) 
jart G 


这 个 较 精 致 的 引 理 (1 TEAC AE a EE, 只 不 过 对 dw 的 积 
分 仅仅 展 布 在 以 > 为 顶点 的 锥 C0, 的 立体 角 内 部 罢了 . 
类 如 (1) 的 积分 不 等 式 在 用 变 分 法 造 解 时 起 着 很 大 的 作用 


8 2. 伴随 算 子 
1. 矩阵 算 子 ”在 线性 算 子 理论 中 一 个 非常 重要 的 概念 就 是 一 个 算 子 志 的 伴随 
算 子 乙 " 的 概念 ， 
对 于 有 限 维 空间 来 说 ， 这 个 概念 只 不 过 是 线性 代数 形式 上 的 一 回 事 。 考 虑 线性 
算 子 


t 
w= aye (=l,...,h) (D 
j=j 
或 w= L[u], 
ARBRE id St BN 
w= Au, 


CERA! DER ut, ow Be ERARA ASK 量 vl, o, w By 
I k ERE w BLA, WM 4 不 是 方 的 . 
联系 着 算 子 乙 ,我们 来 考虑 由 4 维 矢量 构成 的 一 个 双 一 次 形 (或 内 积 ) 


(v, w) = 5 viw? = (v, du) = (v, L[u)) 


i=l 
l A 
=J} agu, (2) 


i=} j=] 


RIRER AGRE A" HME EHR 


一 


D BWM L Nireuberg[2], 第 二 讲 。 
2) 按 和 矩阵 记号 的 含意 所 指 ,可 以 认为 矢量 是 行 矢量 或 列 矢量 。 
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k 
z= ĵam G=1,°°°,4) (1’) 
i=] 


或 
z=4*v 或 z= L*[v] 
定义 为 伴随 算 子 L*, 它 把 -一 个 4 维 矢量" 变换 为 一 个 上 维 矢 量 *。 伴随 算 子 是 和 双 
一 次 形 (2) 相 联系 着 的 ， 
(v,w) = (v, L[v])=(L"[v],u), (3) 
不 管 是 否 4= 2 方程 
vL{u]-—-uL"[v]=0 (4) 
或 
(v, Au) — (u, A*v) =0 
刻画 了 算 子 上 和 上 "之 间 的 关系 . 
由 (4) 我 们 立即 得 到 (4")" =4; 此 外 ,对 干 两 个 矩阵 的 积 AB 有 
(4B)*=B*4", 
E HS 4 换 为 48, 然 后 由 
(v, ABu) = (A*v, Bu) = (B* A*v, u) 
如 可 看 出 这 一 点 ， 若 矩阵 4 是 对 称 的 , 则 称 相应 的 算 子 是 自 伴 的 ， 这 意味 着 EST 
它 的 伴随 算 子 ， 
我 们 顺便 回忆 一 下 线性 代数 的 一 个 基本 定理 ， 车 4<1, 则 当 给 定 的 支 量 时 关 
于 vv 的 支 量 的 /个 线性 方程 L*[v]=z 构成 的 方程 组 是 超 定 的 。 这 方程 组 当 ARS 
满足 一 定 个 数 的 (例如 " 个 ) 线 性 齐 次 相 容 条 件 fz 二 0 时 才 是 可 解 的 .伴随 矩阵 $ = 
RAHET ERE h 为 一 个 《4 维 儿 量 4 的 变换 4=5h; 它 把 欠 定 方程 组 上 Lxj=0 的 
金 部 解 用 " 个 独立 的 任意 量 h, +++, 名 表示 出 来 
2. 伴随 微分 算 子 ”我们 现在 考虑 任意 阶 的 微分 算 子 LL[x]。 仍 旧 不 必 假 定 矢量 
“的 维 数 上 等 于 矢量 > 的 维 数 :。 和 在 第 一 小 节 中 相仿 ,我 们 可 以 作出 Le) 与 任 一 
! 维 矢量 的 内 积 并 在 一 个 具有 分 段 光滑 边界 三 的 区 域 C 上 进行 积分 ， 然 后 用 分 部 积 
分 法 积分 v" 志 [中 而 去 掉 “的 导数 ， 于 是 我 们 得 到 形状 如 下 的 一 个 关系 ， 


vLļu]—uL*[v]= L Pi =dìv P (5) 


i=} 
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或 其 积分 后 的 形式 


RG Cu]—uL* [v] dv= {Psas, (6) 


其 中 已 是 以 P 为 支 量 的 一 个 矢量 ,4S BT TRS ET RT 向 上 的 单 
MRR. KEP 是 4,v 和 它们 的 导数 的 双 一 次 函数 ,其 系数 可 以 是 * 的 函数 . 等 式 
(S)ME— Hh TA L* ,可 是 矢量 书 却 可 以 附加 一 个 散 度 便 等 于 零 的 任意 矢量 R. 

这 样 准 一 确定 的 算 子 L" 称 为 上 的 伴随 算 子 。 它 把 一 个 《 维 矢量 变 换 为 一 个 / 
ERE. 

显然 (", Lup 的 积分 相当 于 第 一 小 节 中 的 双 一 次 形式 ， 车 函数 和 它 的 导数 
在 边界 上 等 于 零 ,或 者 4 和 它 的 导数 在 边界 上 等 于 零 , 那 末 (6) 中 的 边界 积分 就 等 于 
零 ,这 时 我 们 的 定义 就 和 第 一 小 节 中 的 完全 相当 ， 

下 边 给 出 儿 个 例子 ， 零 阶 的 算 子 L 


Llu] =au 
显然 是 自 伴 的 , 即 , L" = 二 上， 其 次 我 们 考虑 一 阶 算 子 
L[u]=D,u, © 
其 中 D= BUR 
L*(uj=—Dy, 
一 阶 算 子 
Llu} = £u, + Bu 
的 伴随 算 子 是 
L*(ej=—(vd’)x, + 8v 
而 矢量 P 的 支 量 是 
P,=vA'u. 
对 于 二 阶 的 标量 算 子 
Llu]= Zai t+ Datu; + bu, 
伴随 算 子 是 


sr wl (va*l) Ova!) 
[= 三 | Gg gett |, 


而 矢量 只 的 支 量 是 
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i Ou G(va"d) 
P (v, u) = 了 u+ vatu | 
ARC 可 以 是 矩阵 , 即 , 算 子 可 以 是 一 组 单个 的 算 子 。 对 于 自 伴 的 算 TEH. RE 
al 必须 是 对 称 的 并 且 
Daij galt ða’ 
D(a + er )=2 4 Lo gar =O. 
KE 为 形式 如 下 的 任 一 到 阶 的 算 子 ": 
上 [= > a,D’u, 


iWiem 


则 
L*[vjJ=2(—1)'?'D?(a,u), 


AM, 为 了 写 出 伴随 算 子 和 矢量 已 ,可 以 利用 关于 两 个 算 子 的 积 的 法 则 
(LM)*=M°L*, 
其 证 明 甚 易 . 


= BAT I 


Holmgren 的 唯一 性 定理 


对 于 任 一 解析 的 微分 方程 来 说 , 如果 数据 是 解析 的 ,初始 曲面 也 是 解析 的 并 且 是 
非特 征 的 ,那么 可 以 断言 Cauchy 问题 的 小 范围 上 的 解析 解 存在 而 且 是 唯一 的 〈 见 第 
一 章 ,§ 7)， 对 于 非 解析 的 数据 或 方程 来 说 ,如 果 不 添 加 象 微分 方程 的 双 曲 性 质 和 初 
始 流 形 与 数据 的 类 空 性 质 (space-like nature) 之 类 的 条 件 的 话 ， 就 不 一 定 有 解 了 . 
然而 ,值得 注意 的 是 ,即便 在 存在 性 定理 对 于 任意 的 数据 不 复 成 立 的 情况 下 ， 仍 然 可 
以 证 明 解 的 唯一 性 。 关 于 这 方面 的 最 重要 的 定理 已 经 由 Holmgren? 证 明了 ， 它 论 
的 是 任意 多 个 自 变量 的 线性 的 解析 的 ?单个 方程 或 方程 组 


1) 关于 记号 ,参看 第 六 章 ,$ 3,1。 

2) E. olmgreo[1I]。 

3) Cauchy 和 Kowalewsky 的 论述 仅 只 证 明了 解析 的 Cauchy fF 问题 不 能 有 多 于 一 一 个 解析 的 解 、 而 并 未 
BREEAM ROME EE. Holmgren 定理 否定 了 这 种 可 能 性 。 对 于 非 解 析 的 微分 方 程 而 言 ， 
Cauchy 问题 的 解 的 唯一 性 问题 仍然 上 琶 而 未 决 。 在 两 个 自 变 量 的 情况 下 , 工 . “Garieman52] 作 过 一 般 的 
证 朋 ， 对 于 高 维 的 情况 ,5 ,可 以 用 和 本 党 所 述 相仿 的 方法 对 许多 双 曲 型 方程 和 类 空 的 初始 流 形 进行 证 朋 . 
关于 高 维 情况 下 的 唯一 性 定理 ， 可 参看 Claus Müller [1], A. P. Calderón (1), 和 L Hérman- 
derf 5), 
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ne Lu] ET A AERAR 性 微分 算 子 ， 并 且 假 定 Cauchy r EE 


注意 这 个 定理 只 RET MENET MEU H 当然 , 它 对 于 So 上 的 任 
意 的 不 一 定 是 解析 的 Cauchy 数据 断定 了 解 4 的 唯一 性 ,因为 这 样 的 两 个 解 的 差 的 
Cauchy 数据 是 重 等 于 零 的 ,因此 根据 上 述 定理 它 应 当 恒 等 于 零 。 

证 明 在 本 质 上 是 很 简单 的 .我 们 考虑 由 So 的 一 适当 小 片 和 一 个 相 邻 的 解析 曲 
HS 所 围 成 的 透镜 形状 的 区 域 SG。 在 S 的 邻 域 上 以 零 为 Gauchy 条 件 来 解 非 齐 次 微 
分 方程 

L” (v) =p(*) 
的 向 后 的 Cauchy 问题 ,其 中 CO" 是 上 ERAS BE M1, +++. n 的 任 一 多 项 
A. FES) 的 某 个 邻 域 上 是 一 定 可 以 根据 第 一 章 8 7 造 出 这 个 函数 » 的 . 假定 能 把 
S 取得 那样 地 靠近 So, 使 得 对 于 一 切 的 多 项 式 p(*) 而 言 , 解 ? 在 共同 的 区 域 9 上 在 
在 ， 于 是 ,Green 公式 ,实际 就 是 等 式 4L"[v] 一 2 荆 [ 忆 =up(*) 在 区 域 G 上 的 积分 的 
结果 ,由 于 ”的 Cauchy 数据 在 S 上 恒 等 于 零 且 4 的 Cauchy 数 据 在 Sy 上 人 恒 等 于 零 而 


给 出 
f ree f pax =0. 


因为 多 项 式 p(*) 构 成 连续 隧 数 空间 C 里 的 完备 系 , 所 以 “在 G 上 恒 等 于 零 . 


尚 待 证 明 的 只 是 选择 S 的 可 能 性 ,按照 第 一 章 87,4 中 的 注 记 , 作 到 这 一 步 是 
没有 困难 的 ;我 们 在 这 里 将 不 给 出 其 细节 . 
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作为 一 个 补充 的 注 记 ,我 们 指出 "可 以 把 在 小 范围 上 论断 的 Holmeren 定理 推广 
为 大 范围 上 的 论断 ,所 说 的 大 范围 是 那样 一 个 透镜 形状 的 区 域 6 , 它 是 被 参数 4 取 正 
值 的 一 个 解析 曲面 族 5; 扫描 出 来 的 ,而 且 对 于 一 切 ADO, REF ISR HAE Sa 
ERF 一 致 地 大 于 某 一 个 正 数 ， 例 如 ,对 于 波动 方程 wx 二 zy 二 zsr 一 we 一 0 取 “ 球 
Artt y+, t= EAE So AM E BRM HATEEN So TARAR 
有 相同 的 边界 且 充 满 以 So 为 底面 的 特征 超 锥 的 曲面 族 8: 里 .这 个 超 锥 确实 也 恰恰 
Æ So 上 的 Cauchy 数据 能 唯一 地 决定 “ 值 的 区 域 。 参 看 图 8. 


D 参看 F. John[3], 
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椭圆 型 微分 方程 的 详尽 理论 是 超出 本 书 范围 的 。 我 们 主要 是 考虑 二 阶 线性 微分 
方程 ,但 也 不 完整 ,并 特别 着 重 势 论 ,因为 它 是 更 一 般 的 微分 方程 理论 的 典范 ,而 且 它 
本 身 又 是 分 析 的 一 个 重要 分 枝 ， 

在 卷 工 以 及 本 书 的 前 儿 章 中 ， 已 经 讨论 过 不 少 势 论 的 问题 ， 在 这 一 章 的 前 一 部 
分 将 对 它 作 比较 系统 的 论述 ， 后 面 较 深 的 那 部 分 是 留 给 读者 对 更 一 般 类 型 的 椭 图 型 
问题 作 深入 的 理论 探讨 选择 方向 的 . 

将 工 Bers 对 准 解析 函数 论 的 简短 论述 作为 补充 材料 。 准 解 析 函 数论 是 对 两 个 
自 变量 的 二 阶 微分 方程 论 的 一 项 有 意义 的 新 贡献 . 


51. Æ $ HS 


1. Laplace 方程 。Poisson 方程 及 有 关 方 程 
在 x 空间 的 具有 边界 7/ HRC 上 ,考虑 n PRE Yi, %, +++, xn 或 矢量 * 的 国 
He u(%1, Fa, ttt, Hn) =U (F), 微分 方程 


Au= 5 OM 0 (GD 
v=) 


Ox? 
叫做 Taplace 方 程 或 势 方程 ， 它 的 解 四 散 势 函数 或 调和 函数 .和 它 相伴 的 非 齐 次 方程 
叫做 Poisson 方程 我 们 引入 维 单位 球 的 面积 0, 


On 


D 读者 可 参考 下 列 书籍 ， 0O. D. Kellogg(1),1. Petrovskii(1],C. Miranda(1},L Lichteusteiuf 1}. 
F. Joho[4]& L，Bers [2]。 至 于 更 新 的 书 则 可 参考 the bibliography of symposia aud colloquia 
[1 [2].[3] 以 及 E. Magenes aud G. Stampacchia[ 1],L. Nireuberg [2], M. E Visik, 还 有 
O. A.Ladyzheuskaya[1], 和 工 Gärding[1]. 
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r (TRR BL, Ie Poisson 方程 写作 
Au 一 一 one(zi Za, +++, n), (3) 
这 里 4(x1, a, +++, xm 是 点 * 的 已 知 函 数 ， 

势 方程 的 解 ,在 域 G 上 有 二 阶 连续 导数 的 ,叫做 在 9 上 是 正则 的 (以 后 将 看 到 
“是 解析 的 )。 这 里 和 以 后 G 都 表示 空间 的 开 连 通 域 , 并 且 只 要 没有 相反 的 声明 它 总 
表示 空间 的 有 界 域 ， 用 G+ 人 表示 G 连同 边界 了 在 内 的 闲 域 。 类似 地 , 当 上 在 6 上 
连续 时 ，Poisson 方程 (3) 的 具有 二 阶 连续 导数 的 解 叫做 是 正则 的 。 我 们 主要 是 考虑 
n=2 及 "一 3 的 情形 ,并 将 坐标 zj xs 及 zi, za xs DHM x, y 及 x, y, 2 RER. 

对 于 "一 2， 势 方程 的 “一 般 解 ”是 复 变量 “+ iy 的 任何 解析 函数 的 实 部 。 对 于 
”= 3, 人 们 也 容易 得 到 它 的 依赖 于 任意 函数 的 解 ， 例 如 , 设 Fw, 5 对 于 国定 的 实数 
“是 复 变量 w 的 解析 函数 , 则 对 于 的 任意 值 , 实 变量 *, y, z 的 函数 

u= f (z+ ix cost + iy sint, t) 
的 实 部 与 虚 部 都 是 方程 A4=0 的 解 ， 从 这 些 解 的 全 加 
u= fF G+ ix cose try sins, td (4) 


还 可 得 出 更 多 的 解 ， 

fin, BS 

fw, t) =wrel™, 
Hp n Ah ERRA- Btw 积分 , 则 得 到 *, y, = 的 齐 次 多 项 式 
u=f" © + ix cost+iysint)"e dt, 
引入 极 坐标 ==reosb x=rsinOcosd, y=r sind sin $, 则 得 
u=Qrreth? J (e080 + isin O cos t)” cos htdt, 
除 差 一 个 常数 因子 外 ， 这 函数 就 是 
u=rnretht?P, ,(cos 8), 

其 中 Panal) 是 伴随 Legendre aR (Be I ,第 388 页 )， 

做 极 坐标 变换 ,对 ”一 2, 换 成 ,对 n=3, Rr, 9, $, 也 就 是 , 在 平面 上 作 变 


换 
x =r cos ġ 
| 


y=r sind 
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或 在 空间 作 变 换 
x =r sin gcos 中 
y =r sin ĝ sin $ | 
z=rcos@ 

Laplace 算 子 就 变 成 

“re +a] os, 
1 (5) 
u 
Au =a + (r?u, sin?) 十 一 一 2 《ze sin) +y =r )| (n=3), 


(参考 卷 工 ,第 174 页 )， 由 这 几 个 公式 推出 下 列 常用 的 定理 ， 
车 (x, y) 是 平面 域 6 上 的 正则 调和 函数 , 则 函数 
v= a) rta (6) 
也 满足 势 方程 并 且 在 C LEEND, C 是 由 6 SPARE RAR. £2 
间 有 相应 的 定理 成 立 ， 不 过 这 时 需 令 


v= 二 (高, 总 起) =r), (7) 
为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 引用 极 坐标 并 证 明 ， 若 Cr, $) 及 (7,9.) 是 调和 函数 , 则 
函数 or, p) =u, 由) 及 vr,o, p =Lu(L, o, 4) 也 是 调和 函数 ， 这 可 由 公式 
(5) 立 即 得 出 ,只 要 我 们 用 下 列表 示 法 , 即 对 于 n=2, 用 


1 90 1 0 
rt or rer) => Gp (Peds 


对 于 "一 3, 用 
nt. 2 (r, in=zi 2 z Sp 7, sino) 
这 里 ?一 十 
读者 可 验证 在 7 维 空间 中 对 于 函数 
的 相似 的 定理 . 


因此 ,除了 因子 "?"” 外 ,函数 的 调和 性 在 "关于 球面 的 反 演 下 是 不 变 的 .此 外 ， 
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调和 性 质 在 相似 变换 ,平移 ,以 及 通过 平面 的 简单 反射 下 都 是 不 变 的 . 
设 函数 "在 有 界 域 6 上 是 正则 的 又 是 调和 的 。 若 将 G 关于 单位 球 做 反 演 ,这 球 
的 中 心 是 原点 且 也 在 G 内 ， 则 G 的 内 部 变 成 反 演 后 的 界面 l 的 外 部 C. WMR 


数 


区 域 6 EER HO 关于 中 心 在 MI-AR G F 
OF aR FEIER o te O EAEE, R WAN u AEC LREN 
的 . 特别 情形 ,如 果 G 包含 无 穷 远 点 的 全域 ,并 且 在 无 穷 远 点 给 函数 ”指定 一 个 值 使 
得 在 0” 上 是 正则 的 ,那么 就 叫 和 散在 无 穷 远 是 正则 的 ， 例 如 ,根据 这 个 定义 ,函数 


4 二 常数 在 平面 上 的 无 穷 远 处 是 正则 的 ,但 在 三 维 或 更 多 维 的 空间 中 不 是 正则 的 . 在 
空间 ,对 于 任何 a, 


a 
2 一 1 一 4 十 到 


在 单位 球 外 是 调和 的 , 且 在 球 上 有 边界 值 z=1. 但 是 ,这 函数 族 中 只 有 u= 二 是 在 单 
位 球 外 的 域 上 为 正则 的 . 

对 于 任何 维 数 ”, 势 方 程 (1) 的 只 依赖 于 点 * 到 定点 $5 (例如 原点 ) 的 距离 "的 解 
只 有 函数 


1) =n (n>2), 


(9) . 


r= og}  (n=2), 


(它们 可 乘 以 任意 常数 和 加 上 任意 常数 )， 这 些 函数 显示 了 “一 0 时 所 谓 的 特征 奇异 
性 
势 方程 在 C 上 的 每 个 形 如 
WX, Ha, 99%, Ems Ši, $2, vee, En) =Y(%, §) 
-yt (r=, E) ) 


v=] 
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的 解 , 当 5 在 G AR w AENM URASA ELSA LJ 三 章 
32). 
对 于 更 一 般 的 微分 方程 


Au+cu=0Q 
(c 为 常数 ?的 相应 的 基本 解 也 容易 得 到 引入 极 坐 标 之 后 ， 我 们 来 求 形 如 “= 也 (7) 


的 解 ,其 中 7?= > (2 一 纪 )2。 对 于 也 ,我 们 得 到 常 微分 方程 
»=j 
y” + ly +ey=0, (10) 


BA Yr)Sr te pV Cr), MILT RBH Bessel 方程 


ae ae _ {772 2) /一 , 
?+ 二 + (45 )$=0,  @=Vver), an 


于 是 所 求 的 基本 解 Y 就 是 方程 (11) 的 解 ， 这 解 在 原点 变 为 无 穷 ， 因 此 ,对 于 奇数 7 
有 


war EDI genl V ET) a2) 
而 对 于 偶数 ”有 
w=r EDN (VET), a3) 
XE N, 是 ， 阶 Neumann 函 数 ( 见 第 三 章 § 2). 
2. 质量 分 布 的 势 


当 n=3 h}, Laplace 方程 的 基本 解 
t es 
V (=E) + (y=)? + (2-0)? 
在 物理 上 相当 于 集中 在 点 (5 1D) 处 的 单位 质量 对 点 P(X, y, SIDED. 
We CS, y, 5) ABLE SmE 空间 中 质量 的 分 布 密度 , 则 称 展 布 在 此 空间 的 域 G 上 的 
积分 


了 
+ 一 
r 


u(x, y= fff EEE a dy dt a4? 


U 这 里 和 其 它 地 方 , 势 ,或 位 ,或 位 势 (poteutial) 这 个 词 有 着 它 的 物理 意义 ， 它 表示 一 个 重 , 这 个 重 的 梯度 
形成 一 个 力 场 . 势 的 概念 常常 和 Laplace 方程 连 系 在 一 起 ,虽然 作为 精确 的 数学 术语 最 好 不 把 Laplace 
方程 的 解 叫做 势 函数 ,而 用 较 专 门 的 名 词 , 叫 做 调和 函数 
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(r2 一 (% 一 62 (9—1)? + (2—0)?) 
DRG 中 密度 为 上 的 空间 质量 分 布 的 势 ， AAR x,» 2 的 点 P LEG 外 , 则 在 
积分 号 下 微分 可 立即 得 知 ” 是 调和 函数 ， 若 点 PERO 之 内 , 且 设 “是 分 块 连续 
可 微 的 ", 则 象 前 面 见 过 的 一 样 (参考 卷 工 第 五 章 ) , 势 “ 满 足 Poisson 方程 
Au=—4 rnu, . (15) 
一 般 地 ,对 于 维 的 情形 ,用 基本 解 7(”) 所 做 成 的 积分 
Uli, aa so) 0%) = fore f lEn En +4, Em) yr) dE dEn dw (14a) 
满足 Poisson 方程 
Az 一 一 onp(z)， (15a) 
只 要 “ 具有 连续 的 导数 ， 这 里 = 空间 的 积分 域 8 含有 点 “. 这 个 积分 仍然 叫做 G 内 
密度 为 4 的 质量 的 势 。 现在 我 们 要 在 对 4 稍 强 的 假定 下 给 出 证 明 并 从 另 一 个 角度 
AG IR 上 
不 过 ,我 们 先 证 明 如 下 的 定理 
Rls, y, DERO 上 是 有 界 的 (就 绝对 值 来 说 ) 而 且 是 可 积 的 , 则 势 函 数 (14) 
和 它 的 一 阶 导 数 是 处 处 一至 连续 的 ,这 些 导数 可 在 积分 号 下 微分 而 求 得 。 如 再 假定 
“在 G EAA BOTT Bt A HL ON Bete 的 内 部 也 是 BRITE RE 
Poisson 方程 Az 一 一 47L。 
为 了 证 明 这 定理 的 第 一 部 分 ,我 们 考虑 函数 


uae, y,z)=f ff Ena)addd, © ao 
其 中 fa(") 是 只 在 以 点 "=0 为 中 心 . 以 6 为 半径 的 小 球 内 不 同 于 基本 解 工 的 任意 畏 
助 函数 ;在 这 小 球 的 内 部 , 设 fo(7) 与 十 不 同 , 是 保持 有 界 的 , 而 在 小 球 的 表面 上 ,是 
以 连续 的 且 连 续 可 微 的 方式 与 工 连 接 起 来 的 。 例 如 ,可 规定 


D 回忆 一 下 下 面 的 定义 ;一 曲面 叫做 分 块 光滑 的 ， 如 果 它 由 有 限 块 曲面 组 成 , 而 每 一 块 与 用 函数 


x, =2 =f (Xi Xs tant) 


所 表示 的 曲面 相合 , 这 里 了 在 相应 的 域 上 (包括 边界 在 内 ) 是 连续 的 且 有 连 续 的 一 阶 导数 。 如 果 青 假定 


oe ao oso o 


oe seseo 


me 
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1 r2 
zola) mse 
fs(7)= (17) 
4, r>d, 
由 不 等 式 
fa] 
jus—u| <4 “uf ( Fat iL) dr= EM (18) 


其 中 M 表示 14| 的 界 ,立即 得 知 , 当 6>0 时 ,序列 ww 对 全 体 *, y, 2 一 致 地 收敛 于 势 
4, 因 此 ,4 是 一 致 连续 的 . 

函数 Sa) =g, yn, 2 一 56) 的 可 微 性 直接 导致 函数 us 的 可 微 性 ， 事 实 
上 ， 


Sef ff agys dE dn at, 
现 设 UC, y, DELIMARA 


r=f ff ajy HdE dn at, (19) 
它 是 由 (14) 在 积分 号 下 施行 微分 的 结果 .于 是 


ae PISS aelh, 
Jeon fi (4 


这 就 是 说 ,序列 -5 -对 A. y= 一 致 地 收敛 于 函数 C, y, 2), EBS TH A mE, 


Alt 2-H, Atv, 用 类 似 的 方法 可 证 出 导数 4, 及 4, 有 相同 的 结论 . 
对 函数 4 不 增加 假设 就 不 能 证 明 x 有 连续 的 二 阶 导 数 . 不过, E u 是 一 阶 连续 
可 微 的 ， 则 可 将 积分 


m= ffl, ue 4 dt dy dt = -fff «oe ldg dy at 


分 部 积分 ， 并 表示 成 


因此 


u 1 
aa + aye dr=5 nM; (20) 


os 


-Sfp nass fff seas anes, 


其 中 dS 表示 曲面 / 上 的 面 元 ,而 ” 表示 / 上 的 外 法 线 与 三 轴 的 夹 角 的 余弦 .由 上 
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面 的 论证 ， 可 微分 这 个 表达 式 并 得 到 对 “ 的 二 阶 导 数 的 连续 的 表达 式 . 例如 ， 在 点 
P(x, y, z) ,我 们 得 到 


Ly (P) = -ff u 2 Anas + SSS ras L dëdydt, (21) 
第 二 个 积分 也 可 写作 
{ff C-u Fe Lagarde, 
经 过 分 部 积分 ， 
ff u-u inas- f ff u Pger Hasdndt 
(分 部 积分 法 是 可 用 的 ,因为 w 一 <(P) 在 已 处 是 一 阶 无 穷 小 ). 如 果 把 这 个 式 子 代入 
ws 了) 的 次 达 式 中 并 经 过 们 项 ， 就 得 到 


“es(PD= DS S a op En as- fff, (u—u(P)) or Ldgdndt 


=- ff, i tmasefff, (u—n(P)) oy Ladsdndt. (217) 


由 这 个 公式 以 及 类 似 的 两 个 公式 ,我 们 可 推出 定理 的 后 一 部 分 也 就 是 ,对 于 分 块 连 
续 可 篆 的 ,4 的 三 阶 导数 是 连续 的 且 Au 一 一 Am 
us 的 表达 式 (21/) 中 并 不 包含 4 的 导数 ， 这 件 事 暗示 我 们 去 寻求 更 广泛 的 函数 
类 4, 它们 可 使 这 表达 式 中 的 积分 收 化 并 使 得 定理 的 各 个 结论 都 成 立 ， 为 此 目的 , 我 
们 引入 重要 的 Holder 函数 类 . 
Hilder 连续 性 ， 若 对 于 域 G 上 每 一 对 点 已 及 @ ,函数 “ 满足 不 等 式 
|u(P)—H(Q)|<KPQ, 


这 里 EC eh P BQ 的 距离 ,c 和 叫做 这 个 不 等 式 的 常数 , 则 称 oO 上 是 Häl- 

der 连续 的 ,或 者 说 在 G 上 满足 具有 指数 ,0<a<1, 及 系数 & 的 Holder 条 件 . 
可 以 看 出 , 若 4 在 G 上 是 Holder 连续 的 ， 则 (21) 中 最 后 一 个 积分 是 绝对 收敛 

的 ,因此 (21) 的 右边 是 一 个 完全 确定 的 函数 2(P)， XN a, K 是 Halder 条 件 的 常数 ， 


而 体积 分 的 被 积 函 数 的 绝对 值 以 
CK 


rs-4 


为 界 (C 是 常数 ) ,所 以 这 体积 分 是 可 积 的 。 


(22) 


Nw 
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SLES TURN HEE (CEMA ERE MATER). 

E u, y, 2) AEG 上 是 Holder 连续 的 函数 , 则 势 函数 (14) 有 一 致 连续 的 一 阶 导 
数 ,这 些 导数 可 在 积分 号 下 微分 而 求 得 . 并 且 , 有 连续 的 三 阶 导数 ,它们 用 (21) 及 类 
似 的 表达 式 给 出 , 且 u RE Poisson 方程 A4= 一 4 au, 

譬如 ,要 想 证 明 uws(P) 存 在 ,我 们 先 假定 函数 4 可 用 可 微 冰 数 cc, Ee, 
满足 具有 常数 o REDEA K 的 一 致 H5lder 条 件 。 为 此 ,我 们 用 (14) 来 定义 函数 
4, 根据 前 面 所 述 ， 它 们 具有 连续 的 二 阶 导数 。 只 要 证 明 un, ÆC 的 任何 闭 子 域 上 
一 致 地 收敛 于 "= ww RBT. HODA 


lo(P) un PN She Puch Zinas | 


0? 
+ SSS lu-u -untu (P) | T dEdndt, 


因 P 限制 在 G 的 一 个 闭 子 域内 ,选取 足够 大 的 可 使 第 一 个 表达 式 一 致 地 小 ， 为 了 
估计 体积 分 , 我 们 将 G 分 为 两 部 分 CG +G, G 是 以 为 中 心 以 BR 为 半径 的 球 . 
根据 (22) 及 一 致 Holder 连续 性 ?, 被 积 函数 的 绝对 值 以 2 CR /rs HR, 所 以 展 布 
EG, 上 的 积分 不 大 于 C1K’R*/a, 选取 R 足够 小 可 使 这 个 值 任意 地 小 (这 里 C1 是 常 
数 ). 在 Cs 上 ， 被 积 函数 以 [2 一 po 二 14(P) 一 pn(P)1]C2/ BR 为 界 , 于 是 , 一旦 有 
国定 时 ,只 要 nn 足够 大 就 可 使 第 二 个 积分 很 小 ,因为 u 是 一 致 地 收敛 于 u 的 . 

为 了 完成 这 个 证 明 ， 我 们 必需 证 明 4 能 用 一 致 地 Holder 连续 的 函数 pv 一 致 地 
WE. 我们 确实 知道 ， 4 能 用 形 如 

Ln= Pl(%, y, 2) 


j] 
saf ff Enon- E-o P-a- E- dedd 


(其 中 c= A-A)"r) th HA BAM (SHB. oH G42, 第 52 7D. 


并 且 , 只 要 4 满足 具有 指数 a RRM K 的 Holder 连续 性 ,就 能 够 验证 这 些 4 WER 
有 指数 a 及 某 个 系数 K 的 一 致 Hilder 条 件 . 

我 们 已 经 证 明了 当 k 是 Eilder 连续 时 , 用 (14) 给 出 的 Au= — 4 ee 的 解 4 有 连 
续 的 二 阶 导 数 。 可 以 进一步 证 明 4 的 二 阶 导数 在 6 的 任何 闭 子 域 上 是 Holder 连续 
的 (具有 与 4 相同 的 指数 )， 这 个 注释 及 其 重要 结论 将 在 87 中 作 进 -一步 的 考查 . 


D 满足 具有 常数 让 的 Holder 条 件 的 诸 函 数 的 这 个 一 致 的 极限 ,也 满足 同样 的 条 件 . 
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-一 一 


对 于 二 维 空间 的 


u(x, »=ff uë, nlogtdidn (r?= (x —£)? + (y= 
以 及 对 于 任意 维 空间 的 (14a) ,都 可 用 完全 类 似 的 论述 来 建立 Poisson 方程 (15 a), 
对 于 ”一 3, 也 有 曲面 上 的 质量 分 布 的 势 以 及 所 谓 “ 双 层 ” 势 , 还 有 沿 曲 线 的 质量 
分 布 的 势 .。 对 于 "= 一 2， 有 沿 曲线 的 半 层 势 和 双 层 势 。 对 于 ”>3 的 这 些 相应 的 概念 
不 需要 在 这 里 论述 
在 曲面 了 上 具有 面 密 度 。 的 质量 的 曲面 分 布 的 势 用 积分 
“一 人 £ 4s (23) 
F 
来 定义 , 这 里 45 是 面 元 。 BHMNKAsSHHAC, RABE HREDAHS. 4 
7 一 3 时 由 
=| as . (24) 
REL H n=2 时 由 
u=f T logids (24’) 
MASE ARTHS REKMAAG (SSS I 第 七 章 第 396 页 )。 单 独 一 个 
偶 极 子 的 势 定义 为 


01 cos (¥, r) _ 
avr r? (n=3) 
或 
2 iog 1- -10 n=), 


SRS earth 0,0 空间 (或 5 平面) 的 某 个 方向 微分 ,而 (*,") 表 示 这 个 方向 与 由 


点 P(x, 2 DAA QCG, n, 的 向 径 间 的 夹 角 R n= 2 时 的 相应 角 ). 
在 曲面 上 (nx 一 3 的 情形 ) 或 在 曲线 C 上 (9 =2 的 情形 ) 密度 o 的 双 层 势 分 别 
由 下 面 的 式 子 


u(x, y, 2= | o2las (25) 
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ð 1 / 
u(x, =f ox log tds (25°) 


给 出 ， 现 在 匈 考 示 依 曲面 的 或 出 线 的 法 线 的 正方 向 微分 ， 


3. Green 公式 和 应 用 
对 于 势 论 最 重要 的 工具 是 Green 公式 ， 在 具有 体积 元 素 dg=dxdydz 和 界面 
信 ( 设 它 是 分 块 光 滑 的 中) 的 三 维 有 界 域 G 中 ,二 函数 4 和 + 之 间 由 两 个 Green 公式 


SST, (uv, +uyv,+ vs) dg + SÍT, vAud g = ff, v Sas ， 
SS, (uAv— vAu) dg = Sf A u ZE as (26) 


联系 着 . 

在 第 一 个 公式 中 ,假定 和。 在 闭 域 G+/ 上 是 连续 的 , Mv TEG LAER 
一 阶 导 数 ,并 且 4 在 G+/ 上 有 连续 的 一 阶 导数 ,在 G 上 有 连续 的 二 阶 导数 。 在 第 二 
个 公式 中 假定 "和 ，" 在 G+/ 上 都 有 连续 的 一 阶 导数 ， 在 G 上 都 有 连续 的 二 阶 导 
数 。 并 且 在 两 个 公式 中 展 布 在 C 上 的 积分 都 假定 是 存在 的 ， 在 平面 上 有 完全 类 似 
的 公式 . 

E Au=0 H v=1, 则 得 到 Gaus 积分 定理 


Ou 
f 4 一 0， (27) 


RATE, RUE ERO 上 是 正则 的 上 在 6+/ RAE ATER, WEN 
E OTT COLTE 

作为 (27) 的 一 个 结果 , 我 们 现在 叙述 关于 常数 密度 分 布 的 
双 层 势 的 定理 ， 

CR AMME C PROAT F, REE F ATA P. 
MERRER =I PADRE F WT EK POREBH a 
AMET CE 点 所 张 的 立体 角 ， PEE BF OM s 
RO MH PEC RE E P AMET 4m H P te 


D 参考 第 200 页 脚注 1 
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Oot, Fo, 

为 了 证 明 这 个 定理 ， 我 们 作出 由 点 PA RRC 上 各 点 的 连 线 所 形成 前 
锥 面 2”。 为 简便 起 见 , 假定 曲面 & 与 由 已 到 C 之 间 的 锥 面部 分 围 成 单 连 域 。 用 一 
是 够 小 的 半径 为 引 的 球面 《, 将 锥 的 顶端 截 下 ,并 以 和 ,表示 由 F, 2, 6. 所 包围 的 域 ， 


在 此 域 中 = 过 是 处 处 正则 的 。 由 (27) 得 到 


人 ss 人 st 人 es-o 


又 因 史 (二 ) 在 8 上 为 零 而 在 《。 上 具有 常数 值 一 二 ,故我 们 的 结论 得 证 (参考 图 9 


8?” 
当 "=2 ih AAR EE RE o= AATF CER POREC 上 
u= —2n,P 在 © 外 , 则 u=0, 
车 在 公式 (26) 中 , 令 4=v, 则 得 恒等式 


ora=fjf, 他 二 地 + 一 人 u Sas, (28) 
它 对 每 个 在 有 界 域 6 上 是 正则 调和 的 且 在 G+/ 上 有 连续 导数 的 国 数 都 成 立 ， 如 果 
RG 包含 无 穷 远 点 的 整个 邻 域 ,那么 只 要 调和 函数 4 在 那儿 是 正则 的 , 即 只 要 辫 数 


1 x y z 
FYN pte a 


在 原点 是 正则 的 ,这 个 公式 仍然 成 立 ， 积 分 DLu] 叫 做 Dirichlet 积分 , 它 在 势 论 中 起 
着 非常 重要 的 作用 。 象 我 们 在 卷 工 第 185 页 中 已 经 见 到 的 , 它 连 系 着 势 论 和 变 分 法 . 
这 种 连 系 对 存在 的 证 明 将 起 决定 的 作用 ( 见 着 且 )。 

这 里 由 恒等式 (28) 已 可 引出 如 下 的 结论 ， 

ReO LAEMMRE, PLECH LR REBT BID. D% 
EL EA OGEC PIED 056) AHEM PRE gy 在 边界 上 上 为 0, 则 国 数 。 存 6 上 为 
常数 。 因 在 这 两 种 情形 下 ,由 (28) 都 得 到 D[4]=0, 所 以 “= 常数 。 但 在 第 一 种 情形 

D 当 曲 面 玉 指定 了 正 负 侧 时 ,这 个 立体 角 的 正 负 各 就 准 一 地 确定 了 ， 曲面 了 与 由 点 P 和 曲线 C 所 确定 的 
RH 9 之 阅 的 部 分 围 成 一 个 闭 域 ,我 们 先 假定 它 是 单 连 域 , 如 果 的 正法 线 引 向 域外 , 则 立体 角 取 负 号 ， 


否则 取 正 号 ”在 一 般 情 形 下 ,我 们 假定 下 是 由 有 限 张 曲面 组 成 的 , 每 张 都 满足 上 面 的 假定 ， 然 后 可 看 出 
我 们 的 双 层 势 等 于 相应 的 立体 角 之 和 ,每 个 立体 角 采 取 适 宜 于 它 的 正 负 号 . 
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ike BO Sw FRE ORS. 
设 G 是 中 心 在 P ERA RBH OR. SO 是 半径 为 RR, REA 


的 同心 球 。 令 一 二 ( 是 到 球 心 的 距离 ), 并 将 (26) 中 第 二 个 公式 应 用 于 了 与 之 
闻 的 域 上 , 则 根据 (27) ,对 于 调和 函数 A 
1 I 
和 可 jj， o» 
S Ry 收敛 于 0, 我 们 得 到 平均 值 关 系 式 


<“(P) 一 了 ieffe dS, | (30) 


STIG, MRE PRONE TERE P AIDER EREE È F 
SPIE RR ERARE DART A ORNAR LR, TERIA REEI. 

由 这 个 平均 值 定理 可 得 到 一 些 重 要 的 结论。 首先 ,我 们 叙述 

BAA, RRR SDRC 上 是 正则 的 又 是 调和 的 ， 并 县 -直到 沙 办 
r AEEA, BCMA SE MERETI ER 党 县 仅 当 “是 常 数 
时 , 极 太 人 与 极 小 人 才能 在 域 的 内 部 取得 . 

要 证 明 这 个 定理 ， 我 们 考虑 在 闭 域 G+/ Eu 取得 极 大 值 的 点 所 形成 的 G+/ 
的 子 集 .因为 “在 CG+/ 上 是 连续 的 ,所 以 是 闭 子 集 . BRP SAC 的 一 个 内 
点 Po; 则 必 存 在 以 Po 为 中 心 的 球面 族 ,它们 全 在 G 内 , 且 在 每 个 这 种 球面 上 , 函数 4 
的 平均 值 必 等 于 “<(Po) = 太 。 但 因 “ 委 型 ,所 以 只 能 是 在 每 个 中 心 为 Po、 完全 含 于 G 
内 的 球面 上 处 处 有 "一 好 。 因此 , 下 至 少 包含 中 心 在 Po 且 完 全 位 于 G+ 修 内 的 最 大 
球 内 的 所 有 点 。 对 F 的 任何 其 它 内 点 可 重复 同样 的 论证 ,因此 ,FP 必 与 G+ 广 重合 . 
但 这 就 意味 着 “为 常数 (实际 上 是 等 于 M)。 由 此 可 知 , 对 于 任何 不 是 常数 的 上 只 
能 由 边界 点 组 成 。 同 样 可 证 明 极 小 值 m 也 是 在 边界 上 取得 ， 且 只 有 当 4 为 常数 时 才 
能 在 2 的 内 部 取得 ， 

下 面 是 极 大 值 原理 的 直接 推论 ， 若 G 上 的 正则 调和 函数 (在 G+/ 上 是 连续 的 ) 
OE LEER MEER THR LAR ER. 

特别 是 ,这 个 推论 包含 着 


D 显然 这 个 定理 不 需要 调和 鲨 数 在 球 所 包围 的 闭 域 上 是 连续 可 微 的 ,虽然 在 证 明定 理 用 到 (26) 和 (27) 时 有 
这 个 需要 
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唯一 性 定理 ， 若 域 G 上 的 两 个 调和 函数 在 G + / 上 都 是 连续 的 且 在 边界 上 相 重 


本 上 都 是 连续 的 且 在 边界 上 上 相 雪 
这 是 因为 两 个 这 种 函数 的 差 是 正则 调和 函数 , 它 在 G+/ 上 是 连续 的 , 且 在 边界 
上 为 零 , 所 以 它 在 6 bE, | 
如 果 在 Green 公式 (26) 中 , 把。 换 成 一 个 在 点 P 处 具有 势 方程 的 特征 奇异 性 的 
函数 , 则 这 二 公式 将 发 生 重大 的 变化 ， 设 为 G 的 内 点 ,具有 坐标 *, 7,z。 令 


v, nS) = +w, 0,0), 
这 里 性 = (% 一 5)?+ (y—n)?+ (2—0)4, 而 w 是 在 G 上 任意 的 二 次 连续 可 微 函数 , 在 
G+! 上 是 连续 且 连 续 可 微 的 .将 Green 公式 (26) 运 用 于 子 域 G 一 ,这 子 域 是 将 G 
去 掉 一 个 中 心 在 P 半 径 为 8 的 球 , 而 得 到 的 。 将 Green 公式 用 于 这 个 域 ,并 当 8 fk 
通常 简单 的 方式 趋 于 0 时 取 极限 ,就 得 到 


SSS erase tare det fff uae dg=pur ff u Sas, (31) 
ssf, (uAw—vAu) dg = put ff iC SoS )as, (31°) 


这 儿 ds 是 在 5,7,6 空间 积分 且 
4n,4PEGH, 
v=tiw, pmj emme 上 ， 
0, 4 P ÆG 外 ; 
对 于 Pde 上 的 情形 ,是 假定 了 /在 ?处 有 连续 的 切 平面 的 ?。 对 于 4 和 w, RE 
(26) 中 一 样 ,我 们 需要 在 4 上 的 积分 存在 , «Mv ACH 上 是 连续 的 , 且 “ 和 忆 的 
一 阶 及 二 阶 导数 在 上 是 连续 的 ; 对 于 (31) BB C+! 上 有 连续 的 一 阶 导 数 ， 
MAGOME u 和 ww 都 在 G+/ 上 有 连续 的 一 阶 导 数 . 
对 于 平面 的 情形 ,在 类 似 的 条 件 下 有 类 似 的 一 组 公式 ， 


Sf. Cuevtt orde+ ff uAw dg=put { uF ds, (32) 
Sf, (uAw—vAu)dg= put Í (uF as, (32) 


1 例如 , 当 已 是 边界 的 锥 质 时 ,在 这 点 就 不 用 25 而 需 令 六 等 于 这 个 锥 顶 的 项 和 角 、 
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dg 是 面积 元 素 , H v=lbg} +w, 


z, 4 PEIE, 
0,4 PEG 外 . 


特殊 情形 EE (31) A "一 0, 则 得 到 “ 的 表达 式 


E R O 
CEG 的 内 部 成 立 ， 这 就 是 说 ， 
每 个 在 G+/ 上 连续 可 微 且 在 4 上 有 连续 二 人 


[ee 


人 


二 名 和 各 1 上 的 出 分 机 OUD REES ERI HY UNR 
HRB. 
特别 是 , 4 为 调和 函 孝 时 ,满足 关系 式 ， 


eiff ass ES. G0 


换 名 话说， 每 个 在 上 正则 调和 的 且 在 4+7 上 连续 可 微 的 函数 4 可 表示 为 在 界面 


s» * 8 @ » @ Ne 0 8 © © 5» dlo‘ 


PIPER RPAH IE gr g ANE BRIE — AR UB 


势 所 组 成 . 
势 论 的 中 值 定理 也 可 由 公式 (317) 导 出 ， 因 为 ,如 果 将 (31) 用 于 半径 为 & 的 球 且 
令 = 一 于 = 常数 , 则 。 在 球 表 面 上 为 0, 从 而 立即 得 出 关系 式 (30). 
把 这 些 结果 变 到 ”= 2 的 情形 以 及 变 到 一 般 的 任意 维 数 ”的 情形 的 问题 ， 留 给 
读者 去 做 ， 对 于 任意 的 4， 且 对 4。 及 域 © 有 同 前 面 一 样 的 假设 时 ， 则 有 Green 
式 


> 


(35) 


也 有 类 似 于 (31) F031) 的 如 下 公式 ， 
ff -JE a EPE, +uAw )dg= pu+ fF: fee 
JÍ: S (uAw—vAu) dg =pu + fe Sf (3 Be Or S) 


在 这 里 , 当 we 


(36) 


On, 当 P 在 G 内 ， 
= P= pon HPT 上， 
0. 当 P 在 G 外 . 
4. 质量 分 布 的 势 的 导数 
在 第 2 小 节 中 已 讲 过 ,空间 分 布 的 势 (14) 当 分 布 密度 有 界 
且 可 积 时 , 是 连续 的 且 有 连续 的 一 阶 导数 。 现在 我 们 要 研究 音 
层 和 双 层 的 面 势 以 及 它们 的 导数 当 点 P(*, y, 2) 通过 曲面 F 
时 的 连续 性 ， 我 们 使 用 如 下 的 方法 "， 如 图 10 所 示 , 考虑 曲面 
EER LWA Po F 看 作 是 空间 成 G 的 边界 / 的 一 部 分 、 设 
以 p (或 0) 表示 分 布 在 f 上 的 密度 。 假定 将 函数 。 (Ro) 依 适 当 连 续 的 方式 延 拓 
SRC 里 面 去 ， 取 合适 的 函数 “和 v, 将 Green 公式 (31) 和 (31 ) 用 于 域 G. 因为 重 
要 的 只 是 研究 问题 中 的 函数 的 不 连续 性 ,所 以 从 公式 中 略 去 当 已 通过 曲面 时 保持 
连续 的 那些 式 子 较为 方便 . 对 这 种 式 子 使 用 符号 标记 三 0(“ 等 同 于 0"). 不 过 域 C 要 
选择 得 使 & 的 正法 线 朝 外 才 行 . 
首先 注意 单 层 势 当 已 通过 曲面 8 时 是 连续 的 、 因 此 只 需 研 究 双 层 势 及 其 导数 、 
以 及 单 层 势 的 导数 的 状态 . 
设 在 点 P 的 令 域 ,曲面 8 有 连续 的 直率 (参考 第 200 页 脚注 ) ,并 设 在 这 出 面 上 
分 布 密度 是 二 次 连续 可 微 的 "。 MR 
o 越过 曲面 了, 双 层 势 的 值 在 点 Ps 处 有 由 
im u( P) —u( Pi) =2 aa( Po), 


4 10 


(37) 
lim u( P) —u( Py) =—2 moi Po), 
Ps 


b+» Py 


D 这 方法 与 Erhard Schmidt KAKA, WE. Schmidt 1), 
D RHAPATT ORB ME RRKABAIHE. 
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给 出 的 跳跃 间断 ,这 里 符号 PPI 表示 从 上 曲面 的 正 侧 趋向 ,而 P>P5 表示 从 负 例 趋 
fa. 
b) 双 层 势 “(P) 在 曲面 的 法 线 方向 上 的 导数 当 P ue Po 处 的 法 线 而 穿 过 曲面 


ee ò 0 0 © o . o 


时 是 连续 变化 的 ， 但 切 向 导数 ( 即 垂直 于 法 线 的 导数 ) J ERRER 


m ðu(P) _ du(Po) =on do (Po) 
ot 


P-P, t or , 
(38) 
im ou Ou(Po) do (Py) 
m "Oo at —2n a 


而 间断 变化 的 . 
c) 单 层 势 和 它 的 切 向 导数 当 已 通过 P 时 连续 地 变化 着 ， 但 法 向 导 具有 跃 度 


0 0 0 
a acto 一 一 47rp( 忆 0) 。 (39) 


这 里 六 -表示 依 Po 处 曲面 法 线 的 正 向 微分 , 光 - 表 示 依法 线 的 负 向 微分 . 


先 考虑 密度 为 o 的 双 层 势 ， 并 假定 这 密度 依 连 续 可 微 的 方式 被 延 拓 到 G+ 人 内 
而 成 为 函数 0(%, y, 2); 然 后 , 令 Uo 并 略 去 所 有 越过 边界 时 保持 连续 的 那些 项 ,将 
Green 公式 (31) 写成 


0 i 1 ð 1 ð 1 
por ff os pasa lt (ong Er tag et RET tag, 
使 用 上 面 定 义 过 的 符号 三 .显然 ,所 有 不 依赖 于 的 边界 积分 关于 点 已 都 是 连续 的 
且 有 各 阶 连 续 的 导数 .根据 第 2 小节, 这 个 式 子 的 右边 是 连续 的 ,所 以 又 有 


retff, of tase 0, 
它 说 明了 关于 双 层 势 的 性 态 ， 
要 想 证 明 关于 双 层 势 的 导数 的 结论 ， 我 们 假定 边界 分 布 ,依照 使 法 向 导数 92 


为 0 的 方式 而 延 拓 到 G 内 ， 成 为 一 个 二 次 连续 可 微 的 函数 ， 然 后 应 用 第 二 个 Green 
公式 (31 ,这 公式 现在 可 写 为 


no+ ff ,otas=-fff, Ya 


因为 右边 是 连续 的 ， 我 们 再 一 次 得 到 关于 双 层 势 本 身 的 间断 性 的 结论 .又 因 右 边 有 
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对 %, y, © 的 连续 导数 , 故 知 双 层 势 的 导数 与 一 po 的 导数 有 同样 的 间断 性 ,这 就 是 我 
们 所 要 证 明 的 . 

我 们 的 关于 单 层 势 的 导数 的 结论 可 依 同样 方式 运用 Green 公式 (31) 而 得 到 . 
不 过 ,现时 在 (310) 中 必需 这 样 选择 函数 v, ERRAN 这 函数 恒 为 0 且 法 向 导数 
Ce 等 于 曲面 分 布 的 密度 "。 

由 对 及 边界 分 布 的 连续 性 的 假定 ,可 知 这 种 函数 是 存在 的 . 
对 于 平面 中 的 势 可 证 明 关 似 的 定理 和 间 上 断 性 关系 式 ， 所 不 同 的 只 是 在 关 系 式 
(37) 和 (38) 中 ,因子 2 要 换 成 x, 而 在 (39) 中 ,因子 4 BRR 27, 


§ 2. Poisson 积分 及 其 应 用 


1. 边 值 问题 及 Green HR 

在 卷 工 第 五 章 8 14 中 , 我 们 已 经 讨论 过 边 值 问题 的 解 用 Green 函数 的 表示 法 . 
这 种 函数 与 特殊 的 边界 值 无 关 ,也 与 微分 方程 特殊 的 右边 无 关 . 

现在 我 们 对 * 空间 的 具有 分 块 光滑 2 边界 万 的 有 界 域 8 提 出 势 论 的 第 一 边 值 
问题 , 也 叫做 Dirichlet 问题 ， 

设 在 /上 预先 给 定 了 连续 的 边界 值 ,特别 是 可 设 边界 值 是 函数 (Xi, Ya ete, xn) 
或 f(x) 的 值 ,这 函数 在 G+ 个 上 有 连续 的 三 阶 导 数 。 求 微分 方程 A4=0 的 解 ， 这 解 
要 在 G+/ 上 是 连续 的 , 在 G 上 是 正则 的 、 且 在 / 上 与 了 人 重合。 在 8 4 中 我 们 将 看 
到 ,用 一 个 简单 的 极限 过 程 就 可 去 掉 对 边界 值 的 可 微 性 的 假设 . 

若 引 入 函数 4 一 =v RE 4, 则 上 述 边 值 问 题 变 为 另 一 种 形式 、 对 于 函数 v, 在 
L 上 有 齐 性 的 边 值 0, 但 微分 方程 却 变 成 非 齐 次 的 

Av=—Af, 

MEI = (81, Ën °°, FS E G 的 一 个 固定 的 内 点 ,P= 二 * 是 的 变 点 ,而 7 
是 由 人 1 的 公式 (9) 给 出 的 函数 .我 们 定义 对 域 C 的 微分 式 ae= SO", Sty Green 
BALK P, Q)% Aumo (PARE AA ART BIE, GOERA 

K( P,Q) =K(*1, Ko, +++, Xni $1, $2, °°°, Sn) 


=K (x, 5) =y) tw, 


D 参考 第 200 页 脚注 。 
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r= Sh (4-8)? =(4—-£)*, 


i=] 
fae TEA Pac 和 
Q)=K(Q, 了) (SAE I $ 279 页 ). 
Green 函数 在 六 上 为 0, 且 在 关于 点 Q 的 一 个 小 球面 上 为 正 , 因此 ,根据 极 大 什 
giv EECH 上 满足 方程 Au= 一 AJf 的 连续 且 连 续 可 微 的 函数 , 则 由 $1 的 全 
式 (36) 立即 得 到 表达 式 


v=ff- f K(x, 8) Afds, (2) 
G 
和 
u= f+ fff K (#2, Af dE, (3) 
是 原来 边 值 问题 的 解 . . 
在 公式 (2) 及 (3) 中 , 解 * 并 不 真正 依赖 函数 S 在 G 内 部 的 值 ， 因 为 ,应 用 Green 
公式 ,容易 得 到 
SÍ: | kafdg=— f- f J% z Sds, 
所 以 有 


OK 
“== fon rr w 


在 这 公式 中 只 出 现 f HAR. 

不 过 ,我们 常常 喜欢 让 边 值 问题 解 的 表达 式 保留 (3) 的 形式 ， 特 别 是 , 我 们 将 用 
形式 (3) 来 证 明 下 面 的 定理 ,这 定理 是 上 面 结果 之 逆 , 但 对 及 "不 含有 那样 严格 的 
假设 ， 

E K(P.Q) BEIRO Li YR MATE ETHER Be EC x 
.sm 一 E(2)， 表 过 式 


v= [fi [Ke DEO 


G 
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是 Poisson 方程 
Av=—8 

的 解 ,这 解 在 +/ 上 是 连续 的 且 在 边界 上 为 0. 

由 积分 表达 式 和 4 的 分 类 连续 可 微 性 立即 得 知 。 在 G 上 满足 微分 方程 (参考 本 
党 8 1,2)， 但 要 证 明 " 在 边界 / 上 为 0, 只 有 Green 函数 在 那儿 为 0 是 不 够 的 ,因为 
当 点 已 趋 向 时 ,有 (P, OH Q 不 是 均匀 地 趋向 0 的， 要 克服 这 个 困难 ,我 们 利用 如 
下 的 引 理 ,这 引 理 的 证 明 将 在 第 2 小 节 中 给 出 ， 

若是 中意 径 小 了 4 的 子 域 , 则 

{ff ke pacer, 


SEO REMT A BRAT P DARDIR, BM AAT 0. 
令 忆 在 G 内 趋向 边界 上 的 点 五 ， 设 8, 是 G 的 这 种 子 域 , 它 位 于 以 为 心 以 h 
ABBORA HAC RRC 的 其 余部 分 ， 则 有 


v=ff--- f Kade +f ff «sas. 
F B, 
依赖 子 域 6 的 这 一 项 显然 当 已 趋向 互 时 收敛 手 0， 另 一 项 ww= ff- f Keds 可 
B, 


由 

|v] <M, (h) 
THE ME, REM 是 1g| 的 界 . 因此, 当 P 足够 接近 P 时 ，|v]<Me(h)， 又 
因 4 是 任意 的 , 故 断 语 得 证 。 

由 此 定理 得 知 ,只 要 知道 了 六 , 那 末 边 值 问题 的 解 就 可 由 (2) 及 (3) 求 出 ， 换 句 
话说 ， 求 解 具 有 一 般 规 室 的 边界 信 的 边 信 问 题 ,等 价 于 寻求 Green eee CH 
于 以 点 8 为 参 变 点 的 一 个 特殊 的 边 值 问题 . 

2, WFR Green 函数 ， 对 于 球 和 半空 间 的 Poisson 积分 

在 卷 1 第 五 党 ,3 15,2 中 ， 我 们 做 出 了 关于 圆 形 和 球形 基本 域 的 Green 函数 . 
那儿 所 讲 过 的 可 毫 无 困难 地 用 于 “ 维 势 函数 的 情形 ， 设 ”= 多 (") 是 维 空间 中 油分 
方程 A4=0 的 基本 解 ， 


1 -n 
V= To ( 当 n> 时)， (5) 
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W= lgi ( 当 n=2 时 ). 


那 末 关 于 半径 为 & 的 球 的 Green 函数 立即 由 表达 式 
K(x, 6) = wer er) (6) 
给 出 ， 其 中 


f= = DB =De. 
v=] 


vo} v=] 


ri 表示 由 点 (61,55， e., EnD RÉ 
R2 R2 R2 R2 
(Frën roe eee, Frën) 或 x 


到 点 + 的 距离 .这 函数 显然 满足 一 切 要 求 ;特别 是 , 它 在 球面 上 为 0, 因为 (xu *,，…， 
xn) 在 球面 上 时 了 一 责 ri 


关于 圆 (或 球 ) 的 Green 函数 ， 可 依 如 下 方式 作为 关于 任意 有 界 域 8 的 Green f 
数 的 强 函 数 ， 设 Q 是 6 内 任 一 点 ,& 是 这 样 大 的 一 个 数 ， 以 它 为 半径 线 G 的 任何 点 
所 作 的 加 (或 球 ) 都 把 域 G+ 三 包 含 在 它 里 面 。 车 RRR Q BA a,……， Hn) 
的 距离 , 则 易 知 


R 
Yr)- yR) = log = (n=2), 


r 


Vr) YR) =r RI) (n>2), 


各 是 以 RAR BAO 且 以 Q HSRAHAAR 〈 即 在 圆 和 球 的 中 心 具有 参 变 
HQ) Ay Green BB. HK (P, Q) 是 域 G 的 以 Q 为 奇异 点 的 Green 函数 , 则 差 式 有 一 
(WW(7) 一 w(BR)) 在 G 上 是 正则 的 . 且 在 1 上 是 非 负 的 ;于 是 可 知 ,在 G 上 处 处 有 
O<K<Yy(r)—y(R)., 
用 这 个 式 子 容易 引出 第 1 小 节 中 用 过 的 那个 关于 C 的 直径 hF h WTR Ba 的 估 
值 . 
借助 于 (6) ,我 们 将 算出 球面 上 的 积分 


s=- ff Ee 
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中 的 G ,并 得 到 关于 球 的 边 值 问题 


Au=(, 在 / kv=f 
的 解 。 容 易 算出 
K R2—p? 
T =W (7) a = Lt, (7) 
i=] 


当 我 们 把 它 代 入 积分 公式 之 后 ,就 得 到 
u=- ESS wo fds, (8) 


如 设 /是 在 单位 球 上 给 出 的 坐标 5, Sa, tte, En 的 函数 ,并 将 多 (~) 用 值 (5) 代 人 ， 则 
得 到 Poisson 积分 公式 


“= ape pmo. (9 
在 这 个 式 子 中 ,积分 是 在 n BBR LRN, =w] it Ha, 而 0 BK 
Be 和 引 向 积分 变 点 的 半径 之 闻 的 夹 角 . 
这 个 公式 对 于 x=2 和 =3 的 情形 已 分 别 在 第 17 页 和 卷 T 第 395 页 中 导出 . 
由 以 上 的 阐述 ,得 知 在 边界 值 志方 由 一 连续 函数 S(O C 上 的 值 所 确定 ， 且 
A(%*) 在 G 上 有 连续 的 一 阶 , 二 阶 和 分 块 连续 的 三 阶 导数 的 情形 下 ,关于 球 的 边 值 问 
题 的 解 由 (9) 给 出 ， 例 如 ,对 于 f=1, 这 些 条 件 都 是 满足 的 .在 这 情形 下 , 由 Poisson 


积分 公式 ,并 结合 § 1 的 唯一 性 定理 ,得 知 当 我 们 将 核 


RP? 
H (P, Q) =p 


ny 
nT 


( 它 在 球 内 部 永远 是 正 的 ) 在 半径 为 的 球面 上 对 积分 时 ,得 到 数值 1 


R"-2( R2_ p2 d 
JSE e Odo Gr 7 aD 
HBL o=R“'do, RL MEME =E, H (POL P=x 的 函数 ， 它 在 
球 的 内 部 满足 势 方程 , 当 我 们 把 它 写 成 如 下 形式 时 ， 


rp ao) 


n 


(r?= 2 (2 一 5)2 一 (% 一 5 人 就 可 立即 看 出 ， 在 球面 上 , 除 点 PSQ 5p, H 处 处 为 


v=] 


零 , 而 当 P 由 球 内 趋向 8 BA RRR, 


SON SORMAMKODE 
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现在 我 们 可 以 把 加 在 边界 值 / 上 的 一 些 限制 去 掉 , 我 
们 来 证 明 ， Poisson 积分 人 式 委 出 了 关于 球 的 边 人 问题 
WE EMRE RRA ER, Ih, ELAR 
下 ,对 公式 (9) 可 以 在 积分 号 下 微分 任意 次 , 只 要 P 是 球 的 
内 点 。 于 是 4 也 满足 势 方程 。 因此 , 只 需 证 明 , 当 己 趋向 
边界 时 ,4 趋向 指定 的 边界 值 就 行 了 . 

BPAE- WAR, 而 了 是 球 内 邻近 于 Pi 的 点 
(图 11)。 Po 是 由 通过 了 的 半径 在 球面 上 定 出 的 点 ， 因 为 
不 等 式 


ju(P)— f(P)ISIuP)— f (Pol +i fP- P 


成 立 ,又 因 边 值 函 数 f(P) BER MASE PARRER th, u 趋向 给 定 
的 边界 值 就 行 了 , 也 就 是 要 证 明 当 了 沿 着 过 Po 的 半径 而 趋向 Pkt, 在 点 具有 面 


积 元 素 454 的 积分 


u(P)— f (Po = f f EP, OLAQ -fP 1484 


变 为 任意 地 小 . 


(12) 


为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 将 球面 用 绕 Po 的 半径 为 9 的 任意 小 球 分 成 二 部 分 81 及 
28， 假定 了 已 经 在 此 小 球 内 , 则 了 与 P 间 的 距离 4 小 于 6 。 若 在 球面 上 |f1<M， 
且 在 8 上 |f(Q) 一 fA(Po)|<o(0), 这 里 o 随同 5 趋 于 0, 则 由 (12) 引 出 估 值 


\u(P) —f (Py) | <2 muff, HaSgto@ ff, HdS, 


<2Mf f Hdso+o(), 


其 中 后 一 个 不 等 式 是 由 (11) 得 到 的 . Æ L E4 H ke 


还 小 ,因此 得 到 
4MR"-! 


(=) 


ju(P)— f (Po) |< 


h+oa(é), 
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若 选取 6 这 样 小 , 使 得 c(9) < 也, 并 这 样 选取 ,使 得 


4M Rr! E 


A<< -一 
他 n 2 > 
(z) 
WW lucP)— F(Poi<e, 证 毕 ， 
EG 是 半空 间 而 不 是 球 , 则 可 得 到 相应 的 表达 式 和 相应 的 结论 . E T r, yE 
面 ,而 G 是 域 <>0, 则 关于 半空 间 的 Poisson 积分 
(fr fE, Makan 
(4.9, 2) = A -L (% 8)? + (y =n)? + 27 8? (99 
在 下 述 条 件 下 ,给 出 了 关于 G 的 具有 任意 边界 值 S, y) 的 边 值 问题 的 解 : C 对 
G 外 的 球 做 反 演 (参考 本 章 8 1,1 )， 其 结果 得 到 关于 有 界 反 影 域 C” 及 其 边界 三 的 
具有 连续 边界 值 的 边 值 问题 . 
在 相应 的 假设 下 ,关于 o BSH] ,xn>>0 及 其 边界 个 :*,==0, 我 们 有 积分 公式 


U(%), Xa, >t, Ea) =u(X) 


WC o S p ea nae O 
3. Poisson 公式 的 一 些 推 沦 . 
平均 值 定理 和 极 大 值 原理 都 是 Poisson 表达 式 的 直接 推论 ， 而 边 值 问题 解 的 唯 
一 性 是 将 极 大 值 原理 用 于 任意 二 解 之 差 而 得 到 的 (参考 § 13). 因此 ,任意 两 个 调和 
函数 ,如 果 在 边界 上 相同 , 则 在 整个 域 上 恒 相 等 ， 
Poisson 公式 使 我 们 能 证 明 下 面 的 重要 不 等 式 ， 当 P 达 RR 时 , 核 匡 ( 见 (10)) HH 
正 且 界 于 数值 


人 
Rw, R+p 及 十 p Ro, Rp R—p 


之 间 ， 

eu FESR G 上 是 非 负 的 正则 调和 函数 (图 12) ; 令 2 是 完全 含 于 G 内 的 球 ,R 
是 它 的 半径 , PRED RD, MQ 是 它 的 任 一 内 点 ， 则 由 Poisson 积分 和 平均 值 定理 
得 到 Harnack PFA” 


D Harnack 不 等 式 已 经 扩展 到 一 般 的 二 阶 线性 椭圆 型 方程 。 参 阅 J，Serrin[1] MJ. Moser [2]， 也 可 
参阅 L. Bers § L. Nirenberg 的 [2] 中 $ 7M§ 8 以 及 附录 。 
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Ry? Rp R ve-: Rep 
(eax) RP < (Hs) peP. 


E 4 在 空间 的 每 个 有 界 域 上 是 正则 的 ,又 若 P 和 是 
任意 二 点 , 则 总 可 以 选 出 一 个 任意 大 的 球 ， 以 了 为 中 心 而 
BEL. 考虑 到 Harnack 不 等 式 并 令 球 的 半径 R 趋向 无 
穷 , 则 立即 得 到 "(P) =Q). AE, 若 一 调和 函数 在 空间 
oe PC PR LEER LEED MEE TER. 

Poisson 积分 公式 的 另 一 重要 推论 是 调和 函数 的 角 
ft 

eI ALL MUS, TEC EON A PORT MRR iE 

为 了 证 明 这 个 结论 , 我 们 将 u 用 关于 球 的 Poisson 积分 公式 表示 , 这 球 有 足够 小 
的 半径 & 使 得 它 完全 在 G 内 . 取 己 为 坐标 原点 ,将 Poisson 核 展 开 成 Xp Fae, Xs 
61, $52,"… ,$n 的 宪 级 数 ,然后 经 过 在 Poisson 积 分 内 逐 项 积分 ,就 得 到 (Xi, ta, +++, xn) 
=u(*) RR. 

用 


p2 一 2 xpcos@ 
2 一 pr 


定义 函数 w(*,5) ,其 中 
py risa, 2 而 xp eos 0= F? xfi =E, 
i=] i=l 


i=l 


我 们 不 要 求 点 在 球面 上 即 “= 及 。 再 用 


1 


EN Kw), PERH E, So, tee, En ERME =R th, 
(1--fr) Ke, ©) 
45 Poisson 积分 的 核 


p 
1— RF 


7. p EN 
(1-25 coo + fr) 
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是 一 样 的 。 AT SEL ce = R TAY Poisson 核 的 害 级 数 表 达 式 , BT Kw) 依 
Hi, Xa, oe, EnEn ba, ttes En RREI”. 

要 注意 ww 是 * Me 的 多 项 式 , 只 要 所 有 的 乘积 vE: G=1,2,---,2) 是 非 正 的 ， 
则 此 多 项 式 的 每 一 项 都 是 非 负 的 。 对 于 任意 的 8 之 0, 我 们 把 5= Ey, $2, °°, 5.) 和 
Y 一 (xi za Ha) DP BUR HE (SE) RR 


c<(1+8)R (13) 
和 
R 
P< 3728 (14) 
内 。 由 此 得 到 
wfc lito ee “pet +n(8), (15) 


这 里 了 随同 8 趋向 0; 因 此 ,对 于 足够 小 的 3, |e] <i 

显然 , 当 |z|<1 了 时, (w) 可 依 w 形成 绝对 收敛 的 徊 级 数 . 所 以 , 将 之 的 乘 需 辟 
开 成 许多 单项 之 后 ,就 得 到 x1,*2, tt, xn 及 51,52,* ,$n RM. 对 于 足够 小 的 
8, 这 震级 数 对 Er Fa, ttt, En 来 说 在 球 (13) AF Kw) ;对 wi, ta, tte, An 来 说 在 


球 (14) 内 收敛 于 《Cw); 在 球面 上 ==8, 将 这 震级 数 乘 以 1 一 -好 之 后 就 是 Poisson 积 


TRY. 

最 后 , 对 于 调和 函数 "”， 由 Poisson 积分 公 式 得 到 一 个 在 球 (14) 内 收敛 的 *,， 
Ha, tte, En BD RR, 

Poisson 公式 的 另 一 个 推论 是 

反映 原理 ， 如 果 一 个 函数 在 某 域 上 是 调和 的 且 一 直到 边界 上 都 是 连续 的 ， 并 设 


a 0 © © © + 9 9 


D 用 (10) 表 示 的 Poissou 核 是 对 KR 有 意义 的 ,但 它 不 能 表示 为 对 <<R 都 成 立 的 短 级 数 , AXX EE 
向 * 时 核 变 成 了 奇异 的 。 


2 有 时 将 Poisson EXA MRR RRAN 
e /py 
L \ ycos0) 
2 (£) ? 
是 有 益处 的 。 
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ALCL RTENA EAE, BLEREG ARMED ROM 
ARATE CI) eR, 

只 需 对 平面 (或 直线 ) 部 分 S 得 出 证 明 就 行 了 ,S 是 半球 域 A 的 边界 的 平面 部 分 
(或 半圆 域 边界 的 直线 部 分 )5. 

Bu EH 上 是 调和 的 且 在 A+ bee FES RARA. H 越过 
S 作 反 映 , 就 得 到 一 个 球 ( 或 圆 )&， 对 /一 S$ 上 的 每 个 点 PP 我 们 指定 数值 为 4(P). 
而 对 人 的 边界 上 每 个 点 已 ， 它 是 了 一 9 LAP 的 反映 ( 镜 象 ) ， 我 们 指定 数值 为 
—u( P’), Mjh Poisson 积分 得 到 一 个 势 函数 U CEE 上 是 正则 的 且 具 有 指定 的 边 
FH. AUT A 上 任意 一 点 ,用 P' 表示 它 的 镜 象 ， 则 显然 不 仅 UCP) 是 而 且 
U (P (作为 8 的 函数 ) 也 是 关于 的 边 值 问题 的 解 . 由 于 边 值 问 题解 的 准 一 性 ， 
故 知 对 于 《 上 一 切 点 P, 有 0U(P)= 一 UVU(P'), FRRRUES LAR. BR, 由 
于 0(P) 与 a(P 了 ) 在 如 的 整个 边界 上 都 相同 ,再 根据 唯一 性 ,可 知 在 8 上 w=U. 

对 于 在 LAR, 当 它 的 法 向 导数 在 S 上 为 0 时, 有 相似 的 反映 原理 成 


在 n=2 的 情形 ， 
pr(CosO) = 2'Ty(c030), 
其 中 了 (4) 是 > 次 Tehebycheff 多 项 式 (参考 葵 工 , 弟 69 页 )。 因 此 
yr(cos? ) = 2c0s ypD， 
wo(Cosé ) = 1, 


在 n=3 的 情形 ， 
pr(CosO )=(2 + +1)P,(cos0) 
其 中 PaB Rr 次 的 Legendre 多 项 式 (参考 着 工 , 弟 65 页 )。 这 时 
2 
oe È errn (g) Poo 
7 2vt+1 K)? cos 
(1-28 0080 + fr) ”=0 
对 于 “>0 利用 连带 Legeudre 函数 P, a0), THER 已 (cosg ) 写 成 


G@-A)t 
(rth); 


” 
(22 + 1)P,(cosô ) = P (cosg) P,( cosa’) + 2 = cos hp ~~) Py» (cos) P,, (cosf’) 
h=l 


Hh e cosh = cos cosg +sio Asing’cos(d-¢9’), 
D 如 果 域 G 有 一 部 分 边界 是 平面 ,我 们 就 采用 中 心 在 平面 上 完全 含 于 G 内 的 半球 。 
越过 球面 的 反映 和 越过 平面 的 反映 间 样 的 简单 。 
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立 。 在 这 种 情形 下 ,我们 将 “越过 5 延续 成 偶 函 数 . 
由 Poisson 积分 我 们 还 能 导出 下 面 的 重要 定理 。 
Weierstrass ee BE n TERG FÆ ENW, ee ?二 7 上 是 连续 


3 人 Feimfa 

这 里 我 们 只 限于 对 三 维 或 二 维 , 但 并 不 影响 结论 的 一 般 性 . 

Weierstrass 收敛 定理 中 所 要 求 的 一 致 收敛 性 可 由 极 大 值 原理 立即 推出 。 因 为 若 
每 个 势 函 数 心 都 在 上 是 正则 的 , BECH LEERY, 则 对 于 任意 的 mm 及 1， 
ER unun 也 具有 同样 的 性 质 .所 以 ,这 个 差 式 应 在 边界 上 取得 极 大 秆 (和 极 小 值 )。 
因此 ,对 于 闭 域 @+ 记 上 的 一 切 点 ,有 不 等 式 

| tn —Um|<max| fn—f ml, 
由 这 个 不 等 式 立 即 得 出 在 G 上 一 致 收敛 , 且 “= lim u, AAW RA f= 二 lim f, wee. 
由 Poisson 积分 能 看 出 极限 函数 “在 G 上 满足 势 方程 。 事实 上 , HS k 为 包含 于 
内 的 半径 为 & 的 任意 球 ,并 以 五 及 二分 别 表 示 un 及 4 在 K 上 的 边界 值 , WEE 的 
内 部 ,对 于 每 个 ,因而 也 对 于 具有 边界 值 的 ,我 们 有 积分 公式 


= üdw 
J] rr dm 


KART «BK 上 的 势 函 数 . 

另 一 个 推论 (也 是 一 个 收敛 定理 ) 是 

Harnack 定理 ， 若 G 上 的 正则 调和 函数 的 一 个 不 减 或 不 增 序列 在 8 的 一 个 点 处 
He NILE EG MDAA, BAEC AR AAR Ee, 

只 要 对 不 减 序列 证 明定 理 就 够 了 ， 对 于 任意 的 .m Me >m, FEER =u 
um, 则 它 是 非 负 的 ; BOR 已 做 一 半径 为 4 ER AL, 仍 使 它 全 含 于 内. BQ 
是 这 球 内 异 于 已 的 任 一 点 ， 而 po<a 是 以 到 中 心 PAR, WA Harnack 不 等 式 得 
到 


a NT 、 
=) . a6) 


这 表明 在 半径 为 > 和 “一 5 的 每 个 球 上 ,序列 un 是 一 致 收敛 的 .又 因 @ AREAN 
子 域 可 用 有 限 个 完全 含 于 G 内 的 适当 大 的 半径 "<a 的 球 来 覆盖 , 所 以 重复 上 面 的 
论断 , 就 证 明了 uw 在 9 内 部 的 每 个 亲子 域 上 是 一 致 收敛 的 ， 由 Poisson 积分 或 由 


0<(Qn<tt* sp)( 


a—p 
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Weierstrass 定理 可 立即 推 由 极限 函数 是 G 上 的 势 函 数 . 

现在 我 们 叙述 一 个 基本 的 重要 定理 ， 

者 正则 调和 函数 的 集合 {w(P)} 在 2 上 是 一 致 有 界 的 , 即 对 于 集合 中 的 一 切 上 和 
6 bib Pe l 

lu(P)| <M, 

则 在 9 SABA DIRE BMC Cu), Cu), A) ABE, 

考虑 G 内 部 的 半径 为 a HRA, 球 心 为 P, REAS. Au, PHAR, 所 以 
平均 值 定理 成 立 ， 


1 
mP =r 人 uy dS, 
不 难 推出 & 内 部 的 平均 值 定理 ， 


cp- fe 


(参考 8 3). 
分 部 积分 后 ,得 到 


uy (P) 一 一 一 rer ff” u Sas, 


hp (P) <8, (17) 
仿 此 ,可 得 


\u,(P)| <3, (18) 


Jus 


(19) 


兹 设 G4 为 G 的 闭 子 域 ,其 上 各 点 与 夏 的 距离 大 于 4, 则 对 于 Gs。 上 所 有 点 了 ,上面 的 
不 等 式 对 集合 中 的 所 有 函数 4(P) 都 成 立 , 故 定理 得 证 . 

上 面 定理 的 一 个 直接 推论 是 选择 定理 (“ 列 紧 性 "定理 )， 从 任意 的 在 上 正则 调 
和 的 函数 所 组 成 的 一 致 有 界 集合 中 ,可 选择 出 一 个 序列 un(P), 它 在 G 的 ig 个 内 部 


的 闲 子 域 G z 上 上 一致 收 化 于 一 个 调和 函数 ， 
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RA BoA i SCE A SEAL PRL ABE Bw SEM. BELA A 
tn(P)+ AEN» HIF Sib BE A BE eA AE E Te LH — Be ts E AAH PT AE HE 
(参考 卷 工 ,第 46 页 ) Athy Weierstrass 收敛 定理 可 知 极限 函数 ”是 G 上 的 势 函 数 . 
特别 是 ， 由 以 上 的 论述 可 得 结论 ， 由 一 致 有 界 的 调和 函数 所 形成 的 任何 收 笋 序列 必 
定 在 每 个 闲 子 域 上 一 至 收敛 , 且 因 此 有 具有 调和 的 极限 函数 . 


§ 3， 平 均值 定理 及 其 应 用 


1. 齐 次 的 及 非 齐 次 的 平均 值 方程 

我 们 已 经 考虑 过 了 势 论 的 平均 值 定 理 ， 

HERO PEDENN u ERE R LESE 6 内 的 球面 Pr 上 的 
PUES TRACER DII 4, 


m=i ff ee. a) 
可 立即 推出 关于 球 内 部 的 平均 值 定理 。 因为 (1) 对 于 含 于 C 内 的 一 切 球 所 对 应 的 R 
都 成 立 , 故 可 乘 以 R? 并 在 0 A a 的 区 间 上 积分 ,就 得 到 


“= 人 udg, (2) 


AK, 是 半径 为 WRR. REN CASTOR AM EES TERY 
心 的 值 %， 

对 于 非 齐 次 的 Poisson 方程 Au= — 4 mu 也 有 相应 的 关于 球 的 平均 值 定理 .将 
S 1, 8 中 所 导出 的 Green 公式 (31') 简单 地 变化 一 下 就 可 得 到 这 个 定理 ， 将 这 个 公 
式 用 于 半径 为 & 中 心 在 P HRR Ke 上 ,并 令 


就 得 到 恒等式 


rire ff ud 2 p=Uy+ iSS. (4-4) 40 dg, (3) 
Re =: 


它 对 于 每 个 连续 的 并 具有 连续 的 一 阶 导数 和 分 块 连续 的 二 阶 导数 的 国 数 <&(*，2，z) 
部 成 立 。 因 此 ,对 于 Poisson 方程 的 解 有 如 下 的 平均 值 定理 ， 
ATURE OMSL Ka, 方程 A 一 一 4 的 每 个 在 OLENA 
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w= Gare f, uage fff (Fr) dg. (4) 


对 于 4 三 0 的 特殊 情形 , 将 上 式 乘 以 R? 并 关于 R 积分 ， 就 得 到 一 个 含有 在 球 内 
部 的 平均 值 的 方程 ， 上 式 经 过 一 个 简易 的 运算 后 ,得 出 


ee De 0 


在 平面 上 有 类 似 的 定理 成 立 ， 
HOST 6 内 的 任 一 因 Kn， 方程 wst ws 一 一 2 zk 的 每 个 在 9 HENGER 
MERER 


Uy = 


1 R 
zak), “as+| Poer de, (6) 


iSS ater elf, (Mb BSA )ate, o 
HO He MLA, HOE EO ANE Ka HAE a= au tig ME 
CLEMO MRM RRA 


oh) ta o 
mame f Sete- Sf fre Wade, r 


其 中 


1 1 1 1 r? 
rr, R) =[ 1r- aha) + 2 tal- R2 YI, 
注意 方程 (5)、(7) 和 (7 也 可 以 由 $1 中 的 Green 公式 (31'), (32) 和 (36) 得 到 ， 
只 要 将 2 换 成 函数 


v=y(r)—y(R) + TE 


(r?—R?), 
其 中 
1 
VW) = cay pet 
这 函数 以 及 它 的 法 向 导数 在 球 的 表面 2a LETS, A Ke 内 部 满足 方程 


名 二 
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2. 平均 值 定理 的 逆 定理 
值得 注意 的 是 ， 平 均值 的 性 质 是 相应 的 微分 方程 的 解 的 特征 ， 首 先 证 明 势 论 中 
ela Lea 


BREUS DERO LARERM, LEST O MEIR Ka PREPO 


1 
“= Tart lf, u dlr, 


oe © ù > 


我 们 将 给 出 这 定理 的 两 种 证 明 . 

证 明 1( 利 用 Poisson 积分 公式 )， 设 G' 是 包含 于 G AHR, 是 这 球 的 边界 . 
it o 是 由 $ 2 中 的 Poisson 公式 (9) 给 定 的 势 函 数 , CEC 上 边 值 问题 4v=0 的 解 ， 
在 下 上 v=u， 因 为 v 是 调和 函数 , 它 满足 平均 值 定理 , 所 以 差 式 “一 " 也 必定 具有 这 
个 性 质 , 并 因此 而 满足 极 大 (和 极 小 ) 值 原理 (参考 §1,3)， 但 在 站 上 w 一 v=0, 所 以 
EG uzv, BR, 在 G 的 每 个 球 的 内 部 是 方程 Au=0 的 解 ， 因 此 4 在 G 上 处 
处 是 调和 的 . 

证 明 2 : 不 用 Poisson 积分 公式 也 容易 给 平均 值 定理 的 逆 定 理 一 个 直接 的 证 明 ， 
如 果 知 道 了 4 在 G 上 有 连续 的 二 阶 导数 , 则 由 恒等式 (3) 


1 _ 1 1 1 
zd eean SS S, 全 -二 ae 


将 两 边 除 以 A? 并 令 8 趋向 0 就 立即 得 出 结论 ， 根 据 Ax 的 连续 性 ,右边 收敛 于 数值 


. 1 1 1 _1 
sutim rear JJ, (Fe) de gat 


而 根据 假设 对 于 所 有 的 R 左边 为 零 , 即 4y=0, Wik, ARI éC 上 是 二 阶 
连续 可 微 的 ,定理 就 证 明 完毕 ， 

BG EG 的 一 个 子 域 , 它 的 点 到 G 的 边界 的 距离 大 于 a4， 则 对 于 中 心 在 C 内 
半径 有 <a 的 一 切 球 关系 式 (1) 都 成 立 ， 使 中 心 固定 ,用 Rx ORD ,f(A) 是 任意 
的 连续 函数 ,并 对 R 由 0 到 “积分 ,得 到 


co= 人 f@udg, (8) 


这 里 C=4af r2 fi(r)dr, 
0 


SAR PERRERA HE 


NS 


27 


为 方便 起 见 , 将 AR) 加 以 扩充 ,使 得 对 于 R>a， 太 CR) 等 于 零 . GAARA 的 中 
DERC, y.z) ,并 令 


L(x, ,2)=/f(V 27+ py? +27) , 
则 (8) 可 写成 


Cu(s, y,2)=f ff” Lg, yn, 2—0u lE, 9, 5) dEdnd, (9) 


Al f 可 如 此 选取 ,使 得 工 有 任意 阶 的 导数 ， 所 以 (9) 表 示 ， 具 有 平均 值 性 质 (1) 的 连 
续 函 数 4 在 G 的 内 部 具有 各 阶 的 连续 导数 .这 就 完成 了 定理 的 第 二 个 证 明 , 

直到 现在 我 们 都 是 假定 对 含 于 C 内 的 每 个 球 平均 值 性 质 (1) 都 成 立 ，G 可 以 是 
任意 的 有 限 域 或 无 限 域 . 不 过 ， 如 果 CEARR, 就 不 需要 假定 平均 值 性 质 对 每 个 
球 成 立 ， 这 时 ,有 如 下 的 定理 : 

R 6 ROTOR, EIR LATERM EADIE, AR Au=0 的 地 全 
DERM. BERR OH! HERE, PEO 的 每 个 内 点 PH, Edt 
ADL PRL MP >0 WEB GREE OH 肉 ) ,使得 。 在 其 上 有 平均 
值 性 质 


1 
w= SÍa udQy, (10) 


特别 强调 一 下 , 可 以 是 x, y, z 的 一 个 完全 任意 的 函数 , 例如 , 它 可 以 有 任意 的 
间断 性 . 

把 前 定理 的 第 一 个 证 明 稍微 改变 一 下 ， 就 可 得 到 本 定理 的 证 明 .， 设 " 是 一 个 势 
函数 ， 它 在 / 上 与 “ 重合， 因为 是 势 函数 ， 当 然 在 G 上 对 任意 的 4 都 满足 平均 值 方 
程 (10)， 于 是 可 知 差 式 4 一 2? 对 于 A( 刀 满足 条 件 (10) ， MERE CG 中 使 一” 达到 
RAM! HPA RARE. SP RP PST 有 最 小 距离 的 点 . 车 Po 是 6 
的 内 点 , 则 必 有 一 个 以 Po 为 中 心 、 以 4(Po) 之 0 为 半径 且 含 于 G 内 的 球 , 对 于 这 个 球 
平均 值 方程 成 立 ， 并 且 在 球面 上 有 "一 "= 对 .这样 , 在 中 就 有 比 Po 更 接近 /的 
点 ,这 与 假设 矛盾 ， 故 Po BET E. 仿 此 ,可 证 明 “一 "的 极 小 值 也 在 边界 上 取得 . 
BETT 上 “一 "一 0, 于 是 可 知 在 上 ww, 

在 证 明 平 均值 逆 定 理 的 过 程 中 ,我 们 假定 了 "” 是 连续 的 ,这 个 假设 不 是 多 余 的 . 
因为 一 般 说 来 ， 不 能 从 平均 值 的 性 质 推出 “的 连续 性 , 即使 这 个 性 质 对 每 个 球 都 成 
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立 ， 事 实 上 ,对 于 4=1, 即 对 于 一 维 的 平均 值 方程 


u(x) = (u(x +h) +u(*#—h)), 
可 构造 出 对 任意 A h AREE D EAER HERT ER KU. 
当 我 们 假定 在 每 个 点 P 处 只 对 一 个 半径 h(P) 有 平均 值 性 质 时 , RO 必需 是 有 


上 限 的 ， 对 于 无 限 域 ,即使 在 特殊 情形 4 二 常数 =/, 也 可 找到 在 G 上 每 点 处 满足 方程 


“= Tf ,a aD 


的 连续 的 非 调 和 函数 ， 如 果 假 定 4 只 依赖 于 *, 则 (11) 化 为 积分 方程 


1 +i x d 
u(x) Sor 7 O Š. (12) 
fy u(t) =e", BX MH, RE y 是 超越 方程 
sin yl 
a (13) 
的 根 . 去 掉 解 7=0, 此 方程 有 无 穷 多 个 复数 根 7 二 e+i8, 它 们 可 用 a, p 平面 上 的 曲线 
singl 1 


___ Pe 
al cosh fl’ 和 00s al = R Bl 
的 交点 表示 出 来 . 于 是 实 函数 “=e-Acosacx flu=e sinas 也 满足 方程 (12) & 
仅 当 “一 8=0 时 得 到 势 函数 . 


若 在 每 个 点 了 处 仅 对 单独 一 个 半径 4(P) 平 均值 性 质 成 立 , 则 4 不 仅 要 在 有 限 的 
FRC LE, MADREAR C+ HER. 图 13 给 出 函数 “(*) 的 一 个 简单 例 
F, 这 函数 只 在 开 区 间 上 连续 , 且 在 此 区 间 的 每 个 点 处 对 于 相应 的 A(x) >0 满足 一 


D 见 G. Hamel(1}, 
2) 这 个 例子 是 Max Shiffman HHN. 
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维 的 平均 值 方 程 
co => (u(x +h) +u(x—h)), a4) 

但 它 不 是 线性 的 . 
这 函数 在 区 间 0 过 + 二 1 上 是 连续 的 而 且 是 分 段 线 性 的 , 它 在 直线 y=0 5 y=] 
之 间 来 回转 折 . BAR, 它 在 端点 *=0 及 x*=1 处 是 不 连续 的 ， 设 位 于 上 边 直 线 上 的 
各 尖顶 的 横 坐 标 为 a, 而 位 于 下 边 直线 上 的 各 尖顶 的 横 坐 标 为 5,。 在 区 间 上 不 与 a， 
及 5, 重合 的 每 个 点 的 邻 咸 内 ,&(x) 是 线性 的 ,因此 ,对 于 某 些 确定 的 &(x) (实际 上 有 
无 穷 多 个 多 平 均值 性 质 (14) 是 成 立 的 .现在 如 果 我 们 这 样 选取 序列 4a,, 对 于 每 个 a, 


存在 两 个 点 aLa, 及 ap>a,, EAE a, = (aat ag) IBK u(r) 在 上 面 的 尖顶 处 也 满 


足 关系 式 (14) ,并 且 实 际 上 h(a,) 二 4g 一 0, 二 0, 一 24。 如果 再 用 同样 的 方法 选取 5,, 但 
要 使 b, 对 任何 ”及 4 不 与 重合 ,并 使 每 个 在 二 相 邻 a 间 的 区 间 内 ， 正 好 有 一 个 
5 出现 , 那 末 就 得 到 一 个 函数 4(*), 它 对 0<x*<1 是 连续 的 ,具有 性 质 (14)， 但 它 正 
如 图 13 所 示 , 不 是 线性 的 ， 

上 述 类 型 的 两 个 序列 a, 及 5, 可 用 许多 方法 构造 出 来 . 例如， 象 图 13 所 示 ， 我 
们 可 在 y=1 上 选取 横 坐 标 为 


1 3 
2k? 2 kt 
a= | 3 (8=1,2,.…:) 
1 on! gor 
的 点 ,而 在 y==0 选取 横 坐 标 为 
11 3 
7 2 ba 7.9% ’ 
b= k= , 2 see 
ll 3 OTD) 
7 24h 7 QF 


的 点 ,它们 对 称 于 =F. 


对 于 非 齐 次 Poisson 方程 的 一 般 的 平均 值 定 理 也 有 逆 定 理 ， 
EC 上 4 是 连续 的 ,x 是 分 所 连续 可 能 的 ,对 全 二 MME PRK, Be 
数 满足 方程 (4) 
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mm rim fee fff ie 


或 满足 与 之 等 价 的 积分 方程 (5) , 则 4 在 G iE Poisson 方程 Au=—4 mu, 


首先 注意 当 4 在 6 上 仅仅 是 连续 的 情形 ， 将 (4) 除 以 Ri pja 人 >0 if, 其 中 的 
三 重 积分 趋向 数值 


MEE a» 
因此 极限 
8 (uo) -lim fr 7 ar lf, u d2r—u} (16) 
也 在 C 上 处 处 存在 ,并 且 事 实 上 有 
8 (uy) = —4 ty, (17) 
车 “具有 连续 的 二 阶 导 数 , 则 象 在 第 226 页 上面 指 出 的 ， 
@(u) =Au, (18) 


因此 ， 只 要 能 证 明 ”有 连续 的 二 阶 导数 ,定理 就 得 到 证 明 。 实际 上 , 我 们 将 更 一 般 地 
证 明 ， 

Gute O 上 时 连续 的 且 / 在 9 LEDER TMM, Leet OADE 
RK, 清平 均值 关 系 戒 (人 或 (5 , 则 在 8 上 有 连续 的 三 阶 导 数 

Eu 满足 (4) ， 我 们 象 对 特殊 情形 4 三 0 一 样 来 进行 证 明 。， 仍旧 这 样 选取 函数 
f(A) ,对 于 R>a 它 恒 为 0， 而 且 它 有 足够 多 阶 数 的 导数 .将 方程 (4) ( 它 对 子 域 G。 
上 的 固定 点 P RORA AR fR), HE O 到 4 之 间 积分 ,得 到 


Cw=fff af@der fff erte, a9 
其 中 


orf mf, 


-ronf (4-4) aR 


-C AD R2 f(R)dR—An | Rf(R)dR 
7 | EI anf RF(A)AR, 
若 令 
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L(x, y,z) 二 f(p)， 其 中 PpP 二 VV ttt y? +24, 


H (x, =f Raf(R)AR+ 4n f RFR)AR, 


则 适当 选择 (RZ, CRA 将 处 处 有 直到 N 阶 的 连续 导数 .将 球 的 中 心 取 
在 (%,y,z), 则 由 于 R>>a 时 ,f(7) 恒 为 零 , 因 而 (7) 也 恒 为 零 , 故 得 表达 式 


Cul%, Y, z) ={f "Les, y—t, z—C)ucé, n, o) dédndt 
-ffj, H(*#—&,9—9, 2-6) u (8,7,6) dédndt 


+C f f f ， É dtdndt, (20) 


此 式 右边 前 两 个 积分 具有 直到 N 阶 的 导数 ， 第 三 个 积分 是 空间 分 布 4 的 势 , 故 
根据 §1,2 的 结果 , 它 在 G 上 是 二 阶 连续 可 微 的 ， 于 是 可 知 函数 本身 在 Gs 是 二 阶 
连续 可 微 的 ,所 以 在 G。 上 满足 方程 Au= 一 4xp， 又 因 a 可 取得 任意 小 ,故此 结论 在 
G 的 内 部 处 处 成 立 . 

在 ” 维 空 间 有 相应 的 定理 ， 并 由 第 二 个 定理 立即 得 知 它 的 证 明 类 似 于 刚才 给 出 
的 证 明 ， 这 定理 是 ， 假 定 “在 《 上 是 连续 的 且 4 在 9 上 是 分 块 连续 可 微 的 ， 并 候 
ERETO 内 的 每 个 球 《，“ 满足 方程 (6 ) 或 (7 )( 当 m= 2 时 应 是 (6) 或 (7))， 那 
末 4 在 6 上 是 二 阶 连续 可 微 的 . 

3. 对 于 空间 分 布 的 势 的 Poisson 方程 

在 §1, 2 中 已 经 对 三 维 空间 证 明了 在 G 上 的 质量 分 布 的 势 u 满 足 Poisson Jy 
程 Au= 一 4x4， 现 在 利用 上 小 节 中 在 第 229 一 230 页 上 叙述 并 证 明 的 平均 值 逆 定 理 
给 出 一 个 不 同 的 证 明 . 

首先 设 函 数 k(x, y, z) 在 G 上 是 分 块 连续 的 ,并 考虑 质量 分 布 w 的 势 


u(x, 9,2) =fff, BC rag, (21) 


Hepdg=dhdydl, 暂 假定 分 布 密度 上 用 4=0 延 拓 到 G Sb, HR Po 为 空间 任 一 
点 而 & 是 以 Py 为 中 心 ,以 8 为 半径 的 任意 球 . 

因为 (x, y, s) 是 处 处 连续 的 ,所 以 (21) 的 两 边 可 在 球 & 的 内 部 积分 , 并 且 实 质 
上 右边 可 在 积分 号 下 积分 。 我 们 得 到 
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SSS. u(x, y, 2) dzdydzs= {ff u(n, CFE, n, 63 as, 


MEM Po 一 人 | 全 是 具有 单位 质量 的 均匀 分 布 的 球 & EE, nO 
处 的 势 ， 因 此 


F(E, 1, %; Po) -| 3 (22) 
#2) esi, 


r 现在 表示 (5,7,5) 与 Po 的 距离 
将 (22) 所 给 的 值 代入 就 得 到 


fff Hades fff ideta ff, (RS)e de, e 


KEG" 是 6G HARK 的 子 域 . 由 于 


[Soc tener fff tas, 


我 们 得 到 方程 


srnu- ff farden fh (0-2 Ypie 
es tet SS h EAn ae, 


这 恰好 就 是 平均 值 方程 (5) 

分 决 连续 的 质量 分 布 的 势 ， 对 每 个 球 满足 平均 值 关系 式 (5) ,因而 也 满足 等 价 的 
ZERO, 

考虑 到 第 230 页 上 所 得 到 的 结果 ,我 们 能 够 做 出 如 下 的 叙述 ， 

Bai EBRD MHP OD RAA 

. 6 1 
O(u) = lim gas, u de 一 
EO LOONIE LAPSE 
O(u)=—4 ru, (24) 

4 在 6 BHR ATID 4) = ax, 图 而 Au=—4 m, 


“De 
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4. 其 它 椭圆 型 微分 方程 的 平均 值 定理 
对 于 Laplace 方程 和 Poisson 方程 的 平均 值 定理 ,可 从 恒等式 


ej 
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(25) 


立即 得 出 ， 这 恒等式 对 于 连续 的 且 有 连续 的 一 阶 导 数 和 分 块 连续 的 二 阶 导 数 的 函数 


u 成立。 代替 这 个 恒等式 ,不 难得 到 一 个 更 一 般 的 恒等式 , 它 是 平均 值 


1 
“M= smf fa” dOr 
的 Taylor 展开 式 , 这 展 式 对 于 固定 的 中 心 Po 是 的 函数 . 


从 Green 公式 
Cuy= fff (uav—vAu)dg 
出 发 ,其 中 & 是 中 心 在 Po ERA REER o 具有 形式 
C 
v(r) = + wr), 


对 于 "<B,w(7) 是 二 阶 连续 可 微 的 ,而 且 在 球 的 表面 Le 上 ， 


对 于 “可 取 具 有 连续 的 二 阶 导数 的 任意 函数 . 


(26) 


(26’) 


(26") 


EBR uE A+ 2p LARA (2 mnt MRES A PANTO m, Ata 


等 式 


CA’ uy =f (AtuAv—vA"*u)dg, 
« 


KEH Au KR” E Laplace 算 子 , 即 Alu=Au, Atu= Adu, a, 
再 设 on oa «ER AD 


Av, = Magi t Euan, (V=1,2,°°+) 


和 边界 条 件 (26”) 所 确定 的 (26') 型 的 函数 序列 , 且 开 始 的 函数 为 


1 /1 1 1 R—r 
ngel R) Ar Ar 
不 难 验证 这 个 递 推 方程 组 的 解 由 函数 
1 (R—r)#*! 


"ArT Rr 


(V=1,2,°°9) 


(27) 


(28) 


(29) 


(30) 
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Rw 


Sth, ENARE (26 WIR, RAC. =T 


ERDHA”, Kv, 
cam= (ff (w, Au -v A ) de; (31) 


若 将 对 应 于 ”一 1,2，…… 严 的 所 有 方程 加 起 来 ,就 归结 到 表达 式 ， 
C, Au = voAu—vmATtlu) de. 
2 0 SSS. (% Amrlu) dg 


根据 (25) 和 (30) ,容易 得 出 


1 m R2 
了 元 7 SS. “ 40a= 2 Gr A 
1 (R—r)2m+t! m+ 
+ 170 RFT SSS. Antu dg, (32) 
其 中 A 当 作 w。 这 人 恒等式 对 于 每 个 (2 mt) 阶 连 续 的 函数 u 及 每 个 含 于 6G 内 的 
BRA ear”, 
若 “ 在 9 上 是 任意 阶 可 微 的 ,并 假定 余 项 随 m 之 增 大 而 趋向 0， 则 由 (32) 得 到 
无 穷 级 数 


ee RY 
M(R) = ud2p= 乞 Gryp A”. (33) 
yan 在 G 上 从 某 个 m 起 蚀 竺 于 0 时 ,展开 式 (33) 在 ;=m 一 1 之 后 中 断 ,于 是 
可 得 ， ’ 
RAYE m=0 的 年 个 在 6 ETERNAL (2 MERS K 
WAST WOEER BERNIE 
m=] 
Tff, T (34) 
例如 ,方程 AAu=0 的 解 满足 平均 值 关系 式 
VaR? ag ff d98 一 上 十 am。 (35) 


微分 方程 Ax 十 cz 一 0 的 解 给 出 另 一 个 例子 ， 这 里 


D 这 个 结论 见 P Pizetti[1]。 


SOS ” 势 论 及 椭 贺 型 微分 方程 235 


A™* yes (J) @tlomtly, 
且 由 于 余 项 随 mm 的 增 大 而 收敛 于 0, 故 有 
~ sin R fc 
MR) =u, -ra vou REKE 
对 于 方程 au 十 必 一 0 的 每 个 在 G 上 正则 的 解 ,平均 值 关系 式 
ce ff een oo 
对 6 内 多 外间 于 成立 
在 平面 上 以 及 一 般 的 维 空间 中 有 类 似 的 论断 . 
因此 ， 在 平面 上 我 们 有 恒等式 


六 A’ l 
M(R) =- SR f, udS = Dl ian +f, vnA ”tiu dg, (37) 
其 中 vm 由 递 推 公式 
R 
P= f pr, (plog dp, 
(37°) 
= top & 
0 On og 7? 
确定 。 
在 寺 维 空间 中 有 


M(R) =off wa 
=(F)O(5 2) Salen) z) SSS vmA™ dg, (38) 


其 中 vm(? ) 用 递 推 公式 
a= p=! pv, (P) (er —r""?) de, 
i 1 1 (38) 
eor FE Be) 
给 出 ， 象 前 面 一 样 ,这 些 公 式 导 致 如 下 的 定理 ， 
微分 方程 Ax+ cu=0 的 每 个 在 OC 上 正则 的 解 ， 在 含 于 C 的 任意 球 上 满足 平均 
ip 
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Rene) 
i af f, ud2= =u! ( Z 元 ( ey 


r(s) J naan RY 6) 


= EO 
2 


一 dpP(R) > (39) 
这 里 7,(*) 是 v 阶 Bessel 函 数 .特别 是 ,在 平面 上 我 们 有 


RE igr f “dss RY). (40) 
sin R 
HTAR 2，(39) 中 的 因子 PD T RR ae RH k. 
实 上 
a Don") deon sin RYE 
p(R)= Va TROT Ve 
{参考 卷 BEER 3740). 


$54.2 É 问题 


1， 准 备 知识 ， 对 边界 值 和 区 域 的 连续 依赖 性 
现在 回 到 理论 的 中 心 问题 ,就 是 边 值 问题 .我 们 已 经 证 明了 解 的 唯一 性 ,就 是 定 
理 ， 


se 


Fe aes Bn RL SE FI ES arent 
列 , 它 在 1 上 一 臻 地 收敛 于 /, 屠 未 具有 边界 值 S 的 势 孙 数 序列 “在 G 的 内 部 收 
SCE S RARER u. 

证 明 可 根据 8 2,3 的 收敛 定理 立即 得 出 ， 所 以 ,只 要 能 说 明 在 / 上 对 特殊 的 边 
界 值 , 比 方 说 ,对 *\, za .…, sn 的 多 项 式 的 边 值 问题 是 可 解 的 , 那 示 对 于 任意 的 连续 
边界 值 的 问题 的 解 用 一 个 极限 过 程 就 可 得 出 ， 根 据 $ 2,1 的 论断 ,只 要 能 做 出 Green 
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函数 K 就 行 了 ， 

我 们 限制 在 维 数 "一 2 和 ”= 3 的 情形 来 做 Green 函数 . 并 且 得 到 如 下 的 结 
果 ; 

“是 由 有 限 条 连续 曲线 组 成 的 ,/ 的 每 个 点 是 二 直线 段 的 端点 ,这 线段 的 其 它 点 全 都 
在 6 外 . 

党 ”一 3 时 ,对 于 具有 如 下 性 质 的 每 个 域 6 都 能 作出 Green 函数 ， 域 8 的 边界 
《 是 由 有 限 张 连续 曲面 组 成 的 ,/ 的 每 个 点 是 一 四 面体 的 项 点 ,这 四 面体 的 其 它 点 全 
都 在 6 外 . 

在 卷 焉 中 将 再 一 次 论述 边 值 问 题 , 不 过 是 在 更 一 般 的 假设 之 下 ,而 且 是 从 不 同 的 
观点 出 发 的 . 

下 面 的 讨论 适用 于 有 界 域 8， 对 于 不 包括 全 部 空间 的 无 界 域 G, 可 用 关于 某 个 
适当 的 圆 或 球 的 反 演 而 将 域 G 变换 为 有 界 域 ,然后 求 出 Green 函数 .在 8 1, 1 的 
定理 的 基础 上 ,由 C 的 Green 函数 立即 得 出 对 G 的 Green 函数 . 

要 想 简化 对 于 更 一 般 的 域 上 的 Green 函数 的 构造 ,我 们 首先 证 明 关于 Green 函 
数 对 域 的 连续 依赖 性 的 某 些 命题 。 考 虐 收 剑 于 C HFR G, 的 一 个 单调 序列 , 使 得 
每 个 G, SAG, 作为 子 域 ,并 且 G 的 每 个 固定 的 内 点 包含 于 从 某 个 + 起 的 一 切 G， 
内 ， 于 是 下 列 定理 成 立 ， 

3) 若 对 每 个 域 6,， 有 一 个 Green 函数 K,, 而 对 极限 域 G 有 一 个 Green 函数 K, 
DEZI K, Æ G+ 上 一 至 地 收敛 于 《. 

不 过 , 在 对 极限 域 8 的 Green 函数 的 存在 性 事先 不 得 而 知 的 情况 下 , 特别 有 意 
义 的 是 更 一 般 的 收 剑 定理， 这 个 Green 函数 K 能 够 用 相应 的 极限 办 法 构造 出 来 . 
将 定理 a) 作 如 下 的 改进 就 可 证 实 这 一 点 ， 

b) 若 域 G, 所 成 的 序列 单调 地 收敛 于 C, XEHEA G,, 所 属 的 Green 函数 K, 
存在 , 则 序列 K, 在 G 上 收敛 于 一 个 极限 函数 

K=lim K,, 


如 果 某 些 条 件 满 足 的 话 ,这 个 极限 函数 & 是 对 域 G 的 Green 函数 . 
这 些 条 件 是 ， 在 二 维 的 情形 ,对 6 Hb EDS PEE MRR, te 


D 在 G 的 不 属于 Gy 的 部 分 上 ,可 假定 Ky 是 用 K =0 延 拓 的 。 
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外 但 有 一 硕 点 在 
为 了 证 明定 理 a) 和 b), 我 们 先 作 如 下 的 注解 。 函 数 《, 还 有 函数 ,一 ;7 都 形成 
单调 序列 , K, 一 y Eh K. 减 掉 基本 解 7 而 得 到 的 , BHC, 上 是 正则 调 AW. DE 
Ay EBK ERTER QEG, EMF >r, $g KK CEEC, EEEN 
的 ) 的 边界 值 在 ,上 是 非 负 的 ， 因 此 这 些 函 数 在 整个 域 G, 上 是 非 负 的 ， 
同样 的 原因 ,在 情形 a),K,<K, 因 此 也 有 ,一 YK 一 y，。 在 情形 b), 至 少 有 一 


个 球 完全 在 G 外 . We 不是 关于 这 球 的 外 部 域 的 Green 函数 , 则 有 KÊR K, — 


7<% —y, 也 就 是 说 ,在 两 种 情况 下 ,单调 增 大 序列 ,一 7 都 是 有 界 的 , 因此 在 9 上 
是 收敛 的 极限 函数 如 二 lim ,在 整个 域 C 上 肯定 是 非 负 的 ， 并 且 根 据 $ 2,3 的 收 


敛 定理 ,已 在 G 上 是 调和 的 . 

对 于 定理 a) ,由 ,<K 得 知 互 Kk, 但 因 , 具有 零 边 界 信 ， 所 以 限 函 极 数量 
BARATOS. MAH H =K 是 极限 域 G 上 的 Green HH. 

要 证 明定 理 >). AS 2 小 节 中 讨论 的 结果 , 我 们 预先 假定 在 平面 上 对 直线 段 的 
外 部 以 及 在 空间 对 四 面体 的 外 部 都 能 作出 Green 函数 .现在 设 K* 是 对 于 这 种 线段 
(或 对 于 这 种 四 面体 ) 的 Green 函数 ， 这 线段 像 在 b) 中 所 描述 的 样子 接触 8 的 一 个 
边界 点 Po。 对 于 G 上 的 每 个 点 ,由 上 面 的 讨论 可 立即 得 出 ， 

0<H(P)<K"(P), 

因为 K*(P) =0, 所 以 像 前 面 一 样 ,8H 在 Po RO H (P) =0, 于 是 ,根据 我 们 
HEGE, H 处 处 有 零 边 界 值 ,因此 , 它 是 极限 域 G 上 的 Green 函数 . 

这 里 强调 一 下 ,上 面 这 些 讨论 绝 非 限于 单 连 域 ,它们 可 毫 无 改变 地 搬 到 多 连 域 上 
面 去 . 

下 一 节 中 ， 我 们 将 指出 ， 利 用 孔 A. Schwarz 交替 法 ， 如 何 通过 用 G, 单调 地 
逼近 更 一 般 的 域 而 将 对 特殊 域 C,=G 的 Green 函数 的 构造 法 转移 到 一 般 的 域 上 面 
去 . 


D 对 于 n=2, 我 们 的 论述 容易 扩展 到 更 一 般 的 情形 ,就 是 用 有 限 条 线段 或 可 数 条 线段 组 成 的 多 边 URS 
一 条 直线 段 来 到 达 点 P。 在 这 种 情形 下 边界 可 以 是 任意 的 Jerdan 曲线 。 不过, 由 于 这 种 一 般 边 界 的 边 
值 问题 将 于 卷 亚 中 用 另 一 种 方法 直 楼 解 出 ， 所 以 在 这 里 我 们 略 去 这 一 推广 。 
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2. Fi Schwarz 交替 法 求 边 值 问题 的 解 

一 种 简单 的 收敛 过 程 能 使 我 们 解 出 对 于 域 8 的 边 值 问题 , 这 域 B 是 由 两 个 相 又 
HRC RC (或 任意 有 限 个 这 种 域 ) 联 合 而 成 的 ,而 对 G 及 CO 这 两 个 域 来 说 , 我们 
假定 具有 任意 连续 边界 值 的 边 值 问 题 是 可 解 的 ， 设 G RCE MBAR HAR 
个 具有 连续 切线 或 连续 切 平面 的 部 分 所 组 成 ,并 设 G 与 G6' 的 边界 的 交角 不 为 0, 且 不 
在 个 或 六 的 顶点 相交 也 不 沿 着 人 三 或 六 的 穗 相交 .由 于 对 圆 和 半 平 面 , 或 对 球 和 半 
空间 ,用 Poisson 积分 可 解 出 边 值 问题 ， 故 交替 法 对 于 那些 在 平面 上 是 由 有 限 个 相符 
的 圆 或 半 平 面 联合 而 成 的 域 、 在 空间 是 由 有 限 个 球 或 半空 间 联 合 而 成 的 域 可 立即 求 
出 解 来 。 KA B 的 构造 如 图 14 及 图 15 所 示 . 图 15 指出 如 何 由 车 于 个 单 连 域 得 
到 二 连 域 ， 从 而 指出 ,可 以 怎样 来 解 这 种 域 的 边 值 问题 . 


采用 这 种 方法 ,对 于 重 登 部 分 是 一 个 域 还 是 几 个 不 相连 的 域 是 没有 多 大 区 别 的 ， 
所 以 我 们 将 考虑 图 14 所 示 的 情况 ,那里 G 与 G' 只 有 一 个 公共 域 D， 设 6 的 边界 人 
由 a 和 4。 两 部 分 组 成 ,b 在 G' 内 。 并 设 G' 的 边界 由 a 入 确定 , AO ECA. 
假定 在 B 的 边界 ata =4 上 给 定 了 连续 的 边界 值 , 它们 的 绝对 值 以 某 个 常数 M 为 ， 
R. 

1) Zee INF RRR, Eb 上 依照 与 a。 上 的 边界 值 过 续 的 方式 ,用 绝对 
值 小 于 M 的 任意 值 补充 上 去 ,作为 了 上 的 边界 值 , 并 对 G 解 出 具有 这 样 规定 在 人 
上 的 连续 边界 值 的 边 值 问 题 ， 这 解 ED 上 取得 的 值 与 事先 在 w 上 指定 的 值 一 
起 ,形成 上 的 连续 边界 值 ， 用 这 些 边界 值 对 8' 解 出 边 值 问题 ,得 到 函数 当 ， 这 函 
数 在 5 上 所 取得 的 值 与 a。 上 的 边界 值 一 起 又 形成 了 对 C 的 连续 的 边界 值 ， 设 对 应 
于 这 边 值 问题 的 解 为 内。 这样 继 续 轮流 作 下 去 ， 就 在 G 上 得 到 一 个 势 函数 序列 
us «++, 而 在 C 上 得 到 相应 的 序列 ui, 邮 , …:。 一 般 地 

EED b au, 因此 uu, uau, EE bu, BR ra — 
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,二 也 一 以 -1。 我 们 断定 ， 在 G LAR u, 一 致 地 收敛 于 势 函 数 < MES EAR 二 
一 致 地 收敛 于 势 函 数 u 和 w 在 G AIG HARD 上 是 恒 等 的 。 这 两 个 极限 函 
数 在 整个 域 B 上 确定 了 一 个 正则 的 势 函 数 . 这 个 势 国 数 就 是 对 8 的 边 值 问题 的 解 . 

证 明 依 赖 于 下 面 的 引 理 ， 

在 前 面 关于 OMO MIMS TR E 6 上 是 咎 则 调和 的 ,在 。 上 
STS.) 上 满足 不 等 式 

oshisi, 
则 存在 二 个 正 的 常数 4<1, 它 只 依赖 于 域 和 人 的 形状 ,使 得 ?在 名 上 上 处 处 满足 
PEA 
lvl <g. 

当然 ,对 G 相应 的 命题 也 成 立 ， 显 然 , 可 以 选取 一 个 对 二 域 都 适用 的 常数 作为 9。 

我 们 将 在 本 小 节 的 末尾 证 明 这 个 引 理 。 不 过 , 我 们 要 先 用 它 来 完成 交替 法 的 收 
SERVIER. AM, 表示 


|u, | = |u u) 
Eb 上 的 极 大 值 , 相 应 地 用 M, 表示 
Jey 414 | = luul 


在 少 上 的 极 大 值 。 如 果 我 们 令 引 理 中 对 G 的 函数 ?和 恒 sty 则 立即 得 到 


M,<qM,, 
仿 此 ,可 得 到 
M,<qM,_; 
因此 
0 和 9209 por 


PUA, EM, 和 M; 收敛 于 零 , 并 且 事 实 上 它们 小 于 公 比 为 4<1 的 几何 级 数 的 各 对 
应 项 ， 
这 就 意味 着 级 数 


uy + p (4,,,—-4,) = lim u, =u 
v=] n= 
在 G+/ 上 以 及 相应 的 级 数 


i 十 > (WO—) = lim up =w 
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EGAP bgs. TETA, Fw’ 是 AG” 上 的 势 函数 , 它们 在 “和 
a 上 各 自 取得 给 定 的 边界 值 ， 对 于 由 及 加 MR ENA RRD, EV bE u 
1,0, THLE > EER wy —u, =u — 1) 一 致 地 收敛 于 零 。 因此 ,极限 函数 < 和 ww 在 
D 上 完全 重合 , 且 二 者 合 起 来 确定 了 一 个 在 8 上 正则 的 调和 函数 , 它 就 是 这 个 边 什 
问题 的 解 

如 果 把 这 个 交 蔡 法 重复 有 限 次 , 就 得 到 下 面 的 定理 ， 车 G LAR RR 
G1 Ga oy Co ERG HERD ARID PER LEE TERS MELT RST 


"SIL te _-ieARO A, SEAL RAT NRA AAO, 它 
的 边 值 问题 是 可 解 的 。 例 如 ,若是 去 掉 区 间 0<*<<1 的 全 平面 , 我 们 可 把 它 看 作 
是 由 四 个 半 平 面 

x<0, *>1, y<0,»>0, 

联合 而 成 的 ,对 这 域 求 解 边 值 问题 可 用 Poisson 积分 对 每 个 半 平 面 一 个 一 个 地 解 出 . 
然后 用 交替 法 就 得 出 对 G 的 解 . 在 三 维 空间 中 ,同样 对 四 面体 的 外 部 可 看 作 是 四 个 
半空 间 的 联合 . 

如 果 我 们 注意 到 , 任何 域 都 可 看 作 是 单调 增 大 的 域 序 列 C, 的 极限 域 , 而 @, 中 
的 每 个 部 是 由 有 限 个 贺 或 球 组 成 的 , 那 末 就 可 应 用 第 1 小 节 中 的 定理 b) 并 得 到 一 般 
的 定理 ， 

在 平面 ， mee G Petey ere Te G Gad 


oe © © è © © © 1 © © 9 o% è © © o o 
oe © > © © © .9 © a è o R @ 


DAMEA AREE”. 
2) 引 理 的 证 明 ， 为 了 证 明 引 理 ， 我 们 先 考 虑 二 维 的 情形 
(图 16). ÆW 上 作 一 个 具有 密度 1 的 双 层 势 , 即 表达 式 


1 
Olog— 
Ov , 


w(P)=w(%, y= f 


D 顺便 提 一 下 ,如果 对 几 个 战 采用 我 们 所 说 的 交替 法 ,而 当 这 方法 接连 不 断 地 重复 下 去 时 ,这 些 域 是 轮流 地 
一 个 接替 一 个 的 话 , 那 就 和 著名 的 Poincaré 扫除 法 (balayage method) 关 质 上 是 一 样 的 了 。 (参考 文 
献 中 的 许多 介绍 )。 所 不 同 的 是 Poincaré 一 下 子 就 侵 定 了 可 数 个 圆 或 球 ， 当 方 法 重复 使 用 下 去 时 ,这些 
贸 或 球 是 按 一 定 次 序 互 相 接 起 的 。 下 过 ,这 儿 给 出 的 证 明 , 不 同 于 扫除 法 的 通常 的 证 明 。 
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它 表示 由 6 上 的 点 已 向 沿 着 弧 移动 的 点 引出 的 矢 径 所 扫 过 的 角度 ， 这 函数 在 G 的 
内 部 是 正则 调和 的 , 在 边界 弧 a 及 4 上 具有 连续 的 边界 值 。 SWARM 4 趋向 终 
点 了 时 ,相应 的 ww 的 边界 值 趋向 极限 &4-, 它 等 于 割 线 14, 与 4 处 的 指向 2 的 切线 
之 闻 的 夹 角 。 另 一 方面 ,2 上 边界 值 的 相应 的 极限 Ra 等 于 44, 与 4 处 指向 4 的 切 
线 之 间 的 夹 角 ， 由 此 得 到 关系 式 
Rai— Ra- =a, 
如 果 我 们 由 域 的 内 部 , 沿 着 任 一 条 与 4 处 指向 5 的 切线 成 。 角 的 射线 而 趋向 边界 点 
要 , 则 得 到 的 极限 值 是 线性 组 合 
Rt (1- a, 

由 此 终于 得 知 , 对 于 OAK 4 ER P., HRR ARE w(P,) 的 极限 
点 只 能 在 Ras 与 4- 之 间 ， 自 然 , 对 于 绝 的 另 一 端点 41, 有 同样 的 论断 。 

现在 考虑 定义 在 边界 个 =a+b 上 的 函数 e, EE b 上 等 于 常数 =, 且 在 < 上 等 于 
0 ROR wo HMA, MK 元 一 " El 上 是 连续 函数 。 根据 假设 ,在 G6 上 存在 一 
MA D—e 为 边界 值 的 正则 调和 函数 2. 

定义 函数 


它 在 G+ 上 是 有 界 的 ,在 G 上 是 正则 调和 的 ， 它 在 。 上 的 边界 值 为 0 而 在 上 的 
边界 值 为 1， 但 由 前 面 关 于 ww 的 注释 可 知 , 当 我 们 由 内 部 趋向 4 或 41 时, S 的 极限 
值 只 能 在 0 与 1 之 间 , 而 当 我 们 沿 着 与 切线 成 。 角 的 射线 而 趋向 4 或 41 时 , 得 到 边 
MAA- , 它 是 一 个 小 于 1 的 值 。 

特别 是 ,如 果 我 们 沿 着 C HORA b 而 趋 于 4 和 4i， 那 末 角 “的 极限 值 是 忆 
GUA AB, SEL 上 处 处 满足 不 等 式 

S<. 

因为 ,不 然 的 话 ,就 必定 在 8" 存在 一 个 点 到 P, 使 得 S(P,)>1。 但 是 , 正 象 在 极 大 什 
和 极 小 值 定理 的 证 明 的 情形 一 样 , 这 个 序列 不 可 能 在 的 任何 内 点 处 有 极限 。 而 极 
限 点 在 4 或 41 处 也 是 不 可 能 的 ， 因 为 ， 我 们 已 经 看 到 ， 在 这 二 点 处 的 极限 分 别 为 
号 <1 和 名 <1. 
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用 引 理 中 的 函数 2 作 差 式 5 一 ?==4, 它 的 边界 值 在 a 上 为 0, 在 ?上 肯定 是 非 负 
的 。 这 个 在 G 上 正则 调和 的 函数 ,在 G 的 内 部 不 可 能 变 为 负 的 , 当 我 们 趋向 弧 < 或 5 
的 一 个 内 点 时 ,也 不 可 能 得 到 负 的 极限 值 ， 趋 向 端点 4 或 41 时, 4 具有 和 5S 同样 的 
极限 值 ,因此 这 极限 值 必 定 界 于 0 和 1 ZA. PAR G+ bibb S—v>0, 
MAER 上 有 

v<S<q, 
对 于 和 式 S$ 十 vz 作 同 样 的 论述 ,得 到 在 G LS+0>0, Ai, 将 两 个 结果 合 代 起 来 ,在 
b 上 得 到 
lv1<S<9<1. 

这 就 证 明了 我 们 的 引 理 . 

这 个 证 明 的 好 处 是 它 能 够 立即 转移 到 三 维 或 多 维 空间 上 面 去 ， 这 时 取 “为 在 边 
界 上 具有 密度 0 或 1 的 曲面 分 布 的 双 层 势 . 

3. 对 于 具有 充分 光滑 边界 的 平面 域 的 积分 方程 法 

在 二 维 的 情形 ,对 某 些 特 殊 域 求解 边 值 问题 的 另 一 个 方法 是 Fredholm 的 积分 方 
程 法 ,这 方法 本 质 上 不 同 于 交 声 法 和 扫除 法， 这 是 G6。 Neumann fy, of ch RIL 
个 老 方法 的 推广 。 边 值 问题 将 化 为 第 二 类 的 Fredholm FR, 我 们 不 拟 在 最 一 般 的 
假设 下 来 扩展 这 个 方法 , 而 是 假定 边界 曲线 六 能 用 参数 式 *(t) 和 >(?) 表 示 出 来 , 这 
两 个 函数 具有 直到 四 阶 的 连续 导数 .这 里 假定 参数 : 是 沿 曲 线 KK, 

我 们 试 把 所 需求 的 势 函 数 r, VERA 


u(x, y) =f oar, ( y=logt) (1) 


把 它 当 作 是 在 边界 个 上 具有 密度 o(s) 的 双 层 势 ， 这 积分 即使 当 P (x,y) 是 边界 人/ 
上 的 点 时 也 有 意义 ,比如 说 对 应 于 弧 长 为 s 的 点 PSE, >(s)) 它 是 有 意义 的 .对 
FU LER YO), y(s) ,上 面 的 积分 可 号 作 


u), yD =u = S oa (2) 
这 里 表达 式 
Ks) =—1 HGH _ core _1 db (3) 


Te v mr TE 


(关于 角 a MA d HELLE 17) 当 +>s 时 收 北 于 数值 ( 5- O ,其 中 4(5) 是 边界 
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曲线 在 点 * 处 的 曲率 ,和 而且 这 曲率 是 二 阶 连续 可 微 的 .事实 上 ， 
可 以 看 出 ， 核 K(s, 0 本 身 具 有 直到 二 阶 的 连续 导数 . 

假定 c(2) 是 弧 长 :的 连续 可 微 函 数 。 HP 由 域 的 内 部 趋 
向 边界 点 Po, 则 根据 81,4 中 得 到 的 跳跃 间断 性 定理 > 可知， 执 
函数 CP) 收敛 于 边界 值 u (Py) =4( Py) 一 zz (Po) ,或 根据 (2)， 
收敛 于 数值 


m(sy=—af Ks, tha (t)dt—ma(s), (4) 
现在 把 我 们 的 论述 反 转 过 来 ,并 从 积分 方程 
o(s)=—f Ke, Do (e)at—F f(s) (5) 


定 出 分 布 函数 c(s? 似 乎 是 合理 的 , 这 里 f(s) =w(Po) 表 示 给 定 的 边界 值 。 根 据 第 1 
小 节 , 不 失 一 般 性 ,可 假定 边界 值 A(s) 是 连续 可 微 的 。 若 0(s) 是 这 积分 方程 的 解 , 则 
它 的 势 函数 
“一 人 ot) Lat 
在 G API. SCS) Be K, 2) BOAT EE (5) ESET PN. 换 
名 话说 ,使 用 $ 1,4 中 对 平面 的 间断 性 定理 所 需 的 条 件 是 具备 的 。 由 此 可 知 ， 当 点 赵 
向 人 时 , 势 函数 “取得 边界 什 
-zf K(s,eo(e)dt—no (8) = f(s), 
因此 ,如 果 我 们 能 解 出 积分 方程 (5) , 那 末 就 能 解 出 我 们 所 提出 的 边 值 问题 . 
卷 工 第 三 章 中 所 证 明 过 的 Fredholm 定理 可 应 用 于 积分 方程 (5)， 在 我 们 目 前 
的 问题 中 , 那 就 是 说 ,对 于 每 个 连续 可 微 的 F(s), 存 在 唯一 确定 的 连续 可 微 函 数 " (s) 
当 相 应 的 齐 次 积分 方程 
o)=—{. K(s,t)o(t)dt (6) 
只 有 平凡 解 0 三 0 时 , 它 满足 积分 方程 (5)。 换 句 话说 , 一 旦 能 证 明 本 征 值 *= 一 1 不 
可 能 出 现在 齐 次 方程 
D 虽然 在 $1,4 PRET 是 二 阶 连 续 可 微 的 ， 但 观察 那里 给 出 的 证 明 , 显然 对 于 这 里 所 用 的 特殊 结果 来 


说 ( 即 对 于 肯定 双 层 势 本 身 的 跳 医 而 不 是 它 的 法 向 导数 的 跳跃 来 说 ) ,只 要 假定 OCF) BERT PL 
TT. 
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w(s)=f KG, Hoar (7) 
的 本 征 值 之 中 ,也 就 对 于 我 们 的 特殊 域 完成 了 存在 性 的 证 明 . 
在 具有 连续 曲率 和 长 度 为 民 的 凸 边界 的 情形 下 ,这 是 关系 式 
人 ac dra f i= 
和 由 凸 性 推出 来 的 不 等 式 
cos æ 


K (s, t) =— y >0 


WERI. KEM gll Er 上 的 最 大 值 , 则 有 


allo <Mf KG, t)dt=M, 


因此 ,对 于 |v| =M, 
[AIM<M, 
仅 当 + 是 常数 时 等 号 才 成 立 ， 若 0,0 M40, 因而 
[aj <1, 


事实 上 ,只 对 于 常数 > 才 有 |41|=1， 但 对 应 于 本 征 函 数 "一 常 数 的 本 征 值 是 = 二 1， 
故 得 不 等 式 一 1< 1 入 +1, 它 不 包含 数值 = 一 1， 

在 边界 不 是 凸 的 情形 下 ， 我 们 已 经 注意 到 ， 根 据 假设 核 AG, OBIE fe 
的 。 这 表明 对 于 方程 


dv(s) 一 f. K(s,t)v(t)dt 


fy BR TE RADA xt. MEE " (3) 是 方程 (6) 的 解 , 则 作为 8$ 1,4 中 跳跃 
关系 的 推论 , 势 国 数 


u(x, y) =f a(t) hat (8) 
在 个 上 取得 内 边界 值 
(3) = f, oO TG dena (8) =0, 


并 根据 唯一 性 定理 得 知 它 在 G 的 内 部 恒 为 零 ， 因 此 u, NET 上 的 内 法 向 导数 也 
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现在 在 域 9 的 外 部 来 考虑 势 国 数 (83). 因为 在 目前 的 情形 下 ， 对 平面 上 的 间断 
性 定理 的 各 个 条 件 ( 见 § 1,4) 都 是 满足 的 ， 所 以 在 7 上 得 到 外 人 边界 值 


u,(s) =f (LED dt+ no =2 no(s), 


又 因 (9) 是 二 阶 韦 续 可 微 的 , MORARA = 0 但 在 无 穷 远 处 ,由 (1) 容 易 看 


出 "uu 是 有 界 的 ,因此 4 在 8 的 外 部 也 恒 等 于 堆 (这 是 借助 于 240 页 上 的 引 理 而 推出 
的 ) ,特别 是 在 上 的 外 边界 值 为 

ue(s) 一 2 wo (s)=0, 
因此 方程 (6) 的 每 个 解 恒 为 零 , 即 *== 一 1 不 能 是 齐 次 积分 方程 


hv(s) =f K (s, t)v(t)dt 


的 本 征 值 ， 于 是 证 明了 对 于 特殊 域 的 边 值 问题 的 解 的 存在 性 . 
在 空间 ， 与 此 类 似 的 论述 是 成 立 的， 尽管 为 了 能 使 用 Fredholm 定理 ,我 们 需 将 


BLU ( 它 不 是 平方 可 积 的 ) 换 成 平方 可 积 的 核 . 


不 过 ,应 该 注意 到 , 尽管 积分 方程 法 是 优美 的 ,但 它 仍然 次 于 前 面 推出 的 方法 , A 
为 即使 出 现 一 个 普通 的 角 点 ,也 会 导致 核 的 奇异 性 , 而 使 得 Fredholm 定理 无 法 直 
接应 用 . 

4. 关于 边界 值 的 注 记 

在 平面 上 , 第 1 和 第 2 小节 所 推出 的 方法 对 于 每 个 用 一 条 任意 的 Jordan 曲线 所 
界 的 平面 域 都 能 做 出 边 值 问题 的 解 。 但 在 三 维 或 多 维 空间 中 ,情况 就 复杂 了 ,因为 对 
于 有 些 域 , 边 值 问 题 不 再 是 在 强 的 意义 下 可 解 的 了 ， 换 句 话说 ,对 于 预先 给 定 的 连续 
边界 值 ,我 们 不 能 总 是 期 望 在 全 部 边界 点 处 都 能 取得 这 些 边 界 值 ,这 一 点 用 Lebesgue 
给 出 的 下 面 的 反例 可 以 说 明 ， 

先 算出 集中 于 * 轴 的 0 与 1 AER LAR RE 00 =r 的 质量 分 布 的 势 ， 


1 Edt 
u(x, y, 2) Í, y E 


Hp =y tt 
A(x =y (1—%)? +0? —V x? + p? 


= A(%, p)—2 xloge, 


+ xlog|(1—*#+ VA —*)? +0?) (xt V x74 0?) |, 
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当 * 取 正 值 逼近 原点 时 ,4(*, p) 趋 向 1; 不 过 ,表达 式 一 2 *logp 的 极限 实质 上 是 依赖 
于 趋向 的 路 径 的 。 例如, 若 在 曲面 ?= 二 1*1” 上 趋向 原点 , 则 一 2 xlogp 对 于 每 个 收 
KF 0, 于 是 4 趋向 数值 1。 另 一 方面 , 若 取 曲面 ee" (c> 0,* 之 0) , 它 在 原点 有 
一 “无 限 陡 峭 " 的 顶峰 ,这 时 一 2 *logp 收敛 于 c, 因 此 势 阔 数 4 趋 向 1+c， 这 表示 所 有 
的 等 势 面 u=1+¢e(c>0) 交 于 原点 , 并且 ,曲线 p=. 帮 (xz) HEM * 轴 旋 转 就 得 到 上 
述 的 那些 曲面 ) 的 各 阶 导 数 在 原点 都 等 于 0。4=1+¢ 这 种 曲面 如 图 18 Bras, 

如 果 我 们 现在 把 等 势 面 “=1+2(c>0) 所 界定 的 域 CERAM, 并 对 G 和 边 
界 值 u=1 +e 解 出 外 边 值 问题 , 我 们 就 得 知 这 解 是 由 上 面 给 定 的 国 数 ul, y, 2) 所 作 
成 的 ,但 是 根据 我 们 的 讨论 得 知 ,如 果 依 适当 的 方式 趋向 原点 , 那 末 这 个 解 就 能 收敛 
于 1 与 1+¢ 之 间 的 任何 值 。 

关于 球 


(到 ++i 
作 反 演 并 作 一 适当 的 平移 , 则 由 上 面 的 例子 得 到 对 于 内 边 值 问题 的 一 个 相应 的 例子 。 
G 映射 为 ,15 空间 的 域 C ， 它 在 点 $ 一 一 去 二 一 0 一 0 处 有 一 异常 尖锐 的 内 顶峰 
( 见 图 19), 边界 值 1+e 变 为 在 六 上 连续 的 边界 值 


十 
v=l tt, CHV PTE), 


图 18 图 19 


对 于 这 些 边界 值 和 域 9 的 内 边 值 问题 的 解 由 在 G' 上 正则 的 势 函 数 
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给 出 。 依 适当 方式 趋向 点 吉 = 一 地 ,90,5 二 0 M o 的 极限 值 仍然 可 以 是 1 与 1+c 


之 间 的 任何 值 . 

在 卷 下 中， 我 们 将 把 在 每 个 边界 点 处 确切 取得 边界 值 的 要 求 在 三 维和 多 维 钓 情 
形 中 换 成 软弱 的 要 求 ， 就 是 其 本 身 足 以 唯一 地 确定 解 那个 要 求 ， 在 每 个 边界 点 处 平 
均 地 到 得 边界 值 。 只 有 在 二 维 的 特殊 情形 下 ， 这 种 要 求 才 保证 在 每 个 边界 点 取得 边 
界 值 ， 不 过 ,如 果 边界 和 边界 值 足够 光滑 的 话 ,就 能 确切 地 取得 边界 值 而 且 导 数 在 边 
界 上 保持 连续 (参考 本 章 §7,4 末 关于 更 一 般 的 椭圆 型 方程 的 附注 ). 

4a. 容量 * 和 边界 值 的 取得 

N. Wiener[2] 已 经 注意 到 边界 值 的 取得 的 问题 与 容量 的 概念 有 关 ， 容量 是 一 
个 有 独立 意义 的 概念 ， 

为 了 定义 4 维 ( 可 设想 为 n=3) 空间 中 闭 曲面 个 的 容量 , 把 个 看 作 是 具有 外 边 
界 广 的 壳 体 S 的 内 边界 , 并 假定 对 S 的 边 值 问题 已 解 出 为 函数 4, 在 / 上 的 边界 什 
为 “一 1 在 /” 上 的 边界 值 为 “一 0， 不 论 x“ 的 导数 在 边界 上 存在 与 否 ,在 过 体内 部 局 
WFT A 的 任何 光滑 曲面 站 上 的 曲面 积分 


总 是 存在 的 .将 Green 公式 运用 于 由 两 个 这 种 曲面 六 围 成 的 内 部 壳 体 上 ， 容 易 看 
出 ,上 述 的 曲面 积分 不 依赖 于 E 的 特殊 的 选择 。*« 这 个 数 定义 为 SKE 
E”; MR ERALA, 那 末 就 称 ATMA. 这 个 概念 对 于 上 述 广义 的 边 值 
问题 的 解 仍然 是 有 意义 的 ; 特殊 情形 ，/ 可 以 是 一 小 块 有 限 曲面 ， 只 要 分 别 计 算 曲 面 
的 两 侧 , 使 之 成 为 -~ 个 采 菠 形 . 

在 物理 上 ，*x 表示 作用 于 导体 / 上 使 得 在 / 上 产生 定常 电势 1 而 在 /” 上 保持 
电势 0 的 总 电荷 。 

Wiener 定理 表征 出 域 G 的 边界 上 的 那些 点 P, 如 果 边 值 问题 是 依 推广 的 意义 ” 
解 出 的 话 ,在 这 些 点 处 可 能 取 不 到 预先 指定 的 值 。 


D 在 M，Brelotr1] 中 可 找到 最 新 的 说 明 。 

2) 边 值 问题 的 这 种 推广 的 令 述 方式 可 以 这 样 给 出 ， 把 G 看 作 是 具有 光滑 边界 的 单调 域 序 列 Gu 的 极限 ,这 
域 序列 的 边界 是 由 正则 点 组 成 的 ,Gyi 包含 G。, 而 且 G 的 任何 闭 子 域 都 包含 于 城 G 中 的 有 限 个 之 内 。 
可 以 证 明 各 个 边 逢 问题 的 对 应 解 w KATO Ee, Hu KKRT G BAG 的 方式 。 于 是 
u 自然 地 应 理解 为 对 G 的 边 值 问题 的 解 。 参 考 N Wiener[1]。 
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在 第 4 小 节 的 例题 中 , 这 种 “例外 的 点 ”就 相应 于 尖峰 的 项 点, 或 更 简单 些 ,把 一 
线段 插入 域内 并 人 为 地 规定 它 为 边界 的 一 部 分 ， 则 这 线段 上 的 点 就 是 这 种 “例外 的 
A”. 

考虑 以 边界 点 P 为 中 心 以 1 为 半径 的 小 球面 上 的 那 一 部 份 7,., CEC 内 并 与 
广 的 一 部 分 一 起 包围 G 的 一 个 小 子 域 , 这 子 成 含有 P 作为 边界 点 .把 H, 依 上 面 规 
定 的 意义 下 的 容量 叫做 mx。 那 末 Wiener 定理 就 是 ， 当 且 仅 当 容量 a MA 足够 忆 
地 移 向 零 时 ， 确 切 志 说 就 是 当 级 数 

ze (G3) 
BAR IA PAL Sh, 

应 当 回 忆 一 下 § 4,1 中 叙述 的 关于 边界 点 的 正则 性 的 充分 条 件 ， 

5. Perron 的 下 调和 函数 法 ? 

下 面 这 一 小 节 里 我 们 插 进 Perron 的 一 个 优美 的 方法 ”。 这 个 方法 不 强调 构造 元 
素 而 注重 于 解 的 存在 性 的 证 明 . 它 连 系 着 重要 的 一 般 的 概念 ,并 且 , 在 这 里 所 讲解 的 
形式 ,有 着 易于 推广 到 其 它 椭圆 型 方程 上 面 去 的 方便 之 处 〈 见 87 的 附注 ). 

为 了 寻求 在 一 国定 的 有 界 域 C 上 调和 的 ,在 其 闭 包 G+/ 上 连续 的 , 且 在 边界 / 
上 取得 预先 指定 的 连续 值 $ MRR, Perron 使 用 了 下 调和 函数 及 上 调和 函数 的 概 
念 ,这 种 函数 是 单 变量 的 凸 范 数 和 回国 数 在 高 维 空间 的 推广 , 正 象 调和 时 数 是 单 变量 
的 线性 函数 ( 即 一 维 Laplace 方程 的 解 ) 的 推广 一 样 ， 我 们 现在 就 来 定义 这 些 概 念 和 
另 一 些 基本 概念 . 

vu 是 域 D 上 的 连续 函数 ，C 是 D 内 的 闭 球 (在 整个 这 一 小 节 中 C 都 表示 O 
AME. 用 Wo[2] 表 示 唯 一 确定 的 连续 函数 , 它 在 C 内 部 是 调和 的 而 在 D 的 其 
余部 分 等 于 vz。 车 对 于 D 内 的 每 个 球 C,v 满足 不 等 式 

v<M_[v], (v> Moa[?]), 
就 说 "在 D 上 是 下 调和 的 (上 调和 的 )， 例如， 满足 Awo 的 任何 函数 w 是 下 调和 
的 ,这 可 由 $6, 4 的 极 大 值 原理 推出 . 

下 调和 (上调 和) 函数 有 下 列 明显 的 性 质 ， 第 一 ， 若 "0， 则 Wec[v]> 关 0( 因 为 

a) 主 者 搂 , “下 调和 函数 *(subharmonic function) 或 译作 “次 调和 洗 数 ", 文 中 的 "上 调和 函数 ” (super- 


harmonic function) 或 译作 “ 超 调 和 函数 ”。 
2) WO Perrov( 1), 
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Mo[v] 在 C 上 的 机 小 信 册 现在 C 的 边界 上 ); 因此 , E v>w, HM Me[v] 一 McLwj]= 
Mo[v—w)]>0, 第 二 ,车 v 是 下 调和 (上 调和 ) 的 , 则 一 " 是 上 调和 (下 调和 ) 的 . 第 
三 ,下 (上 ) 调 和 函数 以 非 负 常 数 为 系数 的 任意 线性 组 合 仍 是 下 (上 ) 调 和 哨 数 . 

我 们 还 需要 一 些 补充 性 质 ,它们 将 只 对 下 调和 立 数 来 叙述 ,因为 上 调和 函数 加 上 
一 个 负 号 就 成 下 调和 函数 ,所 以 对 上 调和 函数 也 有 类 似 的 性 质 ， 

1) 对 于 下 调和 函数 的 极 大 值 原理 :车 " 在 域 2 上 是 下 调和 的 且 在 n 的 内 部 有 
一 极 大 点 , 则 2 一 常数 。 由 此 得 知 , 若 "在 有 界 域 六 上 是 下 调和 的 , 且 在 ?的 闭 包 上 
是 连续 的 , 则 ”在 边界 上 取得 极 大 值 . 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我们 考虑 函数 w= M[ 0), eC AD 内 的 球 ,中 心 在 极 大 
APR. AV oe CMM ELM RA MA KPP), 于 是 w 在 C 
上 是 调和 的 并 具有 内 部 的 极 大 点 ,这 就 表明 (我 们 在 81.3 中 第 207 页 上 已 经 证 明 过 ) 
在 C 上 w= 常数 ， 所 以 在 《的 边界 上 有 v== 必 =v(P)， 由 于 这 个 论断 对 于 中 心 在 了 
的 一 切 更 小 的 球 也 都 成 立 ,所 以 在 整个 C 内 有 ?=v(P)， 这 说 明 D 中 极 大 点 所 成 的 
集 是 开 集 。 根据 "的 连续 性 ,这 集 也 是 2 PHAR, LAO 是 连通 域 , 所 以 这 集 与 
D 完全 相同 . 

由 1) 的 推理 的 结果 得 到 ， 

1) 车 2 在 域 局 的 每 个 点 的 邻 域 上 是 连续 的 而 且 是 下 调和 的 ， RI v 在 整个 域 上 
全 下 调和 的 , 即 下 调和 性 是 局 部 性 质 . 要 弄 清 这 个 性 质 , 首先 注意 ， 只 要 选取 适当 小 
RC, 就 能 将 中 给 出 的 极 大 值 原理 的 证 明 扩展 到 只 在 局 部 区 域 为 下 调和 的 函数 
v 上 面 去 ， 令 C 为 域内 的 任意 球 , HS v=M[v], Mev eC 内 是 下 调和 的 , 根 
据 上 面 的 注释 , 它 满足 极 大 值 原理 。 因 在 C 的 边界 上 ?一 w==0, 玫 知 在 C H uw, 
这 就 证 明了 v2 是 下 调和 函数 . 

2) Ë Vi Vatt, Om YE D 内 都 是 下 调和 的 ， 则 "一 max (2, v, tt, Om) FE OW 
也 是 下 调和 的 ， 对 于 D 内 每 个 球 ， 根据 前 面 的 注释 ,得 知 

vi<MoLvij< MoLz?] (i=1,2,° °°,m), 


所 以 v2<Mo[2]. 
D Hoe D 内 是 下 调和 的 ， 则 “一 We[o] 在 口内 也 是 下 凋 和 的 。 设 C" ED 
内 的 任意 半球 ， 我 们 必需 证 明 
w=Mo[v]< Mo'Lw]. 


第 四 章 ” 势 论 及 椭圆 型 微分 方程 25: 


当 C 完全 在 C 内 或 完全 在 C 外 时 ,这 个 式 子 显然 成 立 ， 因此, 只 需 考虑 C 部 分 在 
C 内 、 部 分 在 C 外 的 情形 . 车 是 C' 一 C( 图 20 的 阴影 部 分 ) 内 一 点 , 则 因 ?<w, 因 
而 在 处 有 


w=Mofv]=v< Mov] < Mortw]. 
现在 假定 P 属于 C 与 "的 交集 ， 在 这 个 域内 及 Mo'[w] 
是 调和 的 ,并 且 ,根据 刚才 对 阴影 域 所 得 的 结论 ， 在 边界 上 


7 
A w—-Mo[w) <0, 根据 调和 国 数 的 极 大 值 原理 ， 这 个 不 (7 
等 式 在 整个 域 上 成 立 . Z 
借助 于 特殊 的 下 调和 函数 及 上 调和 函数 ， 边 值 问题 将 WM 


获得 解决 . 

考 函 数 "在 G+C 上 是 连续 的 , 则 当 它 在 8 上 是 下 调 图 20 
和 的 (上 调和 的 ) , 且 在 G 的 边界 人 上 不 大 于 (不 小 于 ) 给 定 的 边界 值 $, 即 v<$(" 之 四) 
时 , 称 。 是 下 函数 (上 函数 )， 显 然 ,常量 函数 mind 和 max d 各 为 下 函数 和 上 函数 . 

下 调和 函数 的 性 质 可 扩展 到 下 函数 上 面 去 。 现 在 叙述 如 下 的 

S A ARAE LL N 

O Fp ROR BI SOMATA (mano Fs 

b) 4 Vi, Va, 67°, Un 属于 过 时 ， BABE max (>, va, oe, Yn) URT F, 

D Ho RFE E C O AERAR, Mol WERT P. 

根据 极 大 值 原理 ,我 们 进一步 得 知 ,在 G 的 任何 点 处 , 任意 下 函数 不 能 超过 任意 
上 函数 . 

边 值 问题 的 解法 是 由 如 下 的 想法 而 引起 的 。 假 定 必 是 解 , 那 末 当 vw 是 任意 下 也 
数 时 , 在 整个 G+ 厂 上 有 v<w。 这 是 因为 v 一 在 G 内 是 下 调和 的 , 在 六 上 是 非 正 
的 ,而 且 对 于 下 调和 函数 极 大 值 原理 成 立 ， 再 有 , ww 本 身 是 下 函数 ， 因 此 , 如 果 我 们 
定义 一 个 函数 4， 它 在 G+ 上 任何 点 处 等 于 所 有 下 函数 在 该 点 的 值 的 上 确 界 ， 则 
w=u, Perron 的 方法 在 于 证 明了 这 样 定义 的 函数 4( 它 一 定 存在 ) EC 上 是 调和 的 、 
连续 的 , 且 在 “正则 ?边界 点 (定义 于 后 ) 处 等 于 $. 

eM. ECH 上 用 

u(P) =l. u. b. v(P) 
ver 


定义 的 函数 在 G 上 是 调和 的 . 
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WH, BRABG ARR HRA, 是 与 & 同心 而 半径 减 半 的 球 . 我们 将 证 
BR “在 ki: 内 是 调和 的 . 
选取 F 的 一 个 子 集 PF" ,其 中 的 函数 是 一 致 地 界 于 下 的 且 具 有 性 质 b) 和 c). F 
的 每 个 子 集 都 共有 性 质 a)) 例如, 我们 可 以 这 样 构 造 7?"， 在 了 中 选取 一 固定 的 孙 
Bo 作为 下 界 , 然 后 指定 对 中 的 每 个 函数 2, 函 数 max(v,v1) 含 于 fF*"。 显然 
u(P)=1. u. b.v(P). 
ver* 


其 次 , 令 8) 是 在 * PHBH AWE 0, 6 8” 中 的 使 得 
0<u(Q) —),0(Q)) < (G, 4=1,2,..°) 


的 那些 函数 。 再 其 次 ,在 C+ 上 对 于 一 切 点 定义 
va= Mg[max (vi k, Vak ttt, UAB) I. 

vn ET OF? BEA QO, 处 wx。 要 证 明 “ TE K AAA, ER Harnack 定理 
(参考 8 2,3) ,只 要 证 明 ve Æ A, 内 一 致 地 收敛 于 “就 行 了 .首先 注意 ， 根据 第 223 
页 的 定理 ,函数 v CENE K 的 内 部 都 是 调和 的 ) 的 绝对 值 的 一 致 有 界 性 意味 着 它们 
的 一 阶 导数 在 & 内 的 一 致 有 界 性 , 且 因此 也 意味 着 v6 在 人 :内 的 同等 连续 性 ， 根据 
下 面倒 述 的 引 理 ,可 知 ve 在 ,内 一 致 地 收敛 于 v2， 

SI. EEPE A EO SERBIA ORE 4 TREE 
集 上 收敛 , 那 末 它 在 整个 4 上 一 致 地 收敛 . 要 证 明 这 个 引 理 , 我 们 要 象 Arzela 定理 
证 明 中 的 最 后 一 步 那样 来 做 ( 见 卷 第 46 页 ). 

这 样 一 来 ,我 们 就 已 经 建立 了 “在 内 的 调和 性 .我们 现在 要 找 出 关于 C 的 边 
RT HERE ECH 上 连续 且 取 得 指定 的 边界 值 的 那些 条 件 . 

为 此 目的 ,对 2 的 任意 边界 点 Q 我 们 定义 在 & ROAST EB wo, 这 种 函数 在 和 
内 是 上 调和 的 ， 在 人 +/ 上 是 连续 的 , HE C+ 上 除 点 8 外 它 的 值 是 正 的 , 在 点 
9 处 它 等 于 0。 C 的 具有 这 种 六 函数 的 边界 点 叫做 正则 点 . 

注意 ,如 果 在 边界 点 Q 处 存在 一 个 “局 部 的 曾孙 数 ”, 即 存 在 一 个 函数 o EE 
G+! 与 中 心 在 Q 的 某 个 闭 球 S 的 交集 (G+ 人 门 门 S$ 上 是 连续 的 , 在 GAS 的 内 部 是 
上 调和 的 , BÆ (CDAS 上 除 点 外 是 正 的 ,在 处 它 等 于 0, PRA Q 就 是 正 


1) 证明 的 这 种 写法 是 经 Walter Littman 提示 的 。 
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MA. HT RGR, SS, E5 S 同心 而 半径 减 半 的 球 ， 则 严 o 在 (GDN 
(S$ 一 SU 上 得 到 正 的 极 小 值 mw。 定义 
rine Wes, SAG) E, 
m, 在 (G+ 门 一 9 上 ， 
显然 除了 上 调和 性 外 ,we 具有 阅 函 数 的 一 切 性 质 ， 不 过 ,容易 看 出 wo 在 两 个 相 重 各 
的 域 上 是 上 调和 的 ,因为 它 在 C-S, 上 等 于 常数 m( 这 里 51 是 51 的 闭 包 ), 且 在 SN 
G 上 是 两 个 上 调和 函数 的 最 小 值 ， 因 此 we 是 局 部 上 调和 的 ; 根据 1) 可 知 we 是 上 
调和 函数 . 
我 们 将 证 明 在 每 个 正则 点 Q Abu BERN H O=). N e EER, i 
对 于 任意 的 E>0, 可 找到 足够 大 的 常数 4>0, 使 得 函数 
v(P)=$(Q) ~€—Awg(P) 


wo 


及 函数 

V(P)=$(Q) +€ + hwo(P) 
各 是 下 函数 及 上 羡 数 ， 又 因 任 何 下 函数 不 能 大 于 任何 上 函数 ， 所 以 对 于 G+ 夏 上 的 
一 切 点 了 有 

p(Q) —€—kwe(P) <u(P)<$(Q) + E+ kwQ(P), 

即 

|u(P) —$(Q)| <E + kwe(P). 
当 忆 趋向 Q@ 时 ,ze(P)~>0, 因 此 ,对 于 足够 接近 @ 的 己 , 有 

lu(P)—(Q)|<2€ 
为 了 完成 在 G 上 的 边 值 问题 的 解 , RTE AE EREE H HA RE E 
条 件 。 先 考虑 7 之 2 维 的 情形 . 如 果 对 于 任何 边界 点 Q 都 存在 一 个 闭 球 $, 它 与 + 
人 三 仅 有 的 公共 点 为 8, 那 末 我 们 就 可 取 调 和 函数 
1 


Rr-i pn- 


uo(P) = 


作为 点 Q i BR kB RES 的 半径 ,而 " 表示 了 到 5S 的 中 心 的 距离 。 这 个 函数 
显然 满足 一 切 条 件 . 

对 于 4 二 2, 在 每 个 满足 如 下 条 件 的 边界 点 8 处 可 造 出 曾孙 数 ,就 是 以 Q 为 起 点 
可 引 一 曲线 弧 4, RQ 外 , 弧 ABSA C+ SMA, AER. 设 C 是 中 心 在 & 半 
径 小 于 1 HHA C 是 如 此 之 小 ,使 得 它 的 周 界 与 弧 和 相交， 从 点 8 出 发 将 4 上 的 
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点 用 参数 编排 顺序 , 设 ze 是 4 上 第 一 个 在 C 的 周 界 上 的 点 ,并 设 ak A ETE 20 前 
面 ” 的 一 团 点 所 组 成 的 那 部 份 . 则 C 一 4 EMER, MECC +O NC 上 为 单 值 的 函数 


1 logp 
P)= — -bb 
wo (P) = — Rer logz ~~ jlogp|? + 6? 


(p,9 P RF QO 的 极 坐 标 ) 是 该 域 上 的 局 部 阅 函 数 . 

点 是 一 条 不 自 相交 的 曲线 绝 的 起 点 ， HEM BR 点 Q 全 部 位 于 G+ 信之 外 CHAE 
AGH Jorden 曲线 所 国有 的 域 的 内 部 都 是 这 种 壤 OM), 对 于 n>2, 只 要 在 G 的 和 
ET HOr ARPA Ow, MARA —eE 
可 解 的 。 


$ 5。 约 化 的 波动 方程 。 散 射 


1. HR 
HTAA U (xu Ho, *3) (限于 三 维 空间 变量 *) 考虑 “ 约 化 的 波动 方程 ” (参考 第 
三 章 8 3,2) 


L[U]=A4U +U =0, (1) 
(1) 是 椭圆 型 方程 ,可 以 仿照 Laplace 方程 一 样 地 处 理 。 它 来 源 于 波动 方程 
AU 一 5 一 0， (2) 
PRE BUTE u, DIHA 上 来 说 是 具有 频率 o PY Be wy, BD 
Ug = — wu 


时 ,就 得 到 (1)。 于是“ 的 形状 就 是 
u=V ,(*) cos wit VX) sin wt, 
其 中 LEV = 1=0. 引入 
U = V ,十 iV ,, 
得 到 对 实 波 “ 用 复 的 “ 驻 波 ” 解 表示 的 式 子 
u=Re[U (x)e-™]= (Ue + THeimty 
其 中 0 是 (1) 的 一 般 的 复 值 解 ， 我 们 还 要 考虑 更 一 般 的 方程 
AU +w?U + gU =0, (1a) 


V WLM. A A. Newman(1],#ARS§ 4, 
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Au—ty,+ su=0, (2 a) 
假定 系数 s PRT, H ERAH IA B 的 
SRR 外 面 等 于 0， 于 是 在 & 外 面 方程 (1) 或 (2) 成 
ar CALA 21). 


在 卷 了 中 ， 方 程 (1) 是 作为 振动 方程 而 出 现 C 
的 .在 本 节 中 受 这 同一 方程 所 制约 的 是 另 一 种 完 
全 不 同 的 物理 现象 ， 就 是 前 进 波 的 散射 ， 散 射 的 
数学 问题 将 在 第 1 小 节 和 第 2 小 节 中 作 过 一 些 准 
” 备 之 后 在 第 3 小 节 中 去 讨论 ， 对 于 前 进 波 使 用 复 图 21 
数 记号 是 相当 重要 的 ， 因 为 它们 不 能 用 具有 实 函数 0 的 单项 0 cost HU sinwt 来 
RR. 

引入 点 * 与 参 变 点 * ZAKER r= |r ,并 回想 一 下 第 三 章 中 的 “基本 解 ” 
(用 稍微 不 同 的 记号 ) 

K(x, x%')=KR(r)=— 


eT _ eior 
4nr 


《对 应 于 扩散 的 球面 波 而 & 对 应 于 收敛 的 球面 波 ， 
EC 一 za 一 7) e-ivttry 


u= 一 一 -一 -一 一 
4nr ’ 4nur ? 
这 两 种 波 具有 以 点 * 为 中 心 的 球形 相位 面 , 并 以 速率 1 向 无 穷 远 或 向 中 心 运 动 着 . 
牵涉 到 基本 解 的 主要 事项 是 ， 对 于 任 癌 可 微 函 数 /(x/) 来 说 ， 展 布 在 包含 着 x 
的 域 X 上 的 积分 
J =f fire K(r) dx 或 SSSRa (dx’ 二 dxidxidxi:) 满 


足 微 分 方程 
L[7]= f(*). 
证 明 与 o=0 的 情形 相同 ,就 是 对 于 调和 方程 的 证 明 , 克 从 略 ， 


对 于 大 的 "， 基 本 和 解 K 和 五 满足 关系 式 
[om |-o(A) 


这 里 和 通常 一 样 ,符号 0 (r ) 表 示 阶 数 不 超 过 方 的 函数 ， 


大 - 
5, +iak |=0 (=) (3) 
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依据 A. Sommerfeld 的 说 法 ,这 种 形式 的 条 件 表征 着 外 向 辐射 和 内 疝 辐射 . 
2. Sommerfeld 的 辐射 条 件 
(1) 的 在 曲面 B 外 部 为 正则 的 每 个 复 值 解 可 以 唯一 方式 分 解 为 和 式 
U=U,+U4, 
KPO, 是 (1) 的 在 整个 空间 内 正则 的 解 ,而 避 满足 形 如 ? 


iff 0 
的 Sommerfeld 外 向 加 射 条 件 ， dS, 表示 以 定点 v 为 中 心 以 ? 为 半径 的 大 球 S, 的 
ERTE. 现在 就 米 说 明 (4) 的 物理 意义 .当然 ,相应 地 , 若 在 (4) 中 将 i 换 成 一 i, 所 
刻画 的 就 是 内 向 辐射 
为 了 证 明 ,我 们 考虑 中 心 在 * BAHASA B 的 大 球 $5,。 对 于 在 8 与 5 之 
间 的 环 域内 的 点 * E TARINAA TR A WRR O §1), MA 


MCE CG 


现在 这 里 


2 
dS,=0 (4) 


K=- ige, R= |x—x" |, 
** TE ERM TAD OBIE S, K B bah, RRE ae" 空间 中 对 外 法 线 求 导 . 


在 8 的 外 面 两 个 被 积 函数 看 作 * 的 函数 时 都 是 (1) 的 解 ,这 是 因为 有 和 5 K 都 是 解 . 


显然 , 跟 调 和 函数 的 情形 一 样 , 0 在 S, 的 内 部 到 处 是 正则 的 。 并 且 U 不 依赖 于 半 
Bo, RA U 在 所 论 情形 下 不 依赖 于 ,而 且 分 量 On 也 不 依赖 于 p。 所 以 U 在 整个 
空间 内 的 确 是 正则 的 . 

要 证 明 Us 满足 Sommerfeld 的 辐射 条 件 (4) ,我 们 留意 当 *' 国定 、** 在 B ER 
4 一 wy,% 一 4 二 gb, |n|=\C| 一 1 时 ， 


R= |%— x”) =YVr—2ront+ol=r—~ont+0 (+) 


”| r 1 
gar ren) +0( 声 ) 


D 这 个 由 Wo Magnus 给 出 的 形式 虽然 不 如 前 面 的 公式 (3) 用 处 多 ,但 仍 足以 描绘 出 外 向 辐射 。 
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象 前 面 一 样 ,符号 2(/ (1) ) 表 示 对 于 大 的 正 的 来 说 是 数量 级 不 大 于 SOME, th 
就 是 绝对 值 小 于 cf (2) Hy Eke ENE. 于 是 有 


U,=— 


Sv +0(4), (5) 


i mr 
这 里 波形 因数 ” 


wm) =ff e ionar =n ( -7 9C + ton: oer Jas 


Pee Sea ce ae HT-A a Se aS ee CES 


(5) 对 " 形式 地 求 导 而 得 到 的 式 子 。 因此 ，0 对 ?7 来 说 一 致 地 满足 Sommerfeld 条 
件 ,即使 将 条 件 换 成 更 强 的 形式 


ðU, . 1 
ar 一 iwl , =O (4) 


仍然 成 立 。 
为 说 明 Sommerfeld 条 件 (4) 是 刻 划 外 向 辐射 的 , 我 们 证 明 ， 在 条 件 (4) 之 下 ,于 
o 这 段 时 间 内 有 一 个 正 的 能 量 朝 外 这 过 大 球 Sp. 
ERA ETAS 为 界 的 域 E AKEE E REX 
=; fff; G+ uk +u +u )dx dx diy. 
利用 Green 公式 及 (2) ,容易 得 到 


Toff, ugod 


EREDAR 5. 及 更 大 的 球 S, 之 间 的 环 域 , 则 曲面 积分 
F(t)= Sf. ue dS 
可 解释 为 流 经 外 界 S 的 能 通 量 ,而 EO d==/ 是 在 一 个 周期 内 流 经 5, 的 


总 通 量 . 
记 wai (Ue 4 Tet), 容易 得 到 


IRG ELA 
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如 果 在 S, 5 Sy 之 间 的 环 域 上 对 于 约 化 波动 方程 的 两 个 解 忆 RU, 使 用 Green 公 
式 , 就 立即 得 知 这 个 通 量 是 与 "无关 的 . 
现在 假定 对 于 U Ki, Sommerfeld 条 件 (4) 表 示 为 如 下 的 形式 ; 


ff (U7 ,,+0UT + ia(TU,—-UT,)) dS +9 
So 


Ze rs ff, zol+elzl5as>0 24 poco hF, 


Sn RAR, TORRE o, 改 知 <0, 这 就 是 说 , 在 一 个 周期 内 因 向 外 


流 经 5S, 的 通车 使 能 量 消耗 了 或 者 至 少 没 有 增添 。 因 此 , (4 确实 表示 外 向 辐射 现象 . 


feld 条 件 的 解 。 这 只 需 证 明 满足 (4) 的 处 处 正则 WRU EFORT. U 是 这 
样 一 个 解 , 则 个 =0, 这 是 因为 UO m URE S, AKENE. TER 


ff dp+rozlzl5as>o 4 o> Ht, 
然后 对 于 中 心 在 点 * 的 球 S, 内 部 的 任何 点 * 有 
v1=|ff, (UK, —KU,)48| 


<(f f, 001+ |U nl?) dS ) ffs eal 1K13 as)” 0 (p-> 00) 


因为 K 和 KARRI, FLUE T a BLM U (#) =0, 


3. 散射 ”散射 现象 可 描述 如 下 ， 设 给 定 一 个 “入 ” 波 ,就 是 给 定 方程 (1) 的 一 个 
处 处 正则 的 解 1(%) 二 x(%) (例如 ,入 波 可 能 就 是 一 个 平面 波 ,也 可 能 是 由 一 个 平面 
波 oF 在 某 个 立体 角 内 对 单位 矢量 “ 积分 而 得 到 的 波束 )。 这 个 人 波 受到 某 个 障 
碍 的 阻拦 而 产生 散射 疲 5 其 结果 得 到 波 避 = Di+ Di。 这 降 碍 可 用 如 下 二 条 件 之 
一 来 表达 ，(a) 在 边界 3 上 要 求 满足 U =0 RS 一 0 这 样 一 个 条 件 , 而 且 解 只 在 B 
ERB 外 考虑 ;或 者 (b) 这 障碍 用 (2 a) 或 (1 a) 中 的 修正 项 5 RER, 5 在 B 的 外 部 
是 等 于 0 的 ,在 (b) 的 情形 下 ,方程 的 解 是 在 整个 * 空间 考虑 的 . 

在 两 种 情形 下 , M U=U +U, 都 与 原来 给 定 的 入 波 Di 一 X(x) 不 同 , 而 是 在 已 
知 的 入 波 上 增添 了 一 个 由 障碍 而 引起 的 一 加 波 U. 再 者 ,我 们 约定 。 补偿 波 0 是 
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外 向 散射 波 , 即 U: 满足 Sommerfeld RE (4), 对 于 给 定 的 人 波 U=, EFR U, 
这 就 是 散射 的 数学 问题 . 

现在 在 (1) 或 (1 a) 的 解 的 表达 形式 (如 第 1 小节 中 所 述 ) 的 基础 上 来 简 短 地 陈述 
解法 . 

在 情形 (a) ,需要 由 边界 条 件 定 出 在 B 外 部 的 口 ,, 假 定 01=7X 在 8 上 是 已 知 的 . 

在 情形 (b), 需 要 由 (1 VEH U2. 

问题 立即 化 为 Fredholm 积分 方程 。 在 情形 (a) ,这 个 积分 方程 涉及 0 在 边界 8 


上 的 值 以 及 法 向 导数 Un =D EUR B 上 的 值 。 这 个 积分 方程 是 


z Uas f f (OK. —KUs, 48, 
它 在 3 上 对 * 是 成 立 的 。 这 里 
U,=U—U,=U—%, 
及 法 向 导数 
U, =U,—4,, 
二 量 之 一 在 B 上 为 已 知 , 另 一 要 在 8 上 确定 . 
在 情形 (b), 得 到 U 的 积分 方程 要 更 直接 些 ， 


U0)=x(x)— ff g(x I K(x/ — x) U(x) dv’, 


或 
U,(#) =G(x) +ff, K* (x, #9U (x )dx', 
其 中 核 E? 为 
K* (4, 8) =g (x) E(x —2"), 
已 知 项 C 为 


GG) =x)+ {fo tee Kae) aa, 
根据 卷 工 第 四 党 8 3,8 的 理论 , 这 个 关于 散射 波 [的 Fredholm 积分 方程 能 够 
化 为 变 分 问题 ,如 像 ， 使 的 省 函 
J= ff opdr + [fee KG —2 Bs) Be) dd 
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-2f fe(nre(xo(a)dx, 


的 变 分 为 0 以 及 诸如 此 类 的 等 价 问题 . 这 种 约 化 法 已 被 证 明 对 于 求 散 射 问题 的 数值 
解 是 很 有 用 的 "> 

最 后 ,我 们 看 到 ， 除 了 入 波 受 外 向 辐射 所 产生 的 散射 问题 外 , 也 可 处 理 与 它 互 补 
的 问题 ， 设 给 定 了 收敛 波 0;, 它 满足 Sommerfeld 内 向 辐射 条 件 。 那 末 问 题 就 是 寻 
找 一 个 由 障碍 只 产生 的 或 由 修正 项 o 产生 的 处 处 正则 的 出 波 01。 在 数学 上 就 是 把 
EU 分 解 为 二 分 量 之 条 =Us+ Di 这 两 个 分 量 是 满足 所 规定 条 件 的 . 

因为 (1) 的 一 个 给 定 解 U 可 按 二 方式 之 一 分 解 ， 使 得 我 们 要 考虑 收敛 波 U2, H 
寻求 使 它 散射 而 成 的 发 散 波 U1, 


§ 6. 更 一 般 的 椭圆 型 微分 方程 的 边 值 问题 . 解 的 唯一 性 


虽然 调和 方程 人 =0 是 典型 的 椭圆 型 微分 方程 ,但 是 更 一 般 的 理论 ,即使 限于 二 
阶 方程 ,也 还 需要 许多 新 的 论证 , 而 这 种 论证 将 超出 本 书 范 围 , 同时 这 种 理论 也 尚未 
发 展 完善 ， 所 以 我 们 仅 指出 文献 >， 而 在 这 里 只 限于 简短 地 叙述 有 关 边 值 问题 及 特 
解 的 结构 的 一 些 要 点 . 在 卷 王 中 我 们 再 从 变 分 法 的 更 一 般 的 观点 出 发 加 到 线性 椭 贺 
型 问题 的 理论 上 来 。 我们 现在 来 搞 唯 一 性 问题 ， 在 什么 条 件 下 边 值 问题 的 解 是 唯一 


确定 的 ? 
1。 线 性 微分 方程 
设 Llu] =0 是 椭圆 型 微分 方程 
了 [四 三 DD ageing + DL buiteu=M[u]+ ou=0, (1) 
ik= i=1 ; 
其 中 w= Oe, wo, BRM an= am, bac YE n A R Rs 的 有 界 域 6 内 


是 变量 +1 tret, xx 的 连续 函数 ， 假定 二 次 型 
2 ip (XI, Ma *s Vn) Edk 


i k=l 


1， 用 类 似 的 积分 方程 或 变 分 问题 容易 表达 出 波形 因数 Y(7)( 见 第 ?小节 )。 
对 于 这 些 变 分 问题 以 及 许多 实际 应 用 , 宜 参 考 了 Schwinger 的 f 匡 及 [2], KA B Lippman 和 1] 
Schwinger. BEL - 、 

2) 见 第 195 页 上 脚注 中 的 参 劳 文献 。 特 别 是 ,Mirauda 的 书包 售 着 详细 的 、 广泛 的 书目 。 


BOM HeRR RS DE 261 


在 6G 的 一 切 点 * 处 对 参数 5 是 正定 的 , 那 末 我 们 可 以 陈述 如 下 的 
be 在。<0 ate FMT 
L[uj=M[ujteu= >) tiktik + dati u; +cu= 0 c<0, (1’) 
k=) 、 
SSH SUNN. EEO LESBO C+ 上 连 红 , 且 在 的 池 时 
上 取得 预先 给 定 的 边界 值 ”。 换 旬 话说 ,方程 (1 人) 的 在 / 上 为 0 的 解 在 G 上 恒 等 于 
0。 . 

SVAN. AUR PRATER 在 -个 内 点 处 有 机 大 大 ， 屠 末 在 这 个 
点 处 MLS, 再 进一步 推 知 , 若 c(P)<0 Hu(P)>0, MZE PAE, Lujo (这 个 
极 大 值 原理 的 较 强 条 件 的 叙述 , 见 第 4 小节) . 

因为 如 果 “ 在 三 处 有 极 大 值 , 那 末 所 有 的 一 阶 导 数 在 这 儿 都 等 于 0, 而 且 二 阶 导 
数 

uı( P) = biz 
fo 55 BE FE 7 ab ADA TE AY — eS PES P Ab, Mula F S= > arabe, 
i k=l 
EAE (ain) FA CDir) PAE ERI RETRAI D , 这 个 味 不 能 为 正 . 因为 如 果 我 们 用 一 个 正 交 变 
换 将 (4i4) 变 换 为 0 的 对 角 线 矩阵 (Pi)， 并 且 用 同一 个 变换 把 Chik) 变换 为 年 阵 
(Bis) , 那 末 值 S 保持 不 变 , 且 有 


S= > piBu, 


根据 (5i4) 可 知 矩 阵 (B8i#) 也 是 一 个 无 处 为 正 的 二 次 型 的 矩阵 ,于 是 得 到 pu<0, A 此 
Ss<0。 这 就 证 明了 我 们 的 断言 . 
现在 假定 “是 Llu] =0 的 一 个 解 ,这 个 解 在 个 上 为 0 且 c<0. 把 上 述 结论 用 
于 4 和 一 4, 得 知 4 在 6 上 没有 正 的 极 大 也 没有 负 的 极 小 . 这 个 结果 和 在 / 上 “=0 
的 假设 综合 起 来 ,就 表明 4 在 6 LST 0. 
用 下 述 的 Picard 给 出 的 方法 可 把 c<<0 的 情形 化 为 “<0 的 情形 。 设 
u=z(%)v(x%) 


D BA c< 这 一 条 件 ,肯定 不 可 能 期 望 在 一 般 情形 下 解 是 唯一 的 ,因为 从 微分 方程 如 十 cu 一 0, 当 是 相 
应 于 边界 条 件 “= 0 的 正本 征 值 之 一 的 情况 下 ,就 可 立即 看 到 这 一 点 。 
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且 对 ”得 到 一 个 如 下 形式 的 微分 方程 ， 

z Dy tikvik t zd Pivitv(czt S AikZik 十 S bizi) =0, (2) 

ik=) i=] ik=] i=i 
HA 是 某 些 在 PERRAS. MMe 选取 函数 
z=0 =e, 
就 得 到 
> awis t 2 Bivit cv=0, (3) 
ikal i=} 

其 中 : 


oP oF (autt by) oO, 
因 “na 之 0, 我 们 可 以 这 样 来 选择 常量 C 和 /使 得 在 8 上 处 处 有 "<0, 和 z>1。 根 
据 前 面 的 结果 推出 " 以 及 “= z” 在 G 上 恒 为 0， 这 就 完成 了 唯一 性 定理 的 证 明 ， 
2. 非 线性 方程 | 
.方程 (1 人) 的 解 的 唯一 性 定理 可 以 用 来 证 明 某 些 二 阶 非 线性 方程 
| (41, eee, En, U, Uy, Unn) =0 

的 解 的 唯一 性 ,只 要 下 述 条 件 得 到 满 足 ， 对 于 G 上 一 切 xu An e, * AR F 的 其 
它 变量 的 一 切 值 方程 是 本 圆 型 的 ,也 就 是 说 ,二 次 型 


n oF 
二 Jup Eth 
ee, BO <0Gke RA AMOR). KAR e 和 ，" 是 具 有 相同 边界 值 的 
MBA v=» 就 满足 方程 


》， Fy wry + Feit Pw=0 
i=] 


i, j=1 
其 中 $ 表 示 中 值 ， 
$ =f oc, .. t Xn, tu+ 1-2)», tu, + (1—t)y, ee a, tünn + (1—t) vn) dt, 


这 个 关于 ww 的 方程 是 将 


F(x, ete, Ën, u, Uy, 668, Unn) — PF (XL, nee, Xn, v, i, ee., Unn) 
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表示 为 积分 而 得 到 的 , 它 具 有 (1) 的 形式 ,c= 了 ,<<0, 所 以 结论 是 w=0. 
现在 我 们 来 考虑 一 个 拟 线性 方程 
y apuig+ d=0, 
Lk=! 
并 假定 系数 Gig 和 4 只 是 Xi, Xo, tt, En Uy, za , Un Gu BH). 我 们 
就 可 以 在 较 弱 的 条 件 下 证 明 边 值 问题 的 唯一 性 . 
fh ALPE, CERIO Cou) 在 EMBETER, BA 
PEENE” RECURS A REBT E5 MA. EE NTEN 
» 不必 事先 假定 方程 是 椭圆 型 的 ， 
要 证 明 这 个 定理 ,我 们 再 令 4 一 v==ww, 并 考虑 恒等式 


n n 


L aipLu Juir — > ， apLv uit d[uj—d[v]=0, 
ikal ik=] 
这 里 我 们 采用 了 缩写 符号 


aig[L i |= Qip(X1, Xo, ,Nn, Uy, Up, ore, Un) y 
等 等 。 这 个 恒等式 可 写成 


n 


> aluJwir + vir lalu] — anle] + ¢[u]—d[v]=0, 
ik=] 1 


i k= 


对 第 二 个 和 以 及 后 面 的 项 使 用 微分 中 值 定理 ,得 到 
y aiplu wir + Y ami=0, 
ik= i=l 
这 里 a= alu, v] Æt, 4a, +++, En, Uy, U2, +, Un, Vi, Va, on 的 函数 。 如 果 把 我 们 
MB ENS PS AR u 和? 代入 alu alu, 四, 并 注意 到 结 REA w fy t 性 
方程 , 那 末 这 个 方程 是 梢 圆 型 的 并 且 是 (1) 的 形式 ,所 以 ,2= 0. 
3. 关于 Monge-Ampére 微分 方程 的 Rellich 定理 
最 后 ,做 为 非 线性 微分 方程 中 不 满足 前 小 节 条 件 下 的 一 个 例子 , 我 们 来 读 一 下 
( 非 线性 的 ) Monge-Ampére 方程， 
Llu] =E (Uggltyy—Uhy) + Auuu + 2 Buyy + Cuz, + D=0 (4) 
的 边 值 问题 
RAR 4,8,C, DERG Lex,» 的 连续 函数 , 旧 满 足 不 等 式 
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AC— B?_- DE>0, (5) 
那 末 ,可 处 述 唯一 性 定理 5 如 下 : 
方程 (人 最多 有 两 个 在 /上 取得 相同 边界 人 的 六 
HERH: Be 4 是 (4) 的 一 个 解 , 则 根据 (4) 和 (5) 有 不 等 式 
(Hu, t C) (Hu,,+ 4)— (#u,,—B)?>0, ， (6) 
由 此 可 知 式 (Eu, tC) (Eu, t 4) 必 大 于 0, 所 以 式 中 二 因子 在 G 上 都 不 能 为 0, 二 
者 或 都 伍 大 于 0 或 都 便 小 于 0。 因 此 ,只 要 我 们 能 证 明 ,对 于 在 G 上 处 处 有 


Eug tC>0 : (因而 也 有 Eu,y+ A>0) (7) 
以 及 在 G 上 处 处 有 
Eu, +C<0 (因而 也 有 Euy,+ 4A<0) (8) 


这 两 种 情况 下 , 边 值 问题 都 最 多 有 一 个 解 ,那么 上 述 定理 就 证 明 完 毕 。 我 们 只 要 考虑 
(7) 的 情形 就 够 了 。 
假定 此 边 值 问 题 有 两 个 解 和 vw, 二 者 都 满足 不 等 式 (7)， 那 末 差 2 一 “一 2” 必定 
满足 如 下 二 方程， | 
0= Llwtvj—Llv] = E (wywyy— wey) + (Er yy +C)wy, 
+ (Evy, + A) Wy, —2(Hv,,—B)w,,, 
0= Clu] —L[u—w] = —£ (Ww, Wyy— wey) + (Buy, + C)wyy 
+ (Eu,, + 4) wy, —2 (Lu, -B)wyy, 
将 此 二 方程 相 加 ,得 到 关系 式 
Pw,,—2 QWyy + Rwyy=0, (9) 
这 里 系数 
P=£v,,+ A+ Eu,,+ 4, 
Q= kv,,—B+ Eu,,—8, 
R=Ev,,+C4 Eu, +C 
是 8 上 的 连续 的 点 函数 ， 根 据 (6) 和 (7) 得 知 二 次 型 
l P52—2 QEn + Ry? 
是 两 个 正定 的 二 次 型 之 和 ,因而 它 自 己 也 是 正定 的 。 象 第 1 小 节 和 第 2 小 节 一 样 ,由 
(9) 和 边界 条 件 w=0 BBY EC 上 恒 为 0 的 结论 ,于 是 唯一 性 定理 得 到 证 明 . 


D BF. Rellichf 1}, 


第 四 章 ” 势 论 及 椭 赔 型 微分 方程 265 


由 简单 的 例子 得 知 ,一 般 有 可 能 存在 两 个 不 同 的 解 . 譬如 ,在 单位 圆 上 具有 边界 
条 件 
2 一 0 (10) 
的 方程 
Uyy yy— uzy =4 
的 边 值 问题 就 有 两 个 解 
u=%? + y?—] 和 v=p—x?— y2, 
Xt FBTR, Eug + C=2, FBP, Lv, + C= —2, 
BH ARM E E C 的 任何 点 处 都 等 于 0, ITER SAA A 
个 解 . 因为 在 点 卫 处 有 Eu,,+C=C(P), XN Hu, +C 在 G 上 不 变 号 , (Eu, +C) 
的 正 负 号 与 C(P) 的 正 负 号 处 处 相同 ,这 就 是 说 ,对 所 有 的 解 %，(Euyw++C) 的 正 负 号 
是 相同 的 ?. 
4. 极 大 值 原理 及 应 用 
回 到 c<0 情况 下 的 线性 方程 (1) ,我 们 现在 用 强 形 式 叙 述 极 大 值 原理 . 
BRE. RUMEN «EMI S0 BEAU BL, BR MS 党 
结果 是 ,任何 在 .9G+ 广 上 连续 且 在 G 上 满足 Mlu)>0 WA 数 4 在 边界 ! 上 取 
得 极 大 值 ( 这 叫做 极 大 值 原理 的 弱 形 ) .显然 ,可 以 叙述 类 似 的 极 小 值 原理 . 
第 1 小 节 的 唯一 性 定理 也 可 由 下 述 的 极 大 值 原理 的 推论 得 出 . 
推论 ， kute 上 满足 方程 (1)。 如 果 “ 有 一 个 正 的 内 部 的 极 大 值 , WE v= 
常数 ， 于是, 44H G+ bee, ÆI 上 非 正 且 在 C 上 满足 Lluj>o kh, u eC 
上 非 正 ( 即 u<0), 
为 了 证 明 这 个 推论 , 假定 “在 内 点 处 有 正 的 极 大 值 。 由 于 “是 连续 的 ， 所 以 
CE 的 某 个 邻 域 是 正 的 。 但 是 在 这 个 邻 域 上 ML4j= L[u)—cuS0(W < 入 0), 因 


D 应 该 提 到 的 是 ， Monge-Ampere 微分 方程 能 够 由 一 个 简单 的 变 分 问题 得 到 。 为 此 我 们 赂 去 digt 
2 Bugy + Cuyy 而 考虑 方程 
Upgllyy ~ Uiy = PCY Do 
容易 验证 ,这 就 是 变 分 式 
ula f f g (Uiyy — 2 Uegltg gy + US Ung + 6 pu Jixdy 的 Euler 方程 。 
2) 这 里 所 述 的 结果 应 归功 于 E Hopf[2j， 他 的 证 明 在 这 里 稍 有 修改 。 
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此 ,根据 极 大 值 原理 ,在 此 邻 域 上 4 三 常数 。 于 是 , 极 大 点 的 集合 在 G 上 是 开 集 , 另 一 
方面 ,由 于 4 的 连续 性 , 它 在 G 上 也 是 闭 集 ,因而 这 个 集 就 是 整个 G。 于 是 可 知 ,* 在 
G 于 处 处 等 于 一 个 正 的 常数 ， 
极 大 值 原理 的 证 明基 于 如 下 的 引 理 ， 
引 理 , BES 是 个 开 球 , Po 是 它 的 边界 上 的 一 个 点 ， 假 定 Mo 的 系数 在 3S 上 是 
有 界 的 ,并 且 存 在 一 个 正 的 常数 mm, 使 得 
do ied bem Da (11) 
ik=] il 
对 于 一 切 值 $ 以 及 5 上 的 一 切 点 * 都 成 立 。 MRE u 在 S 上 是 二 次 连续 可 微 的 ， 
在 $+ P， 上 是 连续 的 ， 且 在 S 上 满足 M[ 四 >>0 和 ww<u(Po)。， 那 末 外 法 向 导数 


DE (理解 为 他 的 下 极限 ) 在 Po 处 是 正 的 . 

证 明 ， 设 5* 是 在 Po 处 内 切 于 5 的 一 个 较 小 的 
球 ( 见 图 22); 则 Py 是 4 在 5” 上 的 唯一 的 极 大 点 ,这 
HS" 是 S* 的 闭 包 ， 选 取 5* 的 中 心 为 原点 并 令 


=>) 41.47, RR Po 和 原点 之 间 的 距离 。 用 5 
i=l 


表示 S* EARS, 的 交集 , 球 51 以 Po 为 中 心 
且 其 半径 小 于 o S 的 边界 是 由 S 的 球 冠 与 8S” 的 
REAR, 我们 分 别 用 5, 和 5; 表示 这 两 个 球 冠 , 
图 2? BLAES | A Bi Bea 
hae eer (e>0) 
它 在 S* 上 是 正 的 且 在 S 的 边界 上 为 零 ， 取 适当 大 的 o 可 使 


M[A] = e-<r[4 a Aiki k—2 [#4 Z (aii + bixi) ] 
i k=) i=} 


在 8/ 的 内 部 为 正 , AAE S Ar ARF 0 的 正 数 为 界 从 而 根据 (11) 得 知 2 rtr 


Ł k=l 
也 以 异 于 0 的 正 数 为 界 . 在 $ 上 函数 “小 于 u( Py) ,事实 上 , 它 与 <(Po) 是 隔 开 一 段 


上 距离 的 。 因 此 ,对 于 固定 的 足够 小 的 正 数 <, 函数 
. v=u + Eh 
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在 Si 上 也 小 于 uw(Po)。 MEES 上 来 考察 函数 "。 在 3 的 内 部 有 M[v]= 
M[u]+€M[h]>0, 根据 第 1 小 节 中 第 261 页 上 的 氢 述 ,maxs'” 应 出 现在 S 的 边界 
上 ,但 在 Sf 上 v<u(Po), BE Sf 上 ( 除 Po 外 )v=u<u( 了 Po), 再 者 ,2(Po)=u(Po)， 
所 以 maxs' 出 现在 Po 处 ,于 是 在 Po 处 有 


dv du c2 
dn dn t E-n =0, 


又 因 -92 一 0, 故 有 
> 
引 理 得 证 . 
极 大 什 原 理 现在 容易 推出 了 . 设 在 G 上 满足 M[w]>>0， 如果" 常数 且 有 一 
个 内 部 极 大 点 ,我 们 就 能 够 在 G 上 找到 一 个 半球 使 得 “的 极 大 点 在 它 的 边界 上 而 不 
在 它 的 内 部 。 根据 引 理 , 在 这 个 点 处 如 >0, 这 就 违反 了 4 的 一 阶 导数 在 内 部 极 大 


点 处 为 零 的 事实 . 

我 们 早已 察觉, 极 大 值 原理 就 意味 着 任何 在 G 上 满足 M[w]>0 的 函数 在 一 个 
边界 点 Py 处 取得 极 大 值 。 如 果 在 G 内 存在 一 个 开 球 $ E S 的 边界 上 包含 着 点 Po 
并 且 如 果 在 S 内 M 的 系数 是 有 界 的 且 满 足 (11)， 那 末 引 理 和 极 大 值 原理 就 提供 了 
如 下 有 用 的 结论 ?或 者 在 G 上 4= 常 数 或 者 它 的 外 法 向 导数 -了 9 在 Po 处 是 正 的 ， 
对 于 这 种 域 G, 就 表明 ,例如 ,方程 Mu] =o 的 Green 函数 ( 它 在 G 的 边界 上 为 0 且 
在 一 内 点 处 有 奇异 性 ) 在 每 个 边界 点 处 满足 -9* -<0, 因 为 函数 在 边界 上 有 极 小 值 . 

这 个 结论 也 为 我 们 对 方程 W[z] 一 0 的 第 二 关 边 信 问 题 或 Neumann 问题 解 的 
唯一 性 提供 了 一 个 简单 的 证 明 , 方 程 M[w]==0 是 容易 扩展 到 方程 (1 人 ) 的 。 这 个 问题 
的 最 好 叙述 方式 如 下 ， 在 G 的 边界 上 定义 了 一 个 连续 函数 $, 假 定 它 具 有 连续 变 


D 见 马 Hopff1]。 应 该 提 到 的 是 ,即使 矩阵 (em) 的 最 低 本 征 信 在 五 处 为 0, 引 理 的 结论 和 上 述 的 结论 仍 
成 立 。 也 就 是 说 , 即使 方程 在 Po 处 不 成 其 为 糖 贺 型 了 , RE S 的 边界 在 Po 处 不 是 特征 的 ， 引 理 和 上 述 


结论 就 成 立 。 在 此 情形 下 , 引 理 的 证 明 中 出 现 的 式 子 = ate 在 接近 Pott RUFF 0 的 正 数 为 


界 , 因 此 论证 的 其 余部 分 是 可 用 的 ， 对 于 有 关 的 结论 也 可 参考 C. Pucci[1]。 
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化 的 法 线 。 要 寻找 各 [4] 二 0 的 一 个 解 w， 这 个 解 在 G+/ 上 是 连续 的 且 具 有 连续 的 
一 阶 偏 导数 ,在 某 个 固定 的 点 卫 处 取得 预先 给 定 的 值 ,而 且 在 ! 上 它 的 外 法 向 导数 
等 于 8$ 加 上 一 个 常数 ， 


du 
dn 


=¢+C, 


为 了 证 明 唯一 性 ,必需 证 明 方程 Mo] 一 0 的 在 人 上 满足 -52 一 常数 = 而 在 P 


处 为 0 的 任何 这 种 解 是 恒 等 于 0 的 , 即 *=0。 假 定 M[u] 的 系数 在 G 上 有 界 且 满足 
(11) ,并 假定 对 于 / 上 的 每 个 点 Po, 可 找到 一 个 完全 在 G 内 且 Po 位 于 其 边界 上 的 
开 球 S, mR u 是 一 个 解 , 那 末 极 大 值 原理 就 表明 它 在 边界 个 的 点 处 取得 极 大 值 和 


极 小 值 ， 根 据 前 面 的 论证 ， 在 这 些 点 处 -他 -分别 为 正 或 为 负 , 除 非 恒 等 于 常数 


但 -全 -=%, 因 此 ,事实 上 在 G 上 4= 常 数 ,又 因 4 在 处 为 0, 故 4 恒 等 于 0. 


除了 对 于 (1) 的 在 G 的 边界 个 上 具有 给 定 的 边界 信 “= 由 的 解 “( 从 而 也 对 
ZL[u]=f 的 解 ) 提 供 了 唯一 性 证 明 外 , 极 大 值 原理 也 可 以 用 来 估算 4. 
如 果 8 是 满足 条 件 


—L{g]>max| f| EGR 
和 | | 
g>max|$| 在 /上 
的 任何 函数 ， 则 
lxl<g. 


要 证 明 它 ,只 要 证 明 "= 一 # 非 正 就 行 了 。 但 这 一 点 可 由 极 大 值 原理 的 推论 得 
出 ,因为 ”满足 条 件 

L{v]=Ll{u]—-Lle]=f—-Lle]>0, 
又 因 在 边界 上 ,2=$ 一 g <0. a | 

现在 我 们 来 构造 这 样 一 个 函数 # ,为 了 方便 起 见 假定 有 界 域 C 位 于 半 空间 xi> 
0 内 。 设 有 正 的 常数 m,6, 使 得 在 整个 G 上 有 
am, —b,<b, 

令 

g=max| f} (e —e* )+max|¢4l, 
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在 CG 上 x1<%, a 是 一 个 正 的 常数 , 它 的 选取 要 使 得 8 满足 给 定 的 条 件 . 显然 > 
max|4$|, 而 且 , 对 于 适当 大 的 人 
—L{g]=max| fl[e® (apa?+ bx) —c(e% —e%) ]—c max | p| 
zmax|f | (4,07 + bia) 
>mar| f|. 

a 的 选取 只 依赖 于 m 和 28. 

于 是 我 们 得 到 如 下 的 一 个 先 验 估算 式 ， 

FEON MAAD =o A 由 


|u| <max || +max| f| (2—1) (12) 
界定 ,这 里 。 是 一 个 只 依赖 于 5 和 mm 的 下 的 常数 ,是 在 上 使 得 1x11<# 的 一 个 
即使 我 们 不 假定 c 生 0 ,仍然 能 得 到 一 个 形 如 
|u| <&(max|| + max| f|) (13) 
的 估算 式 , 只 要 域 C 足够 窗 , 比 如 说 ,在 *1 DH RBS, 或 者 更 确切 地 说 ,只 要 
(max c)(e*—1) <1, (14) 


(常数 A ROBE b. m, max c 和 元。) 因为 在 此 情形 下 ,可 将 方程 写作 
M[u]+eu= (c7—c)u+ faf ， 

”其 中 c-= min(c 0) ,并 且 可 应 用 先 验 估算 式 (12)。 我 们 得 到 

max |u| <max|| + max| f | (e*—1) 


<max|o|+ (e*—1) (max| f| + max |u| maz c) 


max || +max| f | (e*—1) 


max ļu| < 一 
1 一 max c(e**—~1) 


注意 , (13) 就 蕴含 着 解 的 唯一 性 


§ 7. Schander 的 先 验 估算 及 其 应 用 


对 于 非 线 性 椭圆 型 方程 的 边 值 问 题 . 最 先 作 过 系统 研究 的 是 Serge Bernstein, 
在 他 的 主要 论文 中 表明 了 解 非 线性 边 值 问题 时 ,主要 的 而 通常 也 是 最 困难 的 步 允 , 在 
于 证 明 解 的 某 些 充分 强 的 先 验 估算 ， 
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对 于 形 如 
L[uj= 并 AikUik t Vba +cu= f (1) 
ik=} i=i 

的 线性 椭圆 型 方程 在 有 界 域 G HOR UC, %2, +++, %2),J. Schauder? & H T 一些 
这 样 的 先 验 估算 .利用 这 些 先 验 估计 ,他 直接 解决 了 边 值 问题 (对 于 cs 0) 而 无 需 构 
造 方程 的 基本 解 . 

这 些 估算 , 对 于 具有 有 界 的 Holder 连续 系数 的 一 致 衫 贺 型 方程 (1) 是 成 立 的 . 
也 就 是 说 ,对 于 满足 下 列 条 件 的 方程 是 成 立 的 ， 存 在 正 的 常数 m, M 及 a(0<a<1)， 
EREC 上 

(a) 对 于 一 切实 数 Er En ee, En BER 

ankinn SE} 
i=] 


i, k=l 
成 立 ， 
(b) Jail, lbih, [el <M, (i, 4=1,2,+++,7)5 
(c) 系数 aip, bie 满足 具有 指数 4 及 系数 M 的 Holder 条 件 ( 见 8 1,2), 

我 们 将 只 叙述 这 些 估 算 而 不 予以 证 明 ( 见 脚注 ) ,并 且说 明 求解 (1) 的 边 值 问题 的 
Schauder 方法 。 此 外 ,我 们 还 要 给 出 这 些 估算 的 一 些 应 用 ,利用 它们 ,可 导出 方程 (1) 
的 解 的 诸 性 质 与 调和 函数 的 许多 性 质 的 相似 之 处 ， 

1。Schauder 的 估算 - 

要 想 以 简洁 的 形式 给 出 这 些 估 算 ， 即 把 它们 表示 为 对 (1) 的 解 的 诸 导 数 的 界限 ， 
最 方便 的 办 法 是 引入 具有 各 阶 导数 的 函数 类 ,以 及 表示 各 类 中 函数 “大 小 ”的 适当 的 
“ 范 数 >。 因此 , 我 们 规定 以 Cn(m 是 非 负 整数 ) 表 示 那 些 在 G+ 站 上 具有 直到 mm 阶 的 
连续 偏 导 数 的 函数 x(X1, So, …… 2*n) 所 成 的 类 ,并 以 Cmpa 是 非 负 整数 ,0<a<1) 
表示 Cm 中 其 mw 阶 导 数 在 G+ 人 矿 上 满足 具有 指数 a( 见 1 ,2) 的 Halder 条 件 的 那些 函 
数 所 成 的 类 。 Co( 有 时 也 叫 C) 表 示 在 G+ 人 夏 上 连续 的 函数 所 成 的 类 . 

用 Du 表示 4 的 mm 阶 导数 中 的 任意 一 个 ,在 Cm 中 引入 “ 范 数 ” 

[24[n=max |u(P)| + max | Diu(P)| + +++ +max | D”u(P)|, 


D WJ. Schauder[2]%{1], C. Miranda{y}, A. Douglis, L. Nirenberg 以 及 另外 一 些 人 给 出 了 简 
化 的 证 明 。S，Agmon，A. Douglis 和 L.Nirenberg[1] 对 于 任意 阶 的 义 加 型 方程 的 一 般 边 人 问题 
导出 了 类 似 的 估算 。 见 536 一 547 页 。 在 那里 给 出 了 另外 一 些 参考 文献 。 
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这 里 最 大 值 (max) 是 对 符号 中 所 指 阶 数 的 所 有 导数 而 取 的 。 用 ALD] 表示 具有 
下 述 性 质 的 最 小 常数 A, “的 所 有 m 阶 导数 在 G+/ 上 满足 指数 为 «RRA & 的 
Holder 条 件 ， HÆ Cmpa 中 引入 
[se 一 [4] nti .[D7] 

现在 对 于 每 个 数 a>0 定义 了 函数 类 Ca EA OC BREN NK Ca 中 的 函数 用 
实 系数 作 任意 有 限 次 组 合 所 得 到 的 函数 仍 属于 OC. 容易 看 出 范 数 luli 具有 如 下 的 
tE: 

jul>0 (Q u=0 t lu]la=0), 
对 于 任何 实 的 常数 
Jeul.= le] lela, 
ju+vlslehtlel GATZA). 
所 以 ,函数 类 C。 可 看 作 是 一 个 线性 空间 ,这 空间 的 元 素 或 “点 ?就 是 函数 v, 在 此 空间 
上 范 数 jul METER 之 间 的 度量 或 距离 ，|* 一 "|-。 在 此 空间 我 们 
规定 函数 序列 {um} 的 收敛 为 ， 
当 且 仅 当 [un — ul o> OM, unu R lim uv, =u 函数 的 关于 范 数 |. 
bn EB) 的 收敛 等 价 于 4 及 其 直到 m 阶 的 导数 在 G+/ 上 的 一 臻 收敛。 显然 ， 
每 个 收敛 序列 {un} 是 Cauchy 序列 , 即 具有 如 下 性 质 的 序列 ， 
当 m, n> ool, |Um— Unt a>. 

再 者 ,线性 赋 范 空间 Cs 是 完备 的 , 即 在 Ca 中 每 个 Gauchy FARA. 这 个 命 
题 的 证 明 留 给 读者 ， 于 是 空间 Cs 是 一 个 完备 的 线性 赋 范 空间 ， 即 Banach 空间 ”…, 
对 于 定义 在 G 的 任何 闭 子 域 上 的 函数 ,我 们 用 C8s 和 | | 表示 相应 的 函数 类 和 范 数 ， 

除了 空间 C, 之 外 ,我 们 还 需要 连续 可 微 函数 的 空间 ， 这 些 国 数 的 导数 在 边界 人 
上 许可 按 预 先 指定 的 方式 变 为 无 穷 ， 令 dr 表示 G 内 的 任 一 点 了 到 G6 的 边界 的 距 
离 ,对 于 任 二 点 了, 8, 令 dp q=min(dp do). 对 于 在 G+7 上 连续 的 且 在 G LAB 
到 m 阶 的 连续 导数 的 任何 函数 ,规定 


(a=Lab [u(P) | +Lubdp-|Diu(P)| + +++ +Lu.b.dg | D”u(P)|, 
Pee Peg Peg 


D 参阅 S$，Banachf1] 对 于 这 类 空间 的 研究 。 也 可 参阅 N. Dunford & J. T. Schwarts [1] 及 本 章 的 
补充 § 15, 
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这 里 上 确 界 (Lo.b.) 是 对 符号 中 所 指 阶 数 的 所 有 导数 而 取 的 . [elm 可 以 是 无 穷 的， 对 
于 在 G 的 每 个 闲 子 域 上 ， 其 mn 阶 导数 满足 具有 指数 «的 Holder 条 件 的 那些 函数 u， 
我 们 规定 


ÎI „| D”u| =1. u.b. agy PEPO, 
P, QG = | 
这 里 上 确 界 也 是 对 m 阶 的 所 有 导数 来 取 的 ,而 1P 一 Q| 表示 由 三 到 的 距离 。 我 们 
再 规定 
7N An 
(m= (Ant Ê.) Dl, 
令 C 表示 在 C+ LER, EG 上 有 直到 普 阶 的 连续 导数 上 且 ale 是 有 限 的 屠 


些 函 数 4 所 形成 的 函数 类 ， 当 O< <1 时 , 令 Ôm, 表示 Cm 中 | 。。 为 有 限 的 那 部 
分 冰 数 所 形成 的 子 类 . 于 是 ,对 于 一 切 a>0 规定 了 函数 类 Ce 和 相应 的 “ 范 数 | le 
并 且 ,， WE le 具有 上 面 对 范 数 | 1 所 列举 的 那些 性 质 ,C。 形成 一 个 线性 空间 ， 在 
范 数 门 | 的 定义 之 下 ,容易 看 出 这 个 空间 是 完备 的 。 因 此 ,Cs 是 Banach 空间 . 显然 ， 
mE u 在 CE. 中 , 它 必 定 在 函数 类 Cs 关于 6 的 任何 闭 子 域 所 成 的 函数 类 之 中 . 
现在 我 们 可 以 讲述 先 验 估算 了 ， 首 先 关于 系数 的 条 件 ,如 (b) 和 (6), 在 现 有 的 符 
号 下 可 表示 得 简练 些 , 即 可 用 
3 apbitp>m) E (2) 
i k=} i=l . 
和 和 ol。 [le Iele<2M (3) 
代替 条 件 (a), (b) FAC). 
”估算 有 两 种 ， 在 6 的 任何 闭 子 域 上 的 “内 部 ”估算 和 整个 G+ 上 的 “直到 边界 ” 
的 估算 .对 于 这 两 种 估算 我 们 需要 / 分 别 在 C。 和 Cs 之 中 . 
内 部 估算 ， 如果“ 是 (1) 的 解 ， 它 的 二 阶 导数 在 6 的 每 个 闲 子 域 上 是 Holder if 
续 的 (具有 指数 0), 那 末 化 |。 是 有 限 的 而 且 
lara <E (alot Pla). (4) 
这 里 K 是 只 依赖 于 ma, M 和 G 的 直径 的 一 个 常数 . 
在 叙述 直到 边界 的 估算 时 ,需要 域 G 及 “的 边界 值 RODEN. SUBIR IE 
湾 就 是 说 它 的 边界 光滑 ,也 就 是 说 ,我 们 能 够 用 具有 如 下 性 质 的 有 限 个 球 来 覆盖 人 
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选取 一 个 坐标 ,就 说 *” 吧 , 我 们 可 将 包含 在 每 个 这 种 球 中 的 边界 部 分 表示 成 

Xn= E(X, a, + +, Xn), 
其 中 8 是 有 Holder 连续 的 二 阶 导数 的 (具有 指数 4 的 Holder 连续 ). 而且, 用 局 部 参 
数 Xi, Xa, 0+, Sna 表示 出 来 的 边界 值 $ 也 是 光滑 的 ， 即 也 有 指数 为 的 Holder 连 
续 的 二 阶 导数 。 在 边界 上 采用 固定 的 有 限 个 局 部 参数 组 ， 且 在 每 个 球 内 采用 范 数 
VP lara, 我 们 就 可 对 函数 规定 一 个 范 数 1512;a 作为 1812;。 的 极 大 值 . 

直到 边界 的 估算 ， 在 具有 光滑 边界 值 $ ROE, ee eC. 中 方程 (1) 
的 一 个 解 ， 则 

lula SKi (dulot [flat Ibla), (5) 
JEP K 是 只 依赖 于 m, a, M 和 域 C 的 一 个 常数 . 

Schauder 估算 的 推导 太 宛 长 了 , 在 这 里 不 宜 介 绍 ， 它 以 一 个 很 特殊 的 方程 ， 即 
Poisson 方程 Au= 的 解 的 二 阶 导 数 的 估算 为 基础 这些 估算 中 之 一 ( 即 我 们 将 用 于 . 
解 边 值 问题 的 那个 估算 ) ,断定 如 下 的 命题 ， 如 果 4 是 使 / 属于 Ce(0<c<1) 的 那个 
RERE MSS PME I LEME PITRE BEF Cur 这 个 关于 Poison 万 
程 的 命题 可 由 $1 中 (21 人 ) 所 给 出 的 诸 二 阶 导数 的 积分 表达 式 推导 出 来 , 在 这 些 积分 
表达 式 中 使 用 了 Laplace 方程 的 基本 解 (在 8 1,2 中 我 们 只 证 明了 当 f RECO, 
8 1 的 (14) 所 给 出 的 函数 u 在 每 个 团子 域 上 属于 C2). 

为 了 求解 边 值 问题 ,我 们 也 使 用 O D. Kellogg 提供 的 关于 调和 函数 的 一 个 定 
an, . 

Be STEERER Ok VEN EADIE AIR HL RT Cos. 

在 求解 边 值 问题 之 前 ,要 注意 到 当 (1) 中 的 “和 0 时 ,8 6 中 的 估算 式 (13) 成 立 ， 
H Schauder 估算 式 (4) MG) 可 写作 


folna K A+ 1910) (4) 
lula SACS let lo ise), (5’) 
其 中 K 和 {是 只 依赖 于 m o, M 和 G 的 直径 的 常数 . 


2. 边 值 问题 的 解 
现在 讲述 求解 方程 (1) 的 边 值 问题 的 Schauder 方法 ,方程 (1) 满足 c<<0 且 系 
数 满足 条 件 (e), (2),(c) 或 (2) 和 (3)。 先 假定 有 界 域 C 及 边界 值 > 都 是 光滑 的 且 S 


1) WO. D. Kellogg[2), 
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属于 Co, 那么 就 得 到 如 下 的 定理 。 

E FARO) AMINE RT Cu.。 县 边界 什 为 

为 了 证 明 这 个 定理 ,只 要 设 $ 三 0 就行， 因为 在 光滑 性 的 假定 下 , 肯定 存在 一 个 
函数 5 属于 Ci. HÆ / 上 具有 边界 值 。 于 是 函数 “一 5 在 /上 为 0 而 且 是 方程 
ZL[w]=f 一 ZL$1 的 解 .我 们 的 目的 是 要 分 儿 步 来 证 明 ， 给 定 的 算 子 上 是 可 以 反 演 的 . 

我 们 用 连续 法 来 求解 。 做 一 个 单 参数 的 椭圆 型 算 子 族 

Li[u]atL u]+ (1—/t)Au, O<t<1, 

其 中 Zoo=A, 二 工 。 我 们 将 证 明 , 所 有 的 CURR L 都 是 可 以 反 演 的 ， 令 
T 表示 在 单位 区 间 内 使 L 有 逆 算 子 的 那些 上 值 所 成 的 集合 。 我 们 将 通过 证 明 下 列 
三 点 ; 

1) 工 包含 :=0， 

2) T 是 单位 区 间 内 的 开 集 , 即 对 于 工 内 的 每 个 to, 存在 一 个 El) >>0, 使 得 满足 
| 一 名 <s(to) 的 每 个 区 单位 区 间 内 的 ) 都 在 工 内 ， 

3) T As 
而 证 明 了 就 是 整个 单位 区 间 。 只 要 上 面 三 点 得 到 验证 这 个 结论 就 立即 得 出 , 因为 这 
时 了 在 区 间 内 是 非 空 集 ,而 且 既 是 开 集 又 是 闲 集 ,所 以 它 是 整个 区 间 . 

要 证 明 1) ,必须 证 明 Ax=. 上 六 有 一 个 在 @G+ 六 上 连续 ,在 六 上 为 0, BRF Cra 
的 解 .将 f 延 拓 到 这 样 一 个 球 §S 上 ,这 个 球 将 CHT 包含 在 它 内 部 ,使 得 了 在 3 上 属 
于 C。。 在 81,2 中 ,我 们 在 S$S 上 作 过 Au=. 的 一 个 特 解 », 它 是 用 §1 中 的 积分 (14) 
给 出 的 。 根 据 第 1 小 节 可 知 ,这 个 解 在 5 的 每 个 闭 子 域 上 , 特别 是 G+r E, 是 属于 
Cue. 由 此 得 到 它 在 / 上 的 值 是 光滑 的 (在 本 小 节 之 前 所 规 定 的 意义 下 的 光滑 
W). 设 忆 是 G 上 的 这 样 一 个 调和 函数 , 它 在 站 上 等 于 "。 根据 第 工 小 节 的 Kellogg 
定理 ,ww 在 G 上 是 属于 Cua 的 。 所 以 函数 =o 一» 就 是 所 求 的 解 ， 

在 证 明 2) 与 3) 之 前 ,要 注意 到 ,由 于 (4), (2), (0) 的 假定 ,并 由 于 工 : 的 形式 得 
知 ， 存 在 常数 m, My, a BL: 的 系数 对 一 切 上 满足 条 件 a), (C), (C) (这 里 (a), 
(5), (c) 中 的 常数 m, 已 经 替换 成 m, M T). 由 估算 式 60 得 知 , 存在 一 个 常数 
,使 得 所 求 的 工 :[4]= 了 的 解 ( 对 任何 DWE 

Palaver <Kal fle. (6) 

我 们 接着 证 明 2) 。 设 4 属 于 T, 并 设 是 C。 PEM RR. Be ABR 4 

时 ,我 们 想 要 求 出 方程 
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Lluj=f 
的 在 边界 上 为 0 HAT Coe HORRY. RSH Ste 
£,{u]=L,[u]—L,[uj+f 
或 
L,[u]= (t— to) (Au— L[u]) + f. 
将 Core 中 的 任 一 函数 “ 代 人 右边 的 式 子 就 得 到 C。 中 的 一 个 函数 PRT, 
故 存在 一 个 属于 Co. 的 函数 v, 满足 
Li [v]= (t—t)) (Au— Llu] + f=F, 

且 在 边界 上 有 "一 0， 可 将 "看 作 是 对 “ 作 一 个 非 齐 次 线性 变换 而 定 出 的 函数 ; 

v=A(u), 
经 过 迭代 可 找到 这 个 变换 的 “不 动 点 ”, 即 函数 4, 使 得 

u=A(u), 
依靠 假设 (2 和 (c), 容易 算出 不 等 式 


[Plax Kalt— to] [tlre + IF las 

其 中 &s 是 与 4 无 关 的 固定 的 常数 。 应 用 先 验 估算 式 (6) ,得 
[v [2ra < KKslt—tol ul t Kalf la. (7) 

FE, HER elza <2 Kal fla 就 意味 着 

14) fora = lvla S2 Kal fe, 
只 要 2 K:K;|t—t| <1, 

另外 ,车 令 v54 (u), v= 4 (u), M) v — o È 
L, Lvi —v2]= (t— to) (A (u; — un) — LEu —u:]) 

的 解 , 它 在 边界 上 具有 0 值 。， 当 2 KsKslt 一 | <1 时 ,利用 估算 式 (7) 得 到 


[vi— va]2ro Kok slt—tol [u — uzl zra 
1 
< lb. (8) 


如 果 取 上 如 此 接近 to 使 得 2 《2Ks1t 一 ol <1, MRE 4(z) 就 把 满足 lela 
2 Kal fle 的 函数 集 映 射 为 它 自己 ,并 由 (8) 得 知 此 变换 是 收缩 的 ， 
如 果 从 这 个 集合 中 的 某 个 函数 wo 开始 ,并 规定 
Uap = 4 (Ua) (¢=0,1,-°+), 
那 末 xz? 一 致 收敛 于 C244 中 满足 
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u= A(u) 


mes, 于 是 u 是 方程 C[ 中 = 的 解 ， 此 解 在 边界 上 有 共有 0 值 。 因此 区 间 


l-el Sgr TT, HT EFR. 


为 了 证 明 3), 令 ;是 7 了 中 序列 {ts} 的 极限 点 并 考虑 C。 中 任 一 函数 f. 对 应 于 此 
序列 ,在 C244 中 有 和 解 的 序列 {zi} ,使 得 
Li [ul=f, 
BÆT EE us 一 0， 应 用 估算 式 (6) ,得 
` luola S Kalf fa. 
于 是 ,uw 及 其 一 阶 和 二 阶 导数 在 G+ 广 上 是 同等 连续 的 , 选取 一 个 子 序列 ， 仍 用 uo 
表示 ,这 个 子 序列 收敛 于 4, 同时 它 的 一 阶 和 二 阶 导数 分 别 收 敛 于 u 的 一 阶 和 二 阶 导 
数 ,收敛 性 在 每 个 闭 子 域 上 是 一 致 的 。 显然 ,4 属于 Cs,。 且 满足 方程 
Liuj=f, 
HET ku=0, 于 是 4 就 是 所 要 求 的 5 的 解 , 且 ' 属于 T， 这 就 完成 了 定理 的 证 
明 . 
利用 这 个 定理 以 及 内 部 估算 ,可 在 下 述 较 弱 的 条 件 下 解 方程 (1)， 
定理 ， 如 果 有 界 域 BIH S AT Co 且 边 界 值 ”是 连续 的 ， 那 本 方程 (1) 
MEHMET Crs, 
为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 用 三 次 可 微 函 数 $, MTA 函数 n GE 数 | 人 | 是 一 致 
有 界 的 ) 来 一 臻 过 近 OMS. WENNER E Ce 中 存在 
L[u]=f, | 
的 解 w, ÆT LA t= bn, BS 6 的 不 等 式 (13) 应 用 于 ww 一 wn ,可 看 出 w 一 致 收 


AN 
ATER. 由 内 部 估算 式 (4) 得 知 范 数 lonley 是 一 致 有 界 的 ， 因 此 , u RT 


Cora 且 其 导数 是 几 的 一 个 适当 的 子 序列 的 导数 的 极限 (在 闭 子 域 上 是 一 致 收敛 的 ) ， 
BR Be 就 是 所 求 的 解 ， 

借助 于 内 部 估算 ,我们 可 在 更 广泛 的 一 类 不 光滑 的 域 上 来 解 边 值 问题 . 设 8 是 
一 个 有 界 域 , 它 可 表示 为 光滑 域 的 序列 C。 的 儒 集 , 这 里 每 个 G。 都 包含 在 后 面 一 个 
Gai 之 中 且 具 有 边界 个。 假定 对 于 6 的 边界 广 上 的 每 个 点 Q 都 存在 一 个 “ 强 闸 国 
数 ”， 即 存在 一 个 国 数 w, CHG 上 是 二 次 连续 可 微 的 ,在 + 上 连续 且 非 负 , 仅 
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ER 点 为 0, 且 满足 
Lilwol<—1. 

(在 下 一 小 节 中 我 们 将 对 某 类 域 构造 这 种 函数 .现在 可 以 叙述 如 下 更 一 般 的 定理 . 

定理 假设 在 刚才 所 说 的 那 种 域 C 上 ,了 TC. PECH 上 * RERAN, 
那 本 方程 (0 有 唯一 的 属于 Cove 的 解 us GEI EFF A. 

证 明 ， 根 据 前 面 的 定理 得 知 ,在 G, 上 方程 LLn]==f 有 一 个 解 ww, EES. 上 等 
于 $。 应 用 内 部 估算 式 (4 ) 证 出 在 Gs。 上 ww, 的 范 TAN 是 一 致 有 界 的 , 由 此 可 
知 函 数 z 的 一 个 子 序列 收敛 (在 G 的 每 个 闭 子 域 上 一 致 地 收敛 ) 于 函数 4, 这 个 4 在 


G 上 具有 有 限 的 范 数 反 |。,。 且 满 足 微分 方程 Z[z]= /。 REENE “在 六 上 等 二 
$, 剩 下 只 需 证 明 在 G+ 人 上 是 连续 的 . 

为 此 目的 , 设 Q@ 是 上 一 点 ,ze 是 连带 的 强 闹 函数 。 根据 wo 的 性 质 得 知 , 对 于 
任意 的 8 二 0, 存 在 常数 4 ,使 得 

1$—$(Q) | <E + Awe 
HEG+ bm. BS 
W =8 + hwo, 
其 中 k= max(k, Lub. | f—cp(Q) |), WI 
i \¢—$(Q)|<¥ 
在 G+ 六 上 成 立 。 再 有 
LEW J= + k L[w] 
<—lub.|f—c$ (0)), 

因为 c 和 0, H L[we]<—1, 

REY 的 构造 得 知 

W + (u,—$(Q))=0 
在 六 上 成 立 , 且 
LIW + (u.—$(Q)) = LLW ] + (f—¢4(Q)) <0 
E CG, ERX. 将 极 大 值 原理 用 于 人 成 土 (w 一 $B(Q)), 得 知 在 G, 上 有 
|un— pQ) SA, 
取 极 限 , 得 
lu— p(Q) | <7 
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在 G 上 成 立 . 但 是 ,由 we 的 连续 性 ,在 Q HOORAY <2 8, 因此 , u E QAE 
续 。 又 因 @ 是 任 一 边界 点 , 故 4 在 G+ 人 夏 上 连续 ,定理 证 明 完毕 . 

3。 强 闸 函 数 及 其 应 用 

现在 我 们 指出 对 边界 点 Q 如 何 构 造 强 闸 函 数 woe, 以 便 完成 边 值 问题 的 讨论 。 所 
论点 Q@ 是 具有 下 述 性 质 的 ,存在 一 个 闲 球 Se, 它 与 9+7 的 交集 只 是 Q@ 一 个 点 . 取 Se 
的 中 心 为 原点 , 设 及 是 Se 的 半径 , 并 令 表示 到 SQ 的 中 心 的 距离 。 假 定 (1) 所 给 
出 的 算 子 工 是 一 致 椭 贺 型 的 ,也 就 是 满足 (a) 和 0) 的 ,并 假定 。 是 非 正 的 。 

4 

. we=k,(R-P—r-?), 

这 里 刀 及 pp 是 正 的 常数 . BR we 在 G+ 上 是 非 负 的 且 仅 在 点 AP. 根据 (a) 
和 不 等 式 c<0 可 直接 算出 


LLwol=Ahpr-r — (p+2) Yo aptit (an t biti) |+ ewa 


j=l i=l 
< 和 pr 一 (p+2)m+ $ (ant bixi) |. 
i=l 


现在 车 选取 足够 大 的 P ,然后 选取 足够 大 的 与, 则 得 到 
LEwg]s 一 上 
因此 ,适当 地 选取 了 负 及 (只 依赖 于 R m, MRG 之 后 , 函数 we 就 AAR 
数 所 应 有 的 性 质 了 . 
应 该 指出 ,借助 于 强 闸 函数 ,可 将 求解 Laplace 方程 的 Perron 方法 (参考 84,5) 
推广 到 求解 $6 中 的 一 般 齐 次 椭圆 型 方程 (1), 即 
L[uj= Z Gtk Uik t S byt; + cu=0, c<0 
i k=l i=1 

的 Dirichlet 问题 , 只 要 这 个 问题 在 小 范围 内 是 可 解 的 ， 即 只 要 对 足 够 小 的 球 存在 着 
具有 任意 连续 边界 值 的 解 . 在 此 情形 下 , 可 定义 下 调和 (上 调和 ) 函 数 的 类 似 函 数 ,如 
果 对 于 G 内 每 个 足够 小 的 球 C, 连续 函数 BB u<(S) Mele], BH u 是 一 个 广义 

D 这 个 说 明 是 P. D. Lax 提供 的 。 也 可 参阅 G. Tautz [1] 和 E. F. Beckewbach, gA L. K. Jack- 


soo[1]+ N. Simouoff[1] 也 利用 了 Perron 方法 的 一 种 修改 形式 去 解 二 阶 非 线性 椭圆 型 方程 ,这 个 方 
程 是 在 这 样 的 假设 之 下 ， 对 于 小 区 域 可 求 得 一 个 具有 预先 给 定 的 连续 边界 值 的 解 。 
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下 调和 (上 调和 ) 畏 数 . 这 里 MuE C 的 外 部 等 于 ,在 C 内 , 它 是 8 6 中 方程 (1 
的 在 C 的 边界 上 等 于 4 的 那个 解 。 借 助 于 §6 中 关于 方程 (1) 的 (由 86,4 中 的 推论 
所 表示 的 那 种 形式 的 ) 极 大 值 原理 , 容易 把 8$84,5 中 给 出 的 关 于 下 调和 函数 的 性 质 
1) ,2)、3) 推 广 到 广义 下 调和 函数 上 面 去 . 
如 果 我 们 想 要 求 出 $6 中 (i) 的 具有 给 定 的 边界 值 $ AR u, 我 们 定义 适当 的 广 
义 下 函数 (上 函数 )， 它 们 象 那些 广义 下 调和 (上 调和 ) 函 数 一 样 ,在 边界 上 不 大 于 (小 
于 )$。 跟 调和 函数 的 情形 一 样 ,所 求 的 解 * 就 是 所 有 下 隧 数 的 上 确 界 .要 想 证 明 4 是 
86 中 (1 ) 的 解 ， 必 须 对 球 内 的 解 4 能 得 到 一 个 关于 一 阶 导数 在 更 小 的 同心 球 内 的 估 
算 , 这 种 估算 只 依赖 于 解 的 界限 和 球 ， 也 必须 断定 §6 中 (1 ?的 诸 解 的 一 致 极限 是 一 
个 解 (参考 §4,5). 对 于 具有 Holder 连续 系数 的 函数 来 说 , 由 Schauder 的 内 部 估算 
.就 得 出 这 些 结论 。 要 证 明 4 在 边界 上 等 于 $ 就 要 利用 强 闹 函 数 ， 
强 曾 函数 也 可 用 来 估算 (1) 的 在 边界 上 为 0 的 那些 解 在 边界 点 上 的 一 阶 导数 . 
引 理 ， 设 4 是 当 c<0 时 
Lu]=f a’) 
MRE LESH ROAD A. Bee 及 其 一 阶 导 数 在 G+ 站 上 
FERRET LH. 再 假定 域 G 是 有 界 的 ,在 边界 上 有 连续 转动 的 切 平面 , 且 上 共有 
如 下 的 性 质 ， 存 在 一 个 正 的 常数 五 ,使 得 对 边界 六 上 每 个 点 有 一 个 半径 为 及 的 闭 
RES C+ 的 交集 只 是 Q@ 一 个 点 。 那 末 在 每 个 边界 点 处 有 
[<a ufi (i=1,2,.…* ,71), (9) 


这 里 包 是 只 依赖 于 m MME HAR, 
证 明 ， 设 8 是 任 一 边界 点 。 因 “在 /4 上 为 0 且 因 


Ou Ou 
Ox; 5 On 


所 以 只 要 估算 在 Q 处 的 内 法 向 导数 -了 就 够 了 。 设 we 是 如 上 构造 出 的 强 六 函数 ， 


根据 构造 过 程 可 知 ,对 于 只 依赖 m, M 和 G, 而 不 依赖 边界 点 @ 的 选取 的 某 个 常数 如， 
E QA 


9 


| Owo 


On |<%. 


令 v=wol.u.b.|f1, 显 然 
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L[vtu| <o. 
因 4 OR LAO, ARAL otu, 得 知 在 C 上 有 
jul <v. 
和 v2 二 者 都 在 点 等 于 0, 因 此 在 这 点 处 有 
Se |<|3e| <4! u bifil 


由 此 立即 得 到 不 等 式 (9). 

4. Liul=f 的 解 的 某 些 性 质 

这 里 假定 f 属于 C。, 且 假定 本 节 开 头 的 条 件 (a), (b), (c) EC ERX. HFE 
何 有 关 C 的 闭 子 域 上 的 解 的 命题 ,上 述 要 求 只 在 每 个 闲 子 域 上 成 立 . 

先 推导 如 下 的 性 质 ， 若 是 方程 (1) 的 一 个 二 次 连续 可 微 的 解 , 则 的 二 阶 导数 
EC 的 每 个 闭 子 域 上 是 Hölder 连续 的 . 

这 个 结论 只 要 在 位 于 G 内 的 诸 球 上 成 立 就 行 了 . 在 6G 内 的 一 个 半球 S 上 ,把 方 
程 (1) 写 成 

Da gt Lè i= f—cu., 
根据 第 277 页 上 的 定理 ,方程 
Lewat X Z bivi= f —cu 

ES 上 有 一 个 解 v?, 这 个 解 在 边界 上 等 于 ,再 者 ,，? 的 二 阶 导 数 在 任何 更 小 的 同心 
球 上 满足 指数 为 a fy Holder 条 件 。 但 方程 对 ?的 解 是 唯一 的 ,因此 4 三 z， 从 而 得 到 
4 的 二 阶 导 数 的 Holder 连续 性 。 从 现在 起 假定 所 有 的 解 都 具有 这 个 性 质 ， 利 用 内 部 
估算 式 (4), 立即 得 到 与 $2,3 中 调和 函数 的 列 紧 性 定理 相似 的 定理 . 

AORC 上 的 解 的 任何 一 到 有 界 集 者 有 在 6 的 每 个 闭 于 域 8 上 一致 收 旬 于 
HP AER HA. 

ROLI IAAL i 

我 们 还 可 对 方程 (1) 的 解 做 些 推论 ， 在 此 情形 下 内 部 估算 式 (4 ) 是 成 立 的 , 因 
此 得 到 与 调和 函数 的 Weierstrass 收敛 定理 (参考 8$ 2,3) 相 似 的 定理 ， 

(1) 的 在 6 AFT EXE RE Bo AIH NE Pa 
全 于 边界 值 为 p=lim bn AEU, 
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这 个 定理 是 将 估算 式 (4 ) 应 用 于 差 式 “num 而 得 到 的 ， 


<N 
[ental ree < Kiln- $mls>0. 

也 可 用 内 部 估算 式 (4) 将 调和 函数 的 一 个 基本 性 质 推广 到 (1) 的 解 上 面 去 ， 方 各 
(1) 的 每 个 解 是 无 限 次 可 微 的 ,只 要 S 和 方程 的 系数 是 无 限 次 可 微 的 .事实 上 ,了 和 
系数 的 解析 性 就 包含 着 任何 解 的 解析 性 ,不 过 ,我们 在 这 里 不 去 证 明 它 见 下 小 节 的 
参考 书 ). 

我 们 证 明 一 个 精确 形式 的 可 微 性 定理 1， 

如 果 和 系数 都 属于 Congo, p m 是 一 个 非 负 的 整数 且 0<a<1, 那 末 对 于 每 
个 亲子 域 B, 任 何 二 次 可 微 的 解 都 属于 Cac, 

对 于 m=0 的 情形 已 经 证 明 过 了 ， 现 在 我 们 给 出 w=1 时 的 证 明 (对 于 m>, 
可 简单 地 重复 这 个 论证 )， 设 B FB AC 的 闲 子 域 ， 在 它们 的 内 部 分 别 包含 着 B 
和 BY, Be ho > 0 是 这 样 小 的 数 ,使 得 对 于 h< 加 和 B' 内 一 切 点 已 (wp zz xj， 
点 Pye (+h, Ha, ++, xn) 在 Br? 内， 由 Ps 处 的 (1) 减 去 P 处 的 (1) FRA h. 然后 
把 这 些 具 有 固定 值 的 差 商 表示 为 


=F (u(P,)—u(P)),  ah,=L(an(Pr)—ain(P)), 
By= 4 (bi(Pr)—bi(P)),  ch=4 eP) —e(P)), 


fi=2(f(Pd—f(P)), 
并 将 以 原 算 子 工 的 这 些 差 商 为 系数 的 算 子 表示 为 L*， 我 们 就 可 将 最 后 得 到 的 方程 
写作 

Llub(P)J=—L'[u(P,)]+ f° =F p (10) 

因为 f 和 系数 都 属于 Cira, 它们 的 差 商都 可 表示 为 积分 ,例如 ， 

ah = =f eaa Pods, 
这 里 Pir EA (t tth, x, +++, 4n), MA CAFO. BAR RF Ca, 所 以 
F,,.CE G6 u 在 8 的 点 处 的 导数 ) 属 于 C. BE 


D WE. Hopf[1], 那 里 对 m=0 的 情形 给 出 了 定理 的 证 明 (也 给 出 了 解析 方程 的 解 的 解析 性 的 证 明 ) 而 
不 用 边 值 问题 的 存在 定理 。 也 可 参考 S.Agmon、A. Douglis .L，Nireuberg[ 1] 中 的 附录 5. 
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[F7 <K,, 
K, 是 不 依赖 于 的 常数 . 注意 到 沁 是 方程 (10) 的 解 ， 当 B 是 8B’ 的 闭 子 域 时 ， 可 应 
用 内 部 估算 式 (4) ,得 到 估算 式 

[u'l ra SEs, 
Ky ARIF A 的 常数 . 

HAERERE: FETIP 0, AFARA, {wy, {uP}, 
{wn} B 上 各 自 一 致 地 收 钙 于 函数 ?和 它 的 导数 vi vi WH, BB ”属于 C 有 多 。. 
但 是 当 h>0 We” RU uy, 所以， 我 们 证 明了 ux, 属于 5 名 <。 仿 此 ， 可 以 证 明 
uy 属于 Ca (i=1, 2,0, n), W u RF Chren 

容易 把 这 个 方法 用 于 一 般 的 非 线性 二 阶 方程 

F(X, Xo, tt, Un, L, Uy, Ug, Unn) =—0, 


“EA Ha DS, MEH — ke 


Do Fu bibs 


i k=l 


处 处 是 正定 的 ， 再 者 ,如 果 使 用 线性 椭圆 型 方程 解 的 可 微 性 定理 ( 见 第 281 页 ) , 那 末 
容易 证 明 , 非 线性 方程 的 任何 属于 Cx,e(0<a<1) 的 解 上 是 无 限 次 可 微 的 ,只 要 对 
它 的 所 有 变量 都 有 一 切 阶 的 导数 ,事实 上 , 已 经 证 明了 即使 属于 Cs， 命题 也 是 成 
立 的 ?。 还 有 , 当 是 解析 的 时 候 , 解 也 是 解析 的 (参阅 下 一 小 节 ). 

5， 关 于 椭圆 型 方程 的 进一步 的 结果 ; 在 边界 上 的 性 态 

在 前 小 节 中 , 惜 助 于 Schauder 不 等 式 ， 我 们 证 明了 当 二 阶 椭 同 型 方程 的 系数 中 
够 光滑 旦 在 一 开头 就 假定 了 解 的 某 种 光滑 性 时 ,这 方程 就 具有 强 的 光滑 性 . 

从 S. Bernstein 对 二 阶 方程 的 经 典 而 基本 的 著作 ”起 ,许多 数学 家 研究 了 微分 方 
程 解 的 可 微 性 和 解析 性 问题 。E& Hopf 的 论文 ?对 后 来 的 工作 有 很 大 的 影响 。 在 这 
篇 论文 中 ,Hopf 使 用 一 种 “ 参 助 函数 ”(parametrix) 得 到 了 解 的 导数 的 积分 表达 式 . 
(parametrix 是 一 种 近似 微分 方程 的 基本 解 , 这 种 微分 方程 只 有 二 阶 项 , 它们 的 系数 
等 于 给 定 的 方程 在 菜 固定 点 的 相应 的 系数 。) 在 非 线性 方程 解 的 解析 性 的 证 明 中 ,这 
些 表 达 式 被 推广 到 自 变量 为 复 值 的 情况 . 


D #4 L. NirenBerg[3] 和 [1j。 也 可 参考 C. B. Morrey[4]。 
2) 见 S. Bernstein[11。 
3) W E. Hopf[4], 
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G. B,，Morrey， 证 明了 任意 阶 的 一 般 非 线性 椭圆 型 方程 解 的 解析 性 ,也 运用 了 推 
广 到 复数 域 的 积分 公式 ， 他 还 证 明了 这 种 方程 (假定 已 给 的 那些 东西 都 是 解析 的 ) 的 
Dirichlet 问题 的 解 在 边界 上 的 解析 性 。A，Friedaman” 对 解 “的 一 切 导数 进行 估算 ， 
得 到 了 相似 的 结果 ,并 证 明了 的 Taylor 级 数 收敛 于 v. 

上 面 提 到 的 解析 性 的 证 明 都 是 在 开头 假定 了 解 具有 某 种 程度 的 光滑 性 . 对 于 任 
意 阶 的 线性 椭 加 型 方程 来 说 ， 已 经 对 广泛 的 一 类 边界 条 件 在 稍 加 限制 的 情况 下 证 明 
了 解 在 边界 上 的 可 微 性 ， 我 们 特别 指出 Nirenberg” 作 为 进一步 的 参考 。 对 于 非 线 
性 方程 在 减弱 可 微 性 方面 ,还 待 进行 工作 。 对 于 两 个 自 变量 的 情形 ，G. B Morrey? 
已 经 着 手 这 方面 的 许多 工作 ， 对 于 高 维 的 情形 ,已 于 新 近 出 现在 EE de Giorgi’, 
J. Nash® $y J. Moser7 等 人 的 论文 中 ,还 要 提 到 E. Heinz® 对 于 Monge-Ampére 方程 
的 有 趣 的 工作 ,他 把 H. Lewy( 参 考 Heinz 的 论文 ) 的 结果 推广 到 非 解析 方程 . 

对 于 一 般 类 型 的 方程 ,上 Hirmander9) 已 经 指出 ,对 于 一 切 常 系数 的 微分 算 子 L 
来 说 , 不 论 f dot, Llu] = j 的 解 上 都 是 无 限 次 可 微 的 ， 对 于 变 系数 的 线性 方程， 
Harmanderl0) 和 B.Malgrangelb 两 人 都 推广 了 这 一 特性 

现在 转 到 满足 微分 边界 条 件 的 微分 方程 的 解 在 边界 上 的 正则 性 问题 ，Hirman- 
derl2) 研 究 了 在 半空 间 的 常 系数 微分 方程 Lul- /的 解 ， 这 方程 在 平面 边界 上 满足 
微分 边界 条 件 (也 是 常 系数 的 )， 他 论述 了 具有 如 下 性 质 的 那些 算 子 和 边界 条 件 ， 
即 当 给 定 的 函数 (f 以 及 作用 于 4 的 各 边界 算 子 的 值 ) 是 无 限 次 可 微 时 ， 解 在 边界 
上 是 无 限 次 可 微 的 ， 至 于 变 系数 线性 椭圆 型 方程 的 满足 边界 条 件 的 解 在 边界 上 的 
可 微 性 ， 已 经 对 广泛 的 一 类 边界 条 件 作 了 证 明 。 对 于 Dirichlet 边界 条 件 的 情形 , 在 


C. B. Morrey[2]。 

A. Friedman[ 1], 

L. Nirenberg[ 2]. 

C. B. Meorrey[3] 和 [1]， 
E. de Giorgi[1], 

J. Nash{1}, 

J. Moser{ 1}, 

E. Heinz[21, 

9) 见 工 . HSrmander[4]。 
10) m L. Hérmander[2}, 
11) 见 B. Malgrange[2), 
12) 见 L. Hérmander[3}, 
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L. Nirenberg” 的 著作 中 讲解 得 很 清楚 . 

在 某 些 所 谓 “ 自 由 边界 ”问题 中 , 当 设置 了 给 定 的 边界 条 件 时 ,问题 的 一 部 分 是 要 
确定 某 种 椭圆 型 方程 的 解 的 存在 域 .这 些 问题 是 气体 动力 学 以 及 水 波 理论 中 产生 的 . 
因此 我 们 不 仅 要 证 明 解 在 未 知 的 边界 上 是 解析 的 ， 还 要 证 明 边 界 也 是 解析 的 .这 方 
面 的 基本 工作 应 归功 于 H. Lewy”, 

我 们 来 阐明 如 何 将 前 小 节 的 可 微 性 定理 推广 到 Dirichlet 间 题 的 解 在 边界 上 的 
可 微 性 ,用 以 结束 本 小 节 。 因 为 它 是 局 部 的 状态 问题 ， 我 们 假定 边界 的 一 部 分 r 位 
于 平面 ( 警 如 说 *,= 二 0) 内 ,并 在 个 上 及 站 的 邻近 (假定 它 是 *. 二 0 内 的 一 个 开 域 ) 
建立 解 的 可 微 性 对 于 “光滑 的 ”边界 来 说 ,做 一 个 局 部 的 变量 变换 ,这 种 情形 就 能 实 
现 . 减 去 一 个 适当 的 函数 就 可 假定 在 个 上 为 零 . 

设 六 在 域 G 的 边界 上 ,现在 在 G 上 来 研究 (1) 的 二 次 连续 可 微 的 解 . 假定 87 
开头 的 条 件 (a), (b), (c) 都 被 满足 , Ae C+, 上 属于 Cys, FEL: 上 为 0。 BK 
就 有 如 下 的 定理 ， 

ONE CH, WERER BRE Corre 

这 个 定理 包括 了 第 281 页 上 的 类 似 的 定理 ,作为 它 的 一 个 特殊 情形 . 

由 于 这 种 情形 ,我 们 首先 注意 到 只 要 局 部 地 , 即 对 小 的 8, 证 明定 理 就 行 了 ,例如 
B 是 中 心 在 7, 上 的 小 的 半球 . 然后 我 们 也 可 假定 系数 c 为 0, 这 可 将 4 除 以 8 内 的 
齐 次 方程 的 一 个 正解 就 能 达到 .有 一 个 G 的 子 域 4, 具 有 光滑 边界 ,将 B 的 闲 包 包含 
于 它 的 内 部 ,而 它 的 闭 包 又 在 G+ 人 ARS 是 定义 在 G 的 子 域 4 上 的 无 限 次 可 微 
AA CEB LST 1, 且 在 4 的 边界 点 处 连同 它 的 各 阶 导 数 都 为 0. 

我 们 先 就 m=0 的 情形 来 证 明定 理 , 令 ?=tu, RREH LJE 和 ALE 
于 Cs. 使 用 第 274 页 和 276 页 上 的 基本 的 存在 定理 和 唯一 性 定理 ,得 知 ” 属于 Chas 
所 以 4 属于 C.a. MERGE m= 1 情形 下 的 证 明 。 仿 照 第 281 页 上 定理 的 证 明 , 考 
虚 差 商 汪 ， 在 平行 于 首 ”一 1 个 轴 的 方向 ， 即 平行 于 含 六 的 平面 的 那个 方向 上 到 
差分 。 几 满足 

Z[un(P)]= — Lul Pi)]+ f", 
Av, =tul, ABB, (Livré 以 一 个 不 依赖 4 的 常数 为 界 ， 从 而 也 象 第 281 一 


1) 见 L. Nirenberg[6], 
2) 见 H. Lewy[2], 也 可 参阅 P. Garabedian, H. Lewy 和 M. Schiffer[ 11, 
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282 页 所 述 那样 ,得 知 函 数 ww (I= 1, ++, n- DRF C8。. 因 此 ,z 的 一 切 形 如 下 


<n, j 二 四 的 导数 属于 Che. 借助 于 微分 方程 ， 我 们 可 将 导数 rM ERSS 


数 以 及 更 低 阶 的 导数 表示 出 来 ,因此 , 它 也 属于 Che. Tue Cha. XF MD>1 R 
情形 ， 这 个 论证 也 适用 ， 

仿 此 ， 我 们 可 以 证 明 第 282 页 上 的 非 线性 方程 三 = 0 在 边界 上 为 0 的 解 “ 的 任 
意 次 可 微 性 ， 只 要 “ 属于 Cus 而 且 边界 及 都 是 足够 光滑 的 。 在 这 方面 的 一般 结 
果 可 参考 Agmon, Douglis, # Nirenberg” hex. 


§ 8. Beltrami 方程 的 解 
在 第 三 章 8 2 中 ,我 们 曾经 指出 ,用 变换 c(*, y), p, y) 将 任何 椭 加 型 方程 


Guy + 2 OUyy 十 CUyy 十 一 0 


局 部 地 简化 为 


Uso + Upp t ...=0 


的 问题 ,相当 于 求 Beltrami 方程 


(cvspy 一 cypx 天 0) 的 解 。 本 池 中 我 们 在 函数 “, 4, 满足 指数 为 <(0< “<1) 的 Holder 
条 件 的 假定 下 来 做 出 这 样 一 个 解 ”, 
对 于 任何 “, y 的 可 微 复 值 函数 w(z) (z=* 十 旋 ) 我 们 引入 形式 的 微分 算 子 


ðw _  _1/0w . Ow ðw _ if ðw 1 oe 
je ee E I) ĝz = 让 Ox dy ). 
显然 这 两 个 微分 算 子 是 可 交换 的 ,而 且 保持 通常 的 微分 法 则 ， 
总 (u(2)w(2)) = us + Uw, 


且 


1 WS. Agmon, A. Douglis 和 工 Nirenberg[ 1], 

2) 这 个 结果 和 证 明 的 思路 应 归于 A. Korn 和 L Lichtenstein， 这 里 所 述 是 由 CL. Bers 和 S. S. 
Chern 各 自 独立 得 到 的 。C，B. Morrey 证 明了 当 w(x) 25] WM, lul <O<1h, Beltrami 方 
程 (1) 或 (3) 可 在 更 广泛 的 意义 下 解 出 。 参 阅 L Ahlfors 和 L. Bersi, 
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-2 u(z)w(2)) = UW, + uw. 


如 果 S Æ w 的 可 微 复 值 函 数 , 那 末 
Cf) 1 = fuw t fae 

且 

Lf wa =f wert fo 

Green 恒等式 取 如 下 形式 ， 


ff (us + ws) drdy= f (ud2—wdz) (2) 


这 里 dz 二 dx +idy 而 dz 二 dx 一 idy, 并且 Laplace AF Aw 等 于 4wss.w(z) 是 z 
的 解析 函数 这 一 结论 可 用 


wi=0 
表示 出 来 
现在 考虑 Beltrami 方程 (1) 并 令 
w=0 + ip. 
我 们 可 立即 推出 方程 , 


2w;y ac—b? =(b—iati Yac—b? )p, + (c—ib— y ac—B? )py, 


2w yac—b = (b+iati Yac—b* )p,+ (ct+ib+ y ac—B* )py, 
经 过 简单 的 运算 得 知 右边 的 系数 Ps* 和 py 是 成 正比 的 ,而 且 得 到 
w, c—a—? ib 
w, ct+a+2 ¥ ac—b? 


_ c—a—?2 ib 
~ c+a+2 Vac—b?" 


容易 看 出 , (1) 可 反 过 来 由 (3) 推 出 ,所 以 (1) 和 (3) 是 等 价 的。 根据 加 给 函数 a,2,c 的 
条 件 以 及 函数 u 的 绝对 值 是 小 于 1 的 ,得 知 上 是 Holder 连续 的 ( 见 § 1,2). 

为 了 证 明 只 要 在 问题 中 的 诸 点 处 解 出 方程 (3) 的 一 个 满足 wwr 天 0 的 解 w 就 行 ， 
我 们 把 条 件 cspy 一 cyps 夫 0 用 woo tie 来 叙述 ， 注 意 到 


ap, + 2bpypy + cpy 
y ac—b? , 


(3) 


wi = Uw,, u 


aypy 一 Iypyx 一 
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所 以 上 述 条 件 等 价 于 of+ 054+ 07 +0540 MF (3) RR, 它 可 以 表示 为 
w0, 

Beltrami 方程 的 形式 (3) 意味 着 这 个 方程 组 有 非常 特殊 的 性 质 ， 首 先 注意 , 如 
Rf Ae i ess w 是 一 个 解 , 那 末 f(w(z)) 也 是 一 个 解 ,因为 

Ji hf = fo (wi— ew.) =0, 
反之 ,如果 w 是 (3) 的 一 个 特 解 , 它 将 z 平面 的 域 C 一 一 连续 地 映射 为 w 平面 的 域 
G1 而 且 在 此 域 上 ws0, 那 末 (3) 在 G 上 的 任何 别 的 解 2 EC E 是 之 的 解析 函数 ， 
因为 由 (3) 得 到 
0=0;— MV, =V,y(W;—UY,) + Vy (Di uD) = v01 |u|’), 
所 以 ?5=0. 

因此 ,如 果 有 一 个 特 解 w, 它 具 有 所 需要 的 映射 性 质 , 那 末 ,寻求 一 个 满足 其 它 条 
件 ( 例 如 在 边界 上 的 条 件 ) 的 解 的 问题 ， 就 化 为 求 一 个 满足 某 种 与 这 些 相应 的 条 件 的 
解析 函数 f(w) 的 问题 。 例 如 ,要 在 G 的 一 个 圆 S 上 求 (3) 的 解 ,使 这 个 解 在 边界 上 
具有 给 定 的 实 部 , 且 在 特别 点 卫 处 具有 给 定 的 值 ,这 个 问题 就 化 为 如 下 的 问题 ， 即 在 
SHR S’ 上 求 一 个 解析 函数 , 使 它 在 边界 上 具有 给 定 的 实 部 , LE P 处 具有 给 定 
的 值 ， 所 以 ,可 以 认为 这 个 问题 是 解决 了 . 

为 了 做 出 (3) 的 一 个 这 样 的 特 解 ， 它 至 少 在 一 个 小 邻 域内 具备 着 Bt TPR A 
质 ,我 们 须 建立 如 下 的 定理 ， 

JOR wo 在 = 0 的 基 个 人 城内 中 指数 为 “的 Holder 条 件 县 e2) <I, 
WE FROM PRAT eC), 使得 we(0) 0 县 (2) MEAN 
数 为 a 的 Hölder 条 件 . 

只 要 在 x(0)=0 的 假定 之 下 来 证 明 这 定理 就 行 了 。 因为 如 果 引 入 新 变量 $= 
z 十 4(0)z, 那 末 

- w,=w; + w0),  w=wyu(0) + HE, 
方程 (3) 就 变 为 
we= (Cl) wr, 
其 中 


u(z)—u(0) 


BO) = 1—#(0)u(2)* 
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注意 到 当 |4| <1 时 ,变换 z->; 有 一 个 正 的 函数 行列 式 (Jacobian) 且 | 六 < 之 1 。 此 外 ， 
RRRA o 的 Holder 条 件 且 (0) 二 0。 

为 了 证 明 上 述 定理 ,我 们 先 研究 方程 性 =f， 这 里 假定 了 f EEH 5S.: 1z|<? 
上 满足 指数 为 & 的 Holder 条 件 的 . + 


wo= ff fE Mloglt—z| Edy 


并 注意 Av=4 =f6 1), 就 导致 了 如 下 的 引 理 ， 
S11. Ag 
“= 一 二 人 Oa =F +m 
VERIO. 


e e 


w= f), ul =- Lf f LOL azar, 
因而 “是 方 程 占 一 /的 一 个 特 解 
这 个 引 理 的 证 明 留 给 读者 , 它 和 8 1,2 中 第 二 个 定理 的 证 明 相 似 。 在 那里 论证 了 
Hilder 连续 质量 分 布 的 位 势 函 数 的 可 微 性 ,并 且 得 到 了 导数 的 表达 式 . 
O R2, ES, ERSO 满足 具有 指数 “和 系数 及 的 Holder 条 件 ,并 令 
pz)=—l hf, 10- -fO LOL Jedn, 


Gz 


£5. HN 


BATTED MONE e HB C 全 得 

Ip(2) | <CHr*,- (4) 
B P(t) BERR o 和 系数 CH 的 Holder kf, 

证 明 ， 在 P(2) 的 表达 式 中 的 积分 号 下 取 绝对 值 并 利用 不 等 式 
IJO- /ISHIEz|, 
就 导出 (4)， 为 了 证 明 Pp(z) 的 Holder 连续 性 , 设 2, 和 zs( 取 21) 是 固定 在 S 内 的 ， 
并 令 O= lael BE aE S 内 满足 | 一 | <8, azl ORL 1- [2a] > GH AD 
我 们 将 证 明 , 对 于 某 个 常数 Cl, 有 
|p (zi) — p (22) | <ČH 0,  (i=1,3) 


由 此 就 得 到 所 需 的 不 等 式 
| p(2,) — Plz) | <2 CHO", 
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现在 只 考虑 i=1 的 情形 


pa) 一 PC = 一 元 | a(ydéan, 6) 
其 中 


= Jey- f)—-fO 
e0 = (z1—%)? (2,.—¢)? “ 


设 41 (DLA, 表示 其 边界 ) 是 5, 与 中 心 在 2, 半径 为 26=21z1 一 z2| 的 图 的 交集 ， 并 
用 4; 表示 Al EES, 内 的 余 集 , 那 末 

1 H dEdy 

aS, ERES enas [=z |777 


SS 3d Toa [Re SO, 


这 里 C 是 只 依赖 于 c 的 常数 。 为 了 估算 e 在 4。 上 的 积分 , 先 注意 


(20 一 (22) frr 1 1 
8(5)=— —ty? 2 +(f (41) F&L (zi —ty? a pr] 
=C) Sf (2) 二 CCD 一 JE) (2—21) ests (1+ zı—% ) 
(22— 2)? (2,—¢)8 Zz2—6 Z2—b 
三 &1(6) + 8:6). 


d 
Aff, aO ddig an-s Ce) ff, cs. 


根据 Green 恒等式 (2) 并 令 “= 一 - 7 ,zz 一 0, 得 到 
dd at 
Sf, 《za 一 5 - i zy% -5$ <= ae -7 å. za 一 
AHE = 上 的 积分 为 0， 因此 
1 d] a 
4f Sf. edtdy| <a f, i L sca (6) 
这 里 C 是 个 绝对 常数 ,因为 当 teà; AY, ja 一 名 >- 


最 后 注意 到 在 A 内 


6 Hò 
16200) ISAE 


所 以 
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SÍ. lg: (6) |didnx eae ff re SCs H 8, 


it—#,|>28 |z; 
这 里 Cs 是 只 依赖 于 a 的 常数 ， 这 个 式 子 和 (5)、(6) 联 合 起 来 就 得 到 所 求 的 不 等 式 
|p (21) ~ p(z) |< (C+C 4+ C3) A | 2, z7. 
现在 我 们 能 够 去 证 明定 理 了 .假定 w 是 所 求 的 解 , 那 末 ,根据 引 理 1,ws 与 
1 u(b)w.(C) —u(z)w,() 
-iff (C—z)? ddn 


相差 一 个 解析 函数 ， 取 常数 1 作为 这 个 解析 函数 ,进而 解 下 列 关于 ws 的 方程 ， 
=t LE) we) —u(z)w: (z) 
-SS (C—2)? dfdn+1, 


本 节 末 将 证 明 容 易 解 出 v, 且 忆 满足 方程 (3)， 
设 以 CO, a) 表示 定义 于 S. 上 且 满 足 指 数 为 a<1 的 Holder 条 件 的 复 值 沙 数 
OZ) Re. MAT Cr, 0) 的 o, 引入 范 数 


[ol-=lu.b.|o(2) | +7°1 u. b. lo) ~@ (29) | 
Zi —Z|* 


出 CO, oa) 是 一 个 Banach 空间 . Amt wT C7, a) PAY o Alc Rik, 
lorh Jol feh. 
现在 令 4(z) 是 定义 于 $ 上 的 已 知 函数 , 它 满足 指数 为 a 的 Holder RH, 并且 
4(0)=0. 
Cr, EH 
Tloj]=— aff, poet sets) dëdn 


定义 算 子 T， 显然 ,T panne NARSIS oe 
| Tlw]|-<Krer-* | wo ftr Er | wool, 
<2K Jub fol. 

由 于 (0) =0, 当 7>0 时 , 范 数 |e 趋 于 0， 所 以 , 对 于 适当 小 的 "， 就 说 

7r<<ro IE, 
K Jup <$ 
于 是 当 r<ro 时 ,得 
I TEJ lob, (7) 
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现在 我 们 在 半径 ><ro AOS, 上 来 解 方程 
w=T[w]+1 =T[o], 
根据 (7), BRT HC ir, xc) 中 满足 
| wl<2 
的 函数 类 上 映射 为 它 本 身 ， 变 换 人 是 压缩 的 ,因为 
| Êo- Plo] < | ooh 
根据 熟知 的 判别 法 ,用 递 推 式 
o,=0, Ony =T fo.) +1 (n=1,2,°**) 
定义 的 函数 on KIER | | 收敛 于 满足 
l w=7[w]j+1 
H | ol<2 的 函数 %。 再 有 
|o(z)-1]<5-2=1, 

所 以 在 S» Eoo. 

下 面 证 明了 国 数 
具有 所 需 的 性 质 之 后 ,就 完成 了 定理 的 证 明 . 根据 引 理 1,w 具有 由 

205 一 ALO 
给 出 的 连续 偏 导 数 , 且 
w,=T[o]+1i=o, 

于 是 ,z 满足 微分 方程 (3) 且 v.40, AT o 属于 C(7, e)， 所 以 w 的 导数 在 S- 上 
满足 指数 为 «的 Holder 条 件 . 


§ 9. 关于 一 个 特殊 拟 线性 方程 的 边 值 问题 . 


Leray 和 Schauder 的 不 动 点 法 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 阐述 在 证 明 存在 定理 时 的 一 个 拓 朴 方 法 的 应 用 .“ 不 动 点 
法 ” 源 于 Poincaré 的 思想 而 为 G. D. Birkhoff 和 Kellogg MRH, 并 由 Schauder 
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和 LerayD 发 展 成 为 有 力 的 工具 . 
我 们 不 讲 Schauder 和 Leray 的 一 般 理论 ,而 仅 用 其 一 个 特殊 的 结论 , 即 
Schander 的 不 动 点 定理 ， 车 T 是 由 Banach 空间 中 二 个 闭 的 凸 列 紧 集 到 自身 的 
RBA, WT 有 -个 不 动 点 ， 
在 本 章 补充 材料 的 815 中 有 这 定理 的 证 明和 “Banach 空间 的 凸 列 紧 集 "的 定义 ， 
在 有 界 域 G 上 考虑 拟 线性 椭圆 型 方程 
ACL, Y, Z)Zyyt2 BCH, Y, Z)Zyy t+ CX, Y, Z)Zyy=0, (1) 
域 G 的 边界 是 由 有 限 个 不 同 的 闭 曲 线 了 组 成 的 。 假 定 G 是 光滑 域 ( 象 第 272 一 273 页 
$7,1 中 的 一 样 ) 且 由 是 定义 在 边界 广 上 的 光滑 函数 .这 里 G Ad 的 光滑 性 可 用 了 
上 的 弧 长 * 表 出 如 下 ， 函 数 *(s), y(s) 描 绘 出 一 条 边界 曲线 , 而 函数 %(s) 具有 指数 
为 a(O0<a<1) fy Hölder 连续 的 一 阶 及 二 阶 鼻 数 。 对 于 具有 某 些 性 质 (列举 于 后 ) 的 
函数 A, B,C, 我 们 寻求 (1) 的 在 三 上 等 于 4 的 解 =x(*, y)。 根 据 最 大 值 原理 , 任何 解 
都 要 满足 不 等 式 
|z|<max|$|=Mp, 
因此 我 们 只 考虑 4, B,C 在 G+C 上 对 (x,y) 是 定义 了 的 而 且 1s|<Mo 并 规定 有 下 
列 性 质 ， 
(a) 对 一 切实 的 上 n, 4624 2 BEq + Cpm (E+ 1), 
(b) JAI {BI CISM, 
(c) 4, B,C 关于 %,y,z 满足 具有 指数 a 及 系数 M 的 Holder 条 件 。 GXH m, 
M, a 是 几 个 固定 的 正 的 常数 ). 
利用 87 中 Schauder 的 线性 椭圆 型 方程 理论 ， 我 们 来 证 明 下 面 的 存在 定理 ， 
在 条 件 (a),，(p)，(o) 以 及 对 G 和 9 所 假定 的 条 件 下 ， BRA TE! EF 
于 4 的 解 z(z, 9). 并 且 , 2 属于 Czto( 见 §7,1). 
证 明 的 基础 在 于 对 线性 椭 贺 型 方程 
L[u]=a(%, Y)Uyy t+ 2 O(%, y)Uyy+c(%, y) Uyy=0 (2) 
在 有 界 域 G 上 的 解 的 一 种 先 验 估算 , 域 G 的 边界 是 由 有 限 个 闭 曲线 组 成 的 , 这 些 闭 
曲线 都 具有 过 续 转动 的 切线 。 此 外 ,再 假定 G 有 如 下 的 性 质 ， 对 于 某 个 正 数 & 和 边 
界 太 上 的 每 个 点 Q， 存 在 一 个 半径 为 尺 的 圆 , 它 与 G+ 六 只 有 公共 点 Q。 我 们 还 假 


1) 见 G. D. Birkhoff 5 O. D. Kellogg[1] 和 J. Leray 与 J Schauder{ 1], 
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定 系 数 4, b,c 在 G 上 是 Holder 连续 的 而 且 方 程 是 一 致 椭圆 型 的 , 也 就 是 , 对 于 某 两 
MEWE n 5 M, RER 

ak? +2 bën +o >m(E +1), jal, |b], [cl <M (3) 
在 G 上 成 立 . 

先 验 估算 ， 令 “是 (2) 的 一 个 解 , 它 和 它 的 一 阶 导数 在 G+7 上 都 是 连续 的 ， 假 
定 在 G+ 六 上 存在 一 个 二 次 连续 可 微 的 函数 了, 它 在 个 上 等 于 4 它 和 它 的 一 阶 导 数 
在 G+ 六 上 是 连续 的 ， 并 且 它 的 一 阶 及 二 阶 导数 的 绝对 值 以 常数 & AR. 那 末 ,就 
存在 一 个 只 依赖 于 m, M 和 G( 即 不 依赖 于 系数 ) 的 常数 使 得 在 整个 G 上 有 

jusl, [uy] <AK, (4) 
我 们 将 在 本 节 的 末尾 建立 这 个 先 验 估算 . 

要 把 这 个 一 般 的 估算 应 用 于 我 们 的 非 线性 方程 , 首先 要 注 BB, 根据 对 GC 和 
所 假定 的 光滑 性 ,不 难 造 出 一 个 在 G+ 厂 上 连续 的 函数 z, 它 在 六 上 等 于 4 它 的 一 
阶 及 二 阶 导 数 的 绝对 值 以 某 个 常数 E 为 界 并 且 各 自在 G+ 六 上 及 G 上 是 连续 的 . 
然后 ,如 果 我 们 注意 到 所 要 求 的 (1) 的 解 = 就 是 具有 alx, 9) =4 (x, y, a(x, YER 
形 如 (2) 的 线性 方程 的 解 , 那 末 , 由 估算 式 (4) 就 得 出 

lzsl, |zy| 和 AR。 (5) 
还 要 注意 到 ,如 果 函 数 :在 6 + 六 上 有 连续 的 一 阶 导数 ， 且 导数 的 绝对 值 以 AK 
为 界 , 那 来 它 就 对 G + 三 上 的 一 切 乙 及 QW Lipschitz 条 件 ， 
ls(P) 一 2(Q)1 <4 | p—Q], 
其 中 x 是 只 依赖 于 域 G 的 常数 .我 们 现在 来 证 明 上 面 所 叙述 的 存在 定理 ， 考 虑 G+ 
六 上 的 连续 函数 = 所 形成 的 Banach 空间 Co( 见 87 ,1)，z 的 范 数 是 
|| 2 ||=max|2|, 
FAS 表示 Ce 中 满足 
|2|<max|$| 


及 Lipschitz 条 件 


EROL, (对 G+ 上 所 有 的 了 及 Q) (6) 


的 函数 = 所 成 的 子 集 。 ABAH S BC MARE. 
有 了 这 些 准 备 之 后 ,我 们 来 进行 一 种 典型 的 迭代 过 程 ， 如 果 在 (1) 的 系数 4(x， 


D 关于 列 紧 凸 子 集 的 定义 见 补充 材料 § 15， 第 331 A. 
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y, 2), B(x, y, 2) C(x, y, 2) Mt z 用 一 个 属于 5 HRR 2%, >) 代入 , 那 末 4, B, 
C 就 变 成 只 是 *, y 的 函数 a,58,c T. 根据 4, B,C 的 Holder 连续 性 (条 件 (c)) 并 根 
据 (6)， 可 知 4, b c 满足 具有 指数 a 并 具有 某 个 与 函数 z (*, ?) 无 关 的 确定 系数 的 
Hilder 条 件 . 

用 这 样 的 函数 z(x,y) 代 入 之 后 ,我 们 来 求 关 于 函数 的 线性 椭圆 型 方程 

AlS, y, z(x,y)) ew +2 BCX, y, 20%, Y)) uyyt CX, Y, 2(%, Y) uyy=0 
在 三 上 等 于 $ 的 解 。 由 87,2 的 第 一 个 定理 得 知 这 是 可 能 的 .在 这 儿 我 们 利用 对 6 
和 和» 所 假定 的 “ 光 渭 性 ”. 解 4 是 唯一 的 ,属于 Co. 且 满 足 |x|<<max1$|1。 根 据 先 验 
估算 ,4 满足 (5) ,因而 满足 (6) ,所 以 4 在 $ 中 ， 因 此 , 这 个 被 定义 为 线性 问题 的 “ 解 
算 子 "的 变换 
u=T[z] 
是 到 它 自 身 S 的 变换 . 

如 果 我 们 能 够 证 明 T 是 连续 变换 , 那 末 根据 Schauder 的 不 动 点 定理 , 了 就 有 一 
个 不 动 点 =。 在 这 种 情形 下 ,s 属于 Cope 而 且 是 所 求 的 方程 (1) 的 解 ， 要 想 证 明代 的 
连续 性 ， 令 {2} ES 中 的 函数 序列 , 它 一 致 地 收敛 于 5 中 的 函数 7, HS ”= 
Tl2], 函数 uw" 是 系数 满足 (a), (b) 且 满足 与 4 无 关 的 一 致 H6lder 条 件 的 那些 方 
BHR FA u | <max|$| , 在 闲 域 上 利用 Schauder 估算 ,我 们 推出 范 数 [ue Lose 
是 一 致 有 界 的 。 所 以 ,可 选 出 ”的 一 个 子 序列 , 这 个 子 序列 连同 它 的 一 阶 及 二 阶 导 
数 分 别 收 敛 于 一 个 函数 以 及 4 的 相应 的 导数 .但 是 , 4 满足 极限 微分 方程 

A(x, y, 2(%, Y))Uyy +2 BCX, y, 2%, Y) My + CCH, yY, 2(%, ¥))Uyy=0, 
HET LAF $, 也 就 是 x 二 T[z]。 因 此 ,ww" 的 一 个 子 序列 收敛 于 [2]。 根据 极限 
函数 的 唯一 性 ,得 知 原来 的 序列 {2”} 收 敛 于 T], 于 是 推出 了 了 的 连续 性 . 

在 本 节 的 最 后 我 们 来 推导 先 验 估算 式 (4)， 证 明 分 为 两 部 分 、 首先 证 明 函数 us 
Alu, 是 在 边界 上 达到 它们 的 极 大 值 和 极 小 值 的 ,然后 再 证 明 不 等 式 (4) 对 所 有 边界 
点 成 立 , 因 而 可 知 (4) 在 整个 C ERY. 

在 方程 (2) 的 系数 是 Holder 连续 的 假定 下 ,我 们 来 导出 对 于 w 入 的 一 种 极 大 
值 原理 (还 有 一 种 推导 法 ,在 那里 只 需要 方程 的 椭圆 性 (3)). 为 此 ,只 需 考虑 国 数 ww， 
并 且 只 要 证 明 在 8 内 的 任何 加 D 上 它 的 极 大 值 都 出 现在 边界 上 就 行 了 (然后 就 能 推 
出 xx 的 极 小 值 也 出 现在 边界 上 ). 

当 z 有 连续 的 三 阶 导数 且 系 数 a,b, 可 微分 一 次 时 ， 用 “< 除 (2) 并 对 * 微分 , 就 
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SRG u =u, 满足 椭圆 型 微分 方程 
(Zus + 2° My et Uriyy=0, 
因此 86,4 的 极 大 值 原理 可 用 之 于 这 个 方程 ,从 而 得 到 所 要 的 结果 。 

i ARB a, 6, ¢ ÆR D 上 只 是 Holder 连续 的 ,我 们 可 用 满足 一 致 Hilder 条 件 的 
二 次 可 微 函 数 O°, 2,c5" 来 一 致 地 逼近 它们 .根据 Schauder 的 线性 方程 理论 , 方 
程 


amu + 2 bugy + cou) = 0 
E D ERAR uu, 这些 解 在 D 的 边界 上 等 于 4, HAD bu, 一 致 地 收敛 于 u, JF 
且 , 有 Pu, Pu, AA a,b, cB — may ay, BB” Ae 续 的 三 阶 
导数 ( 见 87,4)， 所 以 ,根据 前 一 段 可 知 max uy” 出 现在 D 的 边界 上 ,因而 max ws 也 
出 现在 D 的 边界 上 , 
要 证 明 (4) 在 边界 上 成 立 , 令 w=u 一 因为 ww 在 个 上 等 于 零 且 满足 微分 方程 
L[w]=—L[u]=f, 
又 因 根 据 对 坪 的 假定 可 知 
|fl<3ME, (7) 
所 以 函数 w AR CO 满足 在 $7,3 末尾 的 引 理 中 的 全 部 条 件 。 从 而 得 知 在 修 上 有 
[wal, [wy] <3 AK, 
其 中 名 是 只 依赖 于 mW 和 C 的 常数 . FRE LA 
jusl, luy| <E +3, MK 
<(1+3Mk)K, 
这 就 是 所 要 求 的 在 边界 上 的 不 等 式 (4) 。 


§ 10， 用 积分 方程 法 解 椭 圆 型 微分 方程 


作为 上 节 的 补充 ,这 里 简短 地 讲述 一 下 椭圆 型 偏 微分 方程 的 一 种 不 同 的 解法 , 它 
推广 和 扩充 了 84,3 中 的 积分 方程 法 ”， 
本 书 中 多 处 明显 或 不 明显 地 提 到 泛 函 分 析 的 一 般 论 述 , 从 这 些 地 方 可 以 捉摸 出 


D 这 个 以 * 参 助 函数 ?概念 为 基础 的 方法 ,是 在 E. E. Levi[4j 上 其 后 又 在 D，Hilbert[1], 1 一 65 页 上 发 
表 的 。 关 于 进一步 的 简化 以 及 完整 的 结果 和 证 明 , 见 F. Johal, 
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积分 方程 的 用 处 . 
考虑 线性 椭圆 型 微分 算 子 L[z]= 了 ,并 试图 找 出 逆 算 子 
uw=R[Ef]=£-![f], 
其 中 f 是 在 适当 限制 的 函数 空间 中 任意 给 定 的 (例如 J 在 Gt/ 上 连续 ) HH uf 
定 了 适当 的 边界 条 件 (例如 ,在 二 阶 算 子 工 的 情形 下 “在 / 上 等 于 0). 
现在 微分 算 子 L[u] 将 一 个 函数 变换 为 另 一 个 函数 ,ZL[4]j=f, 这 个 变换 之 后 的 
函数 往往 具有 较 低 阶 的 正则 性 ,例如 ,将 一 个 二 次 连续 可 微 的 函数 变换 为 一 个 仅仅 是 
连续 的 国 数 .更 确切 地 说 ， 这 个 算 子 将 某 个 它 所 适用 的 函数 空间 S 变换 为 更 广泛 的 
函数 空间 3， 反之 , 逆 变 换 LOLS S 变换 为 子 空间 $ . 在 此 意义 下 (就 是 87 的 建 
立 在 范 数 概念 上 的 严格 意义 下 ), 它 是 一 个 光滑 变换 . 这 种 变换 原则 上 是 容易 掌握 
A. 对 我 们 来 说 ,是 把 光滑 变换 LO) 用 积分 算 子 表示 出 来 的 解析 技巧 问题 ,以 便 将 求 
解 u 引导 到 Fredholm 理论 的 收敛 过 程 ( 参 考卷 工 第 三 章 )， 
1， 特 解 的 构造 . BAB. SHAR 
先 考虑 关于 双 自 变量 函数 u(x, 2) 的 二 阶 线性 微分 方程 的 情形 ,并 假定 微分 方程 
的 形式 为 
L[u] =Au+ au, + buy +cu= f, (1) 
其 中 a,b,c, f HEG4T LEST BH. 
根据 第 一 章 87,4 的 Gauchy-Kowalewski 存在 定理 ,对 于 解析 的 系数 *, 5b, c, (1) 
在 足够 小 的 域 @ 上 的 解 的 存在 问题 已 经 有 了 肯定 的 回答 . Pt, ÉE a,b,c, f 较 少 限 
制 的 假定 下 ,即使 是 (1) 的 一 个 特 解 的 存在 的 证 明 也 需要 其 它 的 方法 ,例如 下 面 马 E 
Levi 所 介绍 的 就 是 方法 之 一 . 
考虑 叫做 “parametrix”( 参 助 函数 ) Ay AR 
WX, yë, n) 一 一 log (0z 一 副 ? 二 (3 一 中 一 一 log r, (2) 
这 是 *, 》 和 参 变 点 (人 的 国 数 , 它 在 “= 所 2 一 9 处 具有 由 Lul 的 主 部 Au 所 显示 
出 的 特征 奇异 性 ， 这 个 参 助 函 数 不 满 足 微分 方程 ,但 LOVE =i, y= 9 处 有 关于 


二 的 一 阶 奇异 性 . 
采取 任意 的 连续 可 微 函数 e, y), 积分 
u=f f ve, yE, ne, DAEdn @) 
以 及 更 一 般 的 式 子 
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u=0(%, y) + f f wx, 58, me, DAsdn (4) 

不 满足 (D)， 如 果 选 取 oC, y) 在 G 上 是 三 阶 连续 可 微 的 而 其 它 方面 是 任意 的 。 不 
过 ,对 于 给 定 的 w, 适当 地 选择 9, 可 以 做 出 一 个 满足 (1D) 的 

为 了 证 明 这 点 ,将 (4) 代入 (1) ， 由 于 对 的 可 微 性 假设 , 有 (参阅 卷 工 第 五 章 
§ 14,5) 

Au=Aw—2 mp, 
并 且 
L[u}=L[o] —2 e+ f f (ade + dy, +ow)og, didn 

为 简便 计 者 令 


K(x, 938, m=z} (ay + Wy Hop) 


=z ac, 9) “Be + bce, y) LT tele, logr] (5) 
以 及 
et, =o (Euf), 
则 得 关于 ?的 积分 方程 
p(x, y= ff Ee. yE, nee, n)dédy+ e(#, y). (6) 
Fredholm 理论 不 能 直接 用 于 这 个 积分 方程 ， 因 为 核 (5) 在 点 * 二 5, y= 处 象 
二 一 样 变 为 无 穷 , 从 而 不 是 平方 可 积 的 。 但 是 容易 看 出 , 友 核 
Kala, 958, = ff EC, 955, DECe tsë, dsd 
是 平方 可 积 的。 所 以 我 们 先 考 虑 又 ( 累 ) 积 分 方程 
p(x, = ff Kam, 958, me, abdn + hl%, y) (7) 
其 中 
h=g + f f Ke, vë, DEE, mdëdn, 


用 以 取代 (6). 对 于 这 个 方程 可 以 使 用 Eredholm 定理 . 
对 应 于 (7) 的 齐 次 积分 方程 
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eC%, y= {| Kae, yE me ndsdn (8) 
能 有 一 个 解 p, RE 
SS LSS, Ra, vE, drdy Jaen, 
这 个 解 就 不 会 恒 等 于 0， 所 以 ,如 果 将 域 取得 足够 小 ,使 得 上 式 左边 的 积分 小 于 1, 
那 末 (8) 就 只 有 ?三 0 的 解 
函数 e(#, = (LC[o] 一 了 ) 在 G 上 是 连续 的 而 且 是 连续 可 微 的 ,所 以 函数 
h(%, y) 也 同样 ,因为 第 200 页 $ 1,2 中 对 三 个 变量 所 证 明 的 定理 对 两 个 变量 也 成 立 . 
于 是 由 Fredholm 定理 得 知 。 对 于 是 够 小 的 域 “和 任意 的 ,积分 方 各 (7) 有 
一 个 解 ， 这 个 解 是 连续 可 微 的 且 满 足 原 积分 方程 (6) ,事实 上 ,如 果 暂 令 


v=g+ ff KG, yE meGmdidn, 6") 
那么 (7) 就 是 
e={f Ko-edëdyth 
RAK 并 积分 之 后 得 到 | | 
v—g= f f Kio—a)didns f f Khdëdy 
或 


v= ff Kødëdn+h 


中 v 也 满足 方程 (7) , 且 由 于 解 的 唯一 性 , 它 也 必定 与 ? 重合 。 因 v=?, 故 (6 ) 恒 等 于 
积分 方程 (6)， 现 在 如 将 这 个 P(x, ?) 用 于 (4 式 中 


u=o+ ff W908, DOE, MAEd 
:中 , 则 
L{u]=Llo]+2 zi f f Kedédn—p i =f, 


即 “ 是 (1) 的 解 , 这 个 解 在 C 上 有 直到 二 阶 的 连续 导数 ,还 依赖 于 任意 函数 4。 于 是 
在 一 个 足够 小 的 域 G6 上 证 明了 我 们 的 微分 方程 的 解 的 存在 性 。 
特别 是 , 若 令 
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w=—logy (*#— x)? + (y— y)? 
FEAR (%0, yo) 选取 一 个 足够 小 的 域 C” EDGE, Art BHP RBH HE 
将 点 (*o, ?0) 排 除 在 域 ”之 外 ,根据 上 面 的 结果 ,就 得 到 G” 上 的 解 ,其 形式 如 下 : 


u* (x, 9) =— logy HH) + =o ff W, y8, De" E, dgan 
容易 证 明 , 当 9>0 EERIE B ”收敛 于 函数 使 得 
Sf ve 958, n)e(§, Dadsd 


在 极限 域 G=lim 26” 上 具有 直到 二 阶 的 连续 导数 , 那 末 函数 


1%, 95% 0, 0) = logy mo) Oy) S f WH, yE, MOE MdEdn 
(9) 
在 G LIRA t=, ?= y 外 ,处 处 满足 方程 F[7]= /。 又 因 ? 一 log 二 在 G 上 处 处 是 


正则 的 ,所 以 国 数 7(*, 93%, y0) 是 方程 (1) 的 基本 解 . 

2. 附注 

这 个 方法 的 特殊 困难 在 于 所 得 积分 方程 的 核 是 奇异 的 .我们 在 这 几 是 采用 了 过 
渡 到 全 积分 的 办 法 来 克服 这 个 困难 的 ,更 好 的 办 法 是 把 这 个 方法 修改 一 下 ?， 以 便 得 
到 一 个 较 易 于 使 用 的 方法 .我们 可 将 上 面 的 参 助 函数 业 换 成 男 一 个 参 助 函数 
Ww’ (%, 938, n AARE L] E rE, y= 处 具有 阶 数 低 于 L[w] 的 奇 HE, 
然后 用 ww 运算. 

广义 的 参 助 函 数 法 可 以 扩展 到 任意 个 自 变量 和 更 高 阶 的 线性 微分 方程 以 及 方程 
组 上 面 去 ， 

关于 边 值 问题 解 的 详尽 的 以 及 再 深入 一 步 的 问题 ,请 读者 参阅 文献 ?。 


?3)》 见 了 Johp[I]。 
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第 四 章 附 录 
非 线 性 方程 


关于 一 般 的 非 线 性 微分 方程 (多 于 两 个 自 变 量 的 )?” 


P(N, En, l, Uy, +t t, Un, Ugg, +t t, Unn) =0 (1) 
的 边 值 问题 知道 得 很 少 ,这 里 假定 在 Pp 维 空间 域 上 对 它 的 p= 却 (n?+n) +2n+1 


个 变量 是 二 次 连续 可 微 的 . 

1. RMB 

在 光滑 域 G( 如 第 四 章 §7,1) 上 考虑 方程 (1) 的 解 x, OES 上 是 椭圆 型 的 .不 
拓 一 般 性 ,我 们 可 假定 4 二 0, 在 此 情形 下 , 算 阵 


(Ee 0, +0) 


在 G 的 每 个 点 处 都 是 正定 的 . 设 
R(X, ere, Hy, U, Uy, Un, Uy, os, Unn) 
RAPE AERA ARR. M: PEEN ARIER, 
yë | 
F(%1, +++, En, U, Uy, +t t, Un, Uy, +++, Unn) 
SER (%1, 2+, En, U, U1, °°, Un, U11, ** t, Unn) (2) 


REEL ME LET omer 


1) 请 读者 参考 $4 第 5 小 节 中 所 列举 的 论文 和 这 里 给 出 的 几 种 附加 参考 文献 。 对 于 v=2 的 情形 , 已 经 做 

了 很 可 观 的 工作 。 首 先 提 出 C，B。iMorrey[3j 的 基本 论文 。 有 关 的 工作 见 工 . Nirevberg(3] 和 [1] 
和 C，B. Morrey[4] ,连同 他 们 的 书目 ,还 有 L. Bers #7 L. Nirenberg] 1]&(2], E. Heinz 1i 
文 包含 着 更 进一步 的 参考 文献 ,特别 是 A，V，Pogorelov 的 著述 ， 关 于 Mouge-Ampire 型 的 方 程 的 
著述 , 我 们 已 在 $7 的 第 5 小 节 中 指出 了 卫 ，Heinz[2] 的 论文 , 其 中 包含 BH. Lew 的 著述 的 参 
考 。 : 

关于 高 维 空间 中 的 这 种 方程 ,我 们 还 提出 A. D. Aleksandrov[1), 
连 系 到 气体 动力 学 中 的 亚 音速 流 的 方程 ,请 参阅 L. Bers[3], 它 有 一 个 广泛 的 书目 。 

关于 高 维 的 著述 ,还 可 参阅 H. O. Cordes(2), BABAR. Fim 和 DD，Gilbarg[1] 以 及 A. A. 
Kiselev 和 O. A. Ladyzhenskaya.[1], 
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oF 
Br ree Nn, 0, «°°, 0) <0 


的 情形 下 ,答案 是 肯定 的 . 
为 了 证 明 这 个 命题 ,把 方程 写成 如 下 的 形式 ， 


n oF 
L{uj= > Juy *” eee, Fn, 0, ee., 0) iy 


i j=1 


+ eH, vee, Xn, 0, vee, 0) ui 
z=1 r 


tEn, e.. Hn, 0, oe Ou 

= Llu] — F (x1, tt, En, U, Uy, +°, Un, Ugi, ** t, Unn) 
HER (%1, 084, En, U, Uy, ***, Un, Ugg, tt, Unn) 
=Q[u], 


也 就 是 , HP RF ue 及 其 诸 导数 的 展开 式 的 线性 (或 一 阶 ) 部 分 放 在 方程 的 左边 ， 而 
把 非 线性 的 部 分 合 借 在 算 子 Oleh. RE 

Ltn] =Q4m-1] 
在 六 上 满足 xmn=$(m=1,2，…) 且 mm=0 的 解 ， 我 们 依次 定 出 函数 序列 m. Rum 


的 存在 是 由 第 四 章 §7, 2 的 Schauder 理论 和 我 们 的 假设 -F<0 得 出 的 . 


借助 于 第 四 章 §7, 1 的 Schauder 估算 ， 不 难 证 明 对 于 足够 小 的 < BABE ww 收敛 
于 (2) 的 解 ， 

对 于 任意 阶 椭圆 型 方程 的 相似 的 扰动 理论 , 已 在 Agmon, Douglis 和 Niren- 
bergl 的 论文 中 作为 Sehauder 估算 对 这 类 方程 的 一 个 应 用 而 得 到 证 明 . 

2. Fiz Au=f(x,u) 

考虑 边 值 问题 

Au= f (Xi, a, °°, Wn, U) = f(u), ÆTT kust, (3) 

其 中 了 对 于 G+ 六 上 的 一 切 * TA u EA AR SK, 

a) 假定 了 是 有 界 的 ， 


1) WS. Agmon, A. Douglis 和 L. Nirenberg[ 1], 


302 数 学 物 理 方 法 


[|f (x, WISN, (4) 

我 们 来 证 明 (3) 有 一 个 解 . 

假定 边界 和 边界 值 都 是 光滑 的 (如 第 四 章 $7,1 中 所 述 ) , 事实 上 可 假定 上 = 0. 
因为 , 令 4=? 十 hh 是 在 上 等 于 $B 的 调和 也 数 ,就 得 到 关于 2 的 等 价 的 边 值 问题 ， 

Av= f(%,v+h), 在 上 v=0, 

若 域 C 不 够 小 , 则 (3) 的 解 不 一 定 是 唯一 的 ， 例 如 , 在 区 间 Srs 上 考虑 单 自 变 
E r 的 方程 ww 一 800, 其 中 (OBA RHE ISu h, f= u, BR 
u==Asin x, |4|<1, 是 在 端点 等 于 0 的 解 . 对 于 各 种 维 数 的 情形 , 都 能 作出 相似 的 例 
子 . 

在 进行 求解 (3) 之 前 , 先 提出 一 个 一 般 性 不 等 式 , 它 对 于 一 切 在 G+ 站 上 连续 ,在 
r EAO, 且 在 9 上 有 连续 的 一 阶 和 二 阶 导 数 的 函数 4 都 成 立 ， 对 于 6 的 每 个 列 紧 
子 域 a, 有 


max 
a 


mn | <c La.b. [Au], (5) 


其 中 常数 。 依赖 于 a MG. 〈(5) 的 更 强 的 形式 , UCAR a RIL) TRE ,我 们 注 
HA, wee Kay) MF Laplace 算 子 的 基本 解 ( 当 >2 时 ,五 (*)=21xz| 2 ， 当 
n=2 k}, K (+) =Llog|x|, 8 是 依赖 于 的 一 个 适当 的 常数 ?而 5(2) 是 一 个 二 次 连 
续 可 微 函数 , 它 在 a 上 便 等 于 1 且 在 LAT RSFSR 

u (x)= f, COK (a—y)Ayuly)dy— f u(y)Ay Ely) a- y)dy, * RTF a. 
利用 第 四 童 § 1,2 的 结果 ,可 以 证 明 


Ou 
Xi 


max 


< l.u.b. | Au] + 1.u.b. |u], 
e G 


c' 是 一 个 适当 的 常数 . 不过, 因 “ 在 三 上 等 于 0， 由 第 四 章 8$ 6 的 不 等 式 (13) ， 得 到 
|u| <K Lu.b.| Au, 把 它 带 入 上 面 的 估算 式 中 ,就 得 到 (5) . 


借助 于 Schauder 的 不 动 点 定理 ( 见 第 四 章 $7) 可 导出 (3) 的 解 ,不 过 我 们 要 用 递 


推 法 给 出 一 个 证 明 。 设 w(x) 是 
Av=—N 


的 解 ,在 了 上 2=0, N 是 由 (4) 取 来 的 ， 根 据 第 四 章 86,4 的 极 大 值 原理 得 到 ">0. 
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XIF C EEx, A k=l u. b(A), 且 令 —maxvxuxmarv, 于 是 对 于 


—max vgu<wemaxv 有 


f (#,u)—f (*, wv) -k(tu—w) 0, (6) 
(3) 的 解 将 由 函数 序列 wm 的 极限 得 出 ，v 是 由 方程 
Llu, |] = ^um Rm = f (%, Umt)— FU, Æ T E um=0, =v (7) 


确定 的 ， 根 据 第 四 章 87,2 的 Schauder 理论 ,这 些 国 数 vm RAEN, 

首先 注意 到 
| Llu ]= f(x, v) —kv>— N—kv= Lv, 
应 用 极 大 值 原理 , f <0, Hh MM RSRAA 

Au,=h(u,—v) + f (4,7) SN =A, 
FEA Mu >—o, 所 以 
—URU, QV, 
我 们 用 归纳 法 来 证 明 
-Vum Sum- SV (m=1,2,+°+), (8) 
对 于 m=1 时 (8) 是 成 立 的 ,假定 它 对 某 个 严 成 立 , 那 末 根 据 (6)， 
Lumii Um] = f (%, Um) — f (%, Um1)— Um—Um-1) = 0, 
于 是 ,根据 极 大 值 原理 ,wmr+i 和 wmn。 又 因 
Aum = 8 mgt um) + f (4%, Um) SN =— Av, 

再 利用 极 大 值 原理 ,得 一 "和 wsrsu 于 是 (8) 对 +1 得 到 证 实 ,因而 对 一 切 m 成 立 . 

PAB Um | 是 一 臻 有 界 的 , 因此 ,根据 (7) ,1Aum| 的 值 也 是 一 至 有 界 的 ， 于 是 不 等 
式 (5) 就 表明 wm 的 一 阶 导 数 的 绝对 值 ,以 及 由 (7) ,Aum 的 一 阶 导数 的 绝对 值 在 G 的 
列 紧 子 集 0 上 都 是 一 致 有 和 界 的 。 根据 第 四 章 § 7,1 中 Schauder 的 内 部 估算 得 知 , xm 
的 二 阶 导数 在 每 个 列 紧 子 域 上 是 同等 连续 的 ， 且 它们 的 绝对 值 在 每 个 列 紧 子 域 上 是 
一 致 有 界 的 . 根据 Arzela 定理 (以 及 通常 的 对 角 线 法 ) 可 知 子 序列 {um,}( 连 同 它 的 一 
阶 及 二 阶 导数 序列 ) 在 G 上 收敛 于 函数 x( 和 它 的 相应 的 导数 ). 但 因 序列 {un} 是 单 
调 的 ,所 以 整个 序列 收 化 于 在 (8) 中 令 mooo, MEL EES 
二 0, 则 在 G+ 上 连续 ， 在 (7) 中 令 m> oo ， 则 得 到 “是 (3) 的 解 的 结论 ， 

容易 看 出 刚才 作出 的 解 x 是 最 大 的 解 。 因 为 ,如 果 w 是 (3) 的 任何 别 的 解 ， 则 由 
极 大 值 原理 , | 允 | 委 ”再 用 归纳 法 ,得 
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WE Um (m=0,1,+°+), 
又 因 我 们 的 递 推 过 程 是 由 ao = 一 * 开始 的 ,所 以 我 们 也 已 获得 最 小 的 解 . 
b) 再 考察 问题 (3) , 作 更 一 般 的 假定 ，/(%, 中 二 i(%, 只 十 fo(x,4), 其 中 | | 
是 有 界 的 且 人 >>0 (例如 在 一 些 数学 物理 问题 中 出 现 的 是 f=). 象 前 面 一 样 人 


定 $9 二 0。 根 据 中 值 定理 ,可 将 (3) 改 写 为 


Ofi (a, um fi(%,0)+ f(t, ET E u=0, 


其 中 起 2) 介 于 0 与 xz) 之 间 。 于 是 得 估算 式 
luj <Kmax| fi(x, 0) + f.(4, )|<M, (9) 
它 是 第 四 章 8 6 的 不 等 式 (13) 应 用 于 上 面 的 L[w] 的 结果 . 
我 们 将 由 解 一 个 修改 了 的 问题 而 得 到 (3) 的 解 ,对 于 这 个 修改 了 的 问题 可 利用 a) 
的 结果 ， 设 za) 对 一 co<u< + oo 是 连续 可 微 的 单调 增 大 函数 , 使 当 [ul <M 时 ， 
&(w) =u, 且 对 于 所 有 的 x 有 |# (0)| 志 2 MM， 对 于 DHS, u u) 考虑 修改 
了 的 方程 


L[u]=Au— 


Au= f(x, u) + file, =f (%,u), HP bu=0, (3") 
显然 9 汪 0 且 (x,0)=f1(x,0)， 由 (9) 得 知 (3 的 解 的 绝对 值 以 MM 为 界 , 所 以 
也 是 (3) 的 解 ， 又 因 对 于 某 个 当 数 Y 有 
(fos, DL mb | fiC, u) + fals, WISN, 
由 a) 可 归结 出 (3) 有 解 ,从 而 (3) 有 解 . 


和 如果- 人 ->0, 则 根据 第 四 章 §6,2 的 唯一 性 定理 ，(3) 的 解 是 唯一 的 。 在 此 情形 


下 也 可 用 连续 法 去 解 (3) ,就 是 当 0<t<1 时 , 考 虐 单 参数 的 问题 族 
Au=if(%,u), 在 人 上 w=0. (3”) 
当 t=0 有 时, 它 的 解 是 z=0， 根 据 a) 中 的 讨论 , ERGOE Cue 中 (参阅 第 四 章 87， 
2) 有 解 的 那些 t 值 所 成 的 集 工 是 开 集 。 为 了 完成 连续 法 , RAENT 也 是 闲 集 .于 
RIRE T 既是 开 的 又 是 闭 的 , 它 必定 是 整个 区 间 . 
要 想 知 道 是 闭 的 , 令 wm 是 (3”) 对 应 于 值 如 的 解 所 成 的 序列 ，i 收敛 于 某 个 
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值 5 我 们 需要 证 明 (3”) 对 ?有 一 个 解 。 根 据 (9) ,函数 jwm|, 从 而 |f(*, Um) | 都 是 一 
致 有 界 的 。 由 (5) (在 它 的 强 形式 下 ) 得 知 Um 以 及 SE, um(*)) 的 一 阶 导数 的 绝对 值 
也 都 是 一 臻 有 界 的 。 应 用 Schauder 估算 和 Arzela 定理 得 知 Um 的 一 个 子 序 列 收 敛 
于 (3”) 的 解 w, 这 就 完成 了 用 连续 法 有 解 存 在 的 证 明 ， 

c) 一 般 说 来 ， 只 要 基本 域 G 选取 得 足够 小 ,微分 方程 

Au=f(%1, 0+, En, Uw, +++, Up) =F [u] (10) 

的 边 值 问题 的 可 解 性 是 能 够 证 明 的 .我们 将 限于 半径 为 总 的 球 C 和 在 T 上 边界 值 
u=0, RE f 对 于 所 有 的 变量 是 连续 的 且 有 连续 的 一 阶 导 数 ， 

首先 注意 到 由 (5) 的 强 形式 可 得 不 等 式 


max 
G 


oe [<er Lub. Au, (11) 


其 中 常数 c 只 依赖 于 维 数 7. 
现在 来 证 明 当 只 足够 小 时 ,由 
Auton) =F [um 
ÆT bk Yon =0; (m=1,2,+++) 
uy =0 
所 定义 的 函数 序列 收敛 于 (10) 的 解 . 
引入 范 数 (参阅 第 四 章 87，,1) 


ju],=max|u| + max 


Ou 
Ox; : 
Hu 表示 一 个 正 的 常数 , 当 | 中 <1 时 ,| 太 ， a 
为 界 。 如果 |ucmww 上 1 所 1, 则 由 (11) 得 知 


OU ons 
Ox; 


(4=1,2,°°:, 7) 都 以 4 


<chy, 


HAET b tng n=0,RA 
| lten | <eRe, 
如 果 这 样 选取 ,使 得 cR&+cRY4<1, 则 用 归纳 法 得 到 一 般 的 Juj|1 所 1， 利 用 中 值 
定理 进而 得 到 
|A (temy Bony | = |F uen] —F Yona | 


SnU tem- 
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由 (11) 总 结 出 


[temy teml (cR +R?) nu] temy —Ugm—1y | 1. 


限制 8， 使 之 符合 要 求 ，(cR+ CR) nu< 二, 则 得 


lxensp 一 xls 到 lx 一 上 mcpl 
所 以 
. bacon tem h S27" nostok, 
由 此 可 知 xm 及 其 一 阶 导 数 各 自 一 致 地 收敛 于 函数 ”< 和 4 的 一 阶 导 数 . 
借助 于 Schauder 内 部 估算 ,容易 看 出 xm 的 二 阶 导数 在 G 的 每 个 列 紧 子 集 上 也 
是 一 致 收敛 的 ,因此 4 在 G 上 有 连续 的 二 阶 导数 且 满 足 (10). 


第 四 章 的 补充 材料 
椭圆 型 偏 微分 方程 理论 的 函数 论 观 


平面 上 Laplace 方程 的 理论 和 复 变 解析 函数 的 理论 实质 上 是 等 同 的 ， 对 于 含 一 
个 未 知 的 二 元 函数 的 每 个 线性 椭 贺 型 偏 微 分 方程 ， 人 们 都 可 以 把 它 和 一 种 推广 的 解 
” 析 函 数 一 - 所 谓 准 解析 函数 一 一 结合 起 来 ， 关 于 这 种 理论 ， 我 们 将 扼要 地 阅 述 某 些 
突出 的 事实 ;我 们 还 将 指出 函数 论 与 椭圆 型 方程 的 其 它 连 系 . 


§ 1. 准 解析 函数 的 定义 


首先 ， 我 们 回忆 一 下 复 变 解析 函数 是 如 何 与 Laplace 方程 相 联系 起 来 的 ， 设 
Dlx, ) 是 一 个 调和 函数 , 它 是 Laplace 方程 
AD=Oy, + Pyy=0 
HR. Su=O,v=—Dy, FRB u, y), v, y) 适合 Cauchy-Riemann 方程 
组 
u,—vy=0, Uy + y= 0, 


D 这 个 理论 是 工 . Bers HoH; L Vekua 给 出 过 一 个 独立 的 发 展 ， 在 Bers [1J 里 给 出 了 这 个 理论 的 一 
个 阐述 和 完备 的 书 且 ， 并 参看 1、，Vekual1]。 
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PAT Sa BS EB RE wu + iv 是 复 变 数 z=x tiy HARAR. Web, u Aye eNA 
身 也 都 是 调和 函数 . 另 一 方面 ,借助 于 Gauchy-Riemann 方程 组 
},—¥,=0, 
Pyt Fy=0, 
人 们 可 以 找到 一 个 共 轿 调和 函数 r. 函数 多 FERRET RR L=O+ iF SAB. BA 
数 与 w 之 间 的 关系 是 w(z) 二 48(z)/dz. 
现在 来 考虑 一 般 的 椭 贺 型 线性 偏 微 分 方程 
apit t 24, 2Pq 十 222Pnq + 4P + apy + Gog =0. (1) 
假设 二 阶 项 的 系数 aÈ, 1) 在 所 论 的 区 域 上 具有 Holder 连续 的 偏 导数 ,并 且 方 程 具 
有 一 个 正解 Bo($, 7)。 如 果 我 们 引入 新 自 变量 * 二 * (8,7), y=, 0), 使 得 映射， 
n> (%, 2%) 是 一 个 同 胚 映射 > , 它 适 合 与 尺度 
aaad82 一 2 apdëdy+ adn? 
相 联 系 着 的 Beltrami 方程 (参看 第 三 章 $2 和 第 四 章 8$8) ,并 且 如 果 我 们 再 引入 新 的 
未 知 函 数 P= o/b, PAGE) RRA ABBA 
AD + a(%, Ps + BCX, y)Py=0, a’) 
今后 我 们 只 考虑 这 样 的 方程 
和 前 边 一 样 , 令 “=Zw "一 一 中 y。 这 两 个 函数 适合 微分 方程 组 
Uy —Vy = —au-+ pv, (2) 
uyt vy=0, 
它 是 首先 被 Hilbert 与 Carleman 研究 过 的 椭圆 型 方程 组 


Uy— Vy =O Ut AW, 


(3) 
Uy + Vy = Cg U + Ogg 
的 一 种 特例 ， 利 用 第 四 章 8 8 里 所 引入 的 复数 记 法 , 我 们 可 以 把 (3) 写 成 
w; =a(z)w+ Lb (2)io, (4) 


4 a=) +a t iaz — iair, 
4 b=a; — az + iag + ie, 


我 们 称 方程 (4) 的 一 个 连续 可 微 解 为 由 方程 组 (3) 定 义 的 一 个 第 一 类 准 解析 函数 ,或 ， 


1) 同 胚 映射 是 一 个 拓 杆 映射 , 即 , 它 和 它 的 逆 映 射 都 是 一 对 一 的 而 且 是 连续 的 。 
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一 个 [a, 58] 淮 解析 函数 . 方程 (1 ) 的 每 一 个 解 的 复 梯度 都 是 一 个 [a, #1 准 解析 函数 ， 
这 里 44 二 一 一 ih， 
另 一 方面 ,我 们 将 在 § 4 里 证 明 ， 给 定 了 形式 如 (1 ) 的 一 个 方程 之 后 , 我 们 能 够 
在 磊 为 一 般 的 条 件 下 找 出 适合 方程 组 
au 一 zy 一 aa， 
cy 十 7 二 Ca (5) 
(这 也 是 形式 如 (3) 的 一 个 方程 组 ) 的 两 个 实 值 函 数 * (4, y) 和 0 (*, y) KER 
REY, FRO) 和 椭圆 型 方程 组 
oh, tty =W (6) 
ohy—thy= — Wy 
是 等 价 的 ， 由 (6) 消 去 由 就 可 以 得 到 (1’)，, HRA Holder 连续 性 的 系数 的 椭圆 型 方 
程 组 (6) 的 一 组 解构 成 的 函数 + ey 称 为 属于 这 个 方程 组 的 一 个 第 二 类 准 解析 函 
数 ， 于 是 方程 (1) 的 每 一 个 解 都 是 一 个 第 二 类 准 解析 函数 的 实 部 . 
注意 ,两 个 准 解析 少数 的 以 实数 为 系数 的 线性 组 合 仍 是 一 个 准 解 析 函 数 ,但 是 两 
个 准 解析 函数 的 乘积 一 般 说 来 不 是 准 解析 函数 . 
下 边 我 们 将 要 证 明 ， 准 解析 函数 具有 与 通常 的 解析 函数 共同 的 重要 性 质 ， 并 上 且 
应 当 把 第 一 类 准 解析 函数 和 第 二 类 准 解析 函数 看 成 是 同一 个 数学 对 象 的 两 种 表现 ， 


§2. 一 个 积分 方程 


在 研究 方程 (4) 的 解 时 ,也 就 是 研究 第 一 类 准 解析 函数 时 ,我 们 将 假定 系数 4(z)， 
b(z) 处 处 有 定义 适合 Holder 条 件 ,并 且 在 某 个 大 图 |z| 二 有 之 外 恒 等 于 零 (这 些 假定 
仅仅 是 为 了 简单 的 缘故 ， 所 推 得 的 结果 在 广泛 得 多 的 条 件 下 都 成 立 ) 。 

方程 (4) 的 处 理 是 基于 复 值 二 重 积分 


(= 一 二 人 Easan 


HARER CE +i 我 们 假定 复 值 函数 P(z) EN |z| = 六 外 是 零 并 且 适 合 
不 等 式 |P| <M, 于 是 ,对 于 每 个 E(0<E<1) 都 有 


az) | < EE, 19(2)—9(z) |< KM |] 2,—29)6 
1+ |z| 


其 中 常数 仅 依赖 于 和 R， 再 者 ,如 果 在 某 点 的 邻 域内 函数 Pe(z) 适 合 一 个 Holder 
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条 件 , 那 末 ; 国 数 9(2) 在 这 个 邻 域内 就 具有 Holder 连续 的 偏 导数 并 且 是 方程 
qs=p (7) 
的 一 个 解 . 

所 有 这 些 陈 述 都 可 以 用 第 四 章 § 8 中 所 述 的 方法 予以 证 明 . 

我 们 还 要 注意 ， 如果 存 在 着 某 个 适合 Q =e MER PRM Q(z)， 那 末 即 使 不 
假定 具有 Holder 连续 性 ,关系 (7) 仍 然 成 立 ， 这 个 论断 可 由 Green 恒等式 推 得 , 读 
者 不 难 证 明 它 . 

ROR PETER D Liv EAM. BAM LAR 


feat ff Ce 人) dEdn (8) 


Ze LIM SOW D PERDEN CO Ae, NEID. 

为 了 证 明 这 个 断言 ,注意 (8) 里 的 二 重 积分 是 z 的 一 个 Holder 连续 函数 , PLL 
数 忆 或 /两 者 之 中 任 一 个 的 Holder 连续 性 包含 着 另 一 个 的 Holder 连续 性 ， 此 外 ， 
SUR w fe Holder 连续 的 ， 那 来 函数 双 或 /两 者 之 中 任 一 个 的 连续 可 微 性 也 包含 着 
另 一 个 的 连续 可 微 性 将 (8) 对 = 求 导 并 利用 (7) ,我 们 得 到 ww 在 D 上 的 微分 方程 

fi=wi— aw— bo, 

可 见 , 当 且 仅 当 fz=0 时 , 即 , 当 且 仅 当 f(z) 是 解析 的 时 候 ,w ACA). 

作为 这 个 结果 的 一 个 推论 ,我们 得 到 关于 可 去 奇异 性 定理 ， 如 果 乙 (2) 在 域 0< 
1 一 oj<r LAINE IE ES, DATEL te o IO ELEM 
贺 盘 1 一 zx|<r 上 是 准 解析 的 。 注 意 到 关于 解析 函数 的 相应 的 定理 成 立 以 及 二 重 积 
分 当 去 掉 其 积分 域内 一 个 点 时 不 改变 其 值 ， 即 得 证 明 . 

对 于 给 定 的 函数 f (2), 可 以 把 方程 (8) 看 成 是 关于 未 知 阔 数 w(z) 的 一 个 线性 积 
分 方程 Vekua 曾经 证 明 , 这 个 方程 但 有 唯一 的 解 . 不 过 , 我 们 将 不 引用 这 个 事实 . 


§3. 相 似 性 原理 


我 们 称 定义 在 域 D 上 的 两 个 复 值 函数 w(z) 与 有 (z) 为 相似 的 ,如 果 比 值 w/ 了 是 
有 界 的 ,具有 大 于 零 的 下 界 ,并且 在 该 域 的 闲 包 上 是 连续 的 ， 我们 将 证 明 四 个 定理 ， 
它们 断定 每 一 个 准 解析 函数 相似 于 某 个 解析 函数 ,反之 亦 真 。 

a) (=) BERD AOL e, ARNT. AR, PER MEO O 
A PMR Ot 
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w(2) =e f (2) (9) 
而 有 (在 HIN EER AIR IEE OMT Blo, fp Molders 
的 模 . 
证 明 无 非 就 是 摆 出 函数 (2) 的 情况 ， 著 w(z) =0， 那 就 没有 什么 要 证 的 ， 车 
w(z) 不 恒 等 王 零 , 令 Dy 表示 D 的 使 w(z) 天 0 的 开 子 集 , 并 设 
=A [eOroge les, 
f(z) =e wa), 
函数 s(x) 是 处 处 连续 的 ; 它 在 Du 上 是 连续 可 微 的 并 且 适 合 方程 s=0tb0w, H 
此 ,在 Du 上 方 =0, 所 以 SE Du 上 是 解析 的 。 由 解析 函数 的 可 去 奇异 性 定理 可 
知 f (2) 在 补 集 D— Do 的 每 个 孤立 点 处 也 是 解析 的 
ME zo È D- Do 的 一 个 非 弧 立 点 ， 那 末 存 在 着 一 个 点 列 {z,}, 它 适合 w(zy) 
=0,%=1,2; ,并且 z,->zo， 选 出 适 当 的 子 序列 , 我 们 还 可 以 假定 z,- z 的 幅 角 收 
敛 于 一 个 角 96。 直接 应 用 中 值 定理 可 以 证 明 在 zo 处 wycos9+w,sin9 二 0 另 一 方面 ， 
w(z0) =0， 因 此 ， 由 (4) 又 得 到 , 在 z EER 2w; =w, tiwy =0, FE, ws (20) = 
wy(z0) =0, 所 以 lim,_,,[w(2) /(2—2) ]=0 } B. tim, Lf (2)/(2—2) J=0, 从 而 
得 知 f(z) 在 D 一 D, 的 每 一 个 非 孤立 点 上 有 复 的 导数 ,所 以 f(z) 在 整个 区 域 卫 上 是 
解析 的 
由 于 一 个 不 异 等 于 零 的 解析 函数 的 零点 是 孤立 的 ,从 而 推 知 万- Di 仅 由 孤立 点 
组 成 ,所 以 我 们 可 以 写 


=P +o]. (10) 


由 这 个 补充 材料 8$ 2 中 的 论断 可 知 这 个 函数 具有 所 需要 的 性 质 . 

b). E ORF E D DIE DEET C, 并 上 
DEANE C LAR AIT CL. METGE SC) EMEC AOI 
RAPE CEPR = 处 为 

我 们 将 仅 就 C yA) Aig ARAARA TRR 来 证 明 这 个 定理 ， 
C 为 一 般 曲 线 的 情况 可 以 相仿 地 处 理 ， 或 者 可 以 借助 于 保 形变 换 把 它 化 为 单位 圆 的 


情况 ， 
证 明 的 基础 是 关于 共 圈 函数 的 一 个 古典 定理 (出 自 A. Korn 与 I. I Privaloff) , 
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Bee (2) =U +i) ERRAR EARI. V e, 2) 在 单位 圆周 上 是 连续 的 且 在 
那里 适合 一 个 以 万 为 常 雪 而 以 之 1 为 指数 的 Hlder 条 件 , 则 函数 g(z) 在 单位 闭 
圆 盘 上 适合 一 个 以 = 为 指数 而 以 AH 为 常数 的 H6lder 条 件 ,其 中 万 仅 与 有关， 这 
个 补充 材料 的 § 14 里 给 出 了 Privaloff 定理 的 证 明 . 

为 了 证 明定 理 5), 设 :为 (10) 所 定义 的 函数 并 令 


WL ete se 
t(z) “on J, zie ji, tm s(e 10) dO, 


S9(Z) =s(z) —it(z) —$ (Zp) +it (Zp), 

由 Privaloff 的 定理 得 知 ,解析 函数 !(z)( 它 的 实 部 在 |j<| =1 上 等 于 Ims (z) ) 在 单位 
闭 圆 盘 上 是 连续 的 AFA, 并且 有 一 个 仅 依赖 于 系数 4, 5 的 Holder 连续 模 ， 显 然 
函数 eA wz) 是 解析 的 。 另 一 方面 ,so(z) 在 12|=1 上 是 实 的 并 且 在 zo 处 为 零 . 

©) S (2) 为 定义 在 域 D 上 的 一 个 解析 函数 ， 那 末 ， 存 在 着 那样 的 一 个 函数 
SO, Bt DONO LE ERD, EUPIA n BIP PLEA (7) = 
OSVRT OTERI. TARERE O SERIE LICE MURA 
F a,b 的 Holder 连续 模 . 

鉴于 前 边 所 证 明 的 可 去 奇异 性 定理 , 我们 把 解析 函数 S 在 域 D 上 的 一 切 零点 都 
去 掉 , 这 无 损 于 一 般 性 ， 于 是 我 们 可 以 假定 在 D 上 f(z) 了 0. 如 果 我 们 能 够 找到 适合 
微分 方程 


s;=a+ wer (11) 


的 一 个 函数 *(2), 那 末 函 数 S 就 是 [4,2] 淮 解析 的 ， 
为 了 寻找 * 我 们 考虑 算 子 7, 它 把 域 D 上 的 一 个 有 界 连续 函数 *(z) 变 换 为 函数 
o(2)—o (zo), 其 中 | 
z SFO) goso ] 2 
o=- ff [ag tee |, (12) 
由 于 两 个 有 界 连 续 函 数 的 一 个 实 系数 的 线性 组 合 仍然 是 有 界 的 并 且 是 连续 的 ， 所 以 
D 上 的 有 界 连续 函数 构成 一 个 实 的 矢量 空间 B, 在 这 个 空间 里 我 们 可 以 引进 范 数 |s| 
=Lu.b.1s(z) 1， 如果 {sn) 是 一 个 在 此 种 范 数 意义 下 的 Cauchy 序列 , 即 , 如 果 lim mnao 
[ssn] =0, 屠 末 就 存在 着 一 个 适合 | 一 站 ~0 的 有 办 连续 函数 C. FE AN 
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B 是 一 个 完备 的 赋 范 矢量 空间 一 一 一 个 Banach 空间 ?, 由 本 补充 材料 8 2 中 所 讨论 的 
二 重 积分 的 性 质 可 知 ,每 一 个 函数 5 二 Ts 都 是 有 界 的 并 且 有 一 个 仅 依赖 于 a, 2 的 连 
续 模 , 而且, 车 忆 为 无 界 域 , 则 当 2> off, o 为 一 臻 的 0(1z1-)。 令 二 表示 一 切 有 
这 个 界 和 这 个 连续 模 并 且 对 于 无 界 域 D 在 无 穷 远 处 有 这 个 性 质 的 函数 的 集合 . 集合 
4 是 凸 集 (参看 本 补充 材料 8 15)。 再 者 ,由 Arzela 定理 (BBS I AB §2) 可 知 
由 属于 乙 的 函数 的 每 个 序列 可 以 选 出 一 个 一 致 收敛 的 子 序列 , 即 , 依 如 中 的 范 数 收敛 
的 一 个 子 序 列 ， 因 此 4 是 8 的 一 个 列 紧 子 集 ， 不 难看 出 , T 是 一 个 由 3 A 4 的 连 
续 映 射 ,而 且 特 别 是 4 到 它 自 身 的 一 个 连续 映射 . 
现在 我 们 引用 Schauder 不 动 点 定理 (参看 本 补充 材料 的 § 9 和 8 15), Bik, 

ff Banach SAUER A ERRNO ER. 这 定理 
说 明了 在 4 里 存在 着 一 个 适合 s= 工 s 的 沙 数 s(z); 即 ， 


see Aff [oe nof aoe tA jien 


这 个 函数 适合 所 需 的 微分 方程 (11) ,并 且 在 z。 上 等 于 零 . 

D. WRD PAR CORRER O POR INE SORA ETE 
WRR. RTIOERER O CEM) REM T CEED BEHE C 
FERIRE C -PERDA n KEFE 

证 明 与 定理 3) 的 证 明 非常 相仿 ， 我 们 仍然 只 考虑 单位 圆 的 情况 。 为 了 寻求 方 
程 (11) 的 解 ， 我 们 考虑 算 子 Ti， 它 把 D 上 的 一 个 有 界 连 续 函 数 *(z) 变换 为 函数 
ci(z) 一 ci(zo), 其 中 

27 eitt gz 


Ci(2) 一 s-z, glee 


(o(z) 由 (12) 定 义 之 ) ,并 且 对 于 方程 s*=Tis 引用 Schauder 不 动 点 定理 ,由 Privaloff 
的 定理 可 知 Ti 把 3 映射 到 一 个 列 紧 的 凸 子 集 ， 


-Im o (e#”) dd 


§ 4. 相似 性 原理 的 应 用 


作为 第 一 个 应 用 ,我 们 给 出 关于 准 解析 函数 的 局 部 性 质 的 一 个 定理 ， 设 w(z) 在 
域 0<1z 一 zo1 <r 上 是 准 解析 的 ， 那 未 ， 或 者 当 “2 (本 性 奇 点 ) 时 wa) 任意 


D 参看 本 补充 材料 $ 15。 
2) 可 以 避 而 不 用 Schauder 的 不 动 点 定理 ,但 论证 较为 元 长 、 
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ETS TEM REPRE AT 
w(z) ~ Z->Zo (13) 


的 可 去 奇 点 ， 如 果 (在 点 是 正则 的 而 是 w(zo) =0, w0, DRIER PIE 
U E 们 汉人 

w(z)~a(z— z)”, Z>Zo, (14) 
(7 阶 零点 ). 

由 相似 性 原理 a) 和 关于 解析 函数 的 相应 的 古典 命题 立即 可 以 推出 这 个 断 言 . 
作为 一 个 推论 ,我 们 得 到 熟知 的 Carleman 定理 , 它 说 , (4) 的 任 一 个 不 恒 等 于 零 的 解 
的 零点 必 是 孤立 的 , 并 且 这 解 的 任 一 零点 都 只 能 是 有 限 阶 的 ， 特 别 是 ,这 个 定理 暗含 
着 一 个 推论 :一 个 准 解析 函数 在 任 一 开 集 上 的 那些 值 唯一 地 决定 了 这 个 准 解析 函数 . 
相同 的 命题 对 于 具有 光滑 但 非 解析 系数 的 椭圆 型 微分 方程 (1) 也 必然 成 立 ， 这 个 叭 
一 延 拓 定 理 还 可 改 用 各 种 方法 推广 到 形式 如 (1) 而 具有 有 界 可 测 系数 的 椭 图 型 方程 . 
Aronszajn!) 曾经 把 这 个 上 唯一 延 拓 定理 推广 到 壮 维 空间 里 具有 充分 光滑 系数 的 二 阶 方 
程 ， 

以 上 我 们 应 用 了 相似 性 原理 中 描述 准 解析 函数 的 结构 的 那 一 部 分 。 现 在 我 们 来 
给 出 这 个 原理 的 存在 性 命题 的 一 个 应 用 .我 们 将 要 证 明 , 形 状 如 (1) 的 一 个 椭圆 型 
方程 对 于 由 任意 二 次 连续 可 微 简单 六 曲线 C 所 界定 的 任何 区 域 皆 有 Green 国 数 . 
为 了 造 出 这 个 函数 , 令 8(zo 2) % Laplace 方程 的 属于 所 论 区 域 的 Green 函数 ，z 是 
它 的 奇 点 ,并 设 4 a= 一 e 一 ip. 相 似 性 原理 4) 断言 ,在 域 D 上 存在 着 一 个 [a, a] 准 解 
HAR ww(z) ,使 得 w/ (8% 一 igy) 是 一 致 连续 的 , 在 C 上 是 实 的 而 且 异 于 零 。 对 于 CC 
上 的 某 个 点 z, F 

G (zy, 2) =Re f w(z)dz. 


4 ah AS HA 5) PR TTA BA 0 i IRA WETE. BEE, MRC 是 区 


0 D SEN. Aronszan( 1), MRO BR AR H. O. Cordes[1] 独 立地 证 明 过 。，A. P. Calderéul i} 
经 对 于 初 值 向 题 证 明 过 一 个 类 为 一 般 的 唯一 性 定理 。 这 些 文章 推广 了 .Carleman[1] 的 基本 观念 
B Malgrange[1] 和 了 . D. Lax[1] 曾 经 各 自 独 立地 证 明了 关于 椭 贺 型 方程 的 唯一 延 拓 性 质 与 Runge 
人 性质 之 闻 有 趣 的 关系 。 上 晚近 , A&，Plis[3],[ 1 和 P，Cohen[1] 独 立地 给 出 了 禄 加 型 方程 的 例子 ,唯一 延 
拓 定 理 对 于 它们 不 能 成 立 。 
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域内 的 一 个 闭 曲 线 , 它 的 内 部 6 不 包含 z0, 则 由 Green 定理 知 

Ref wdza=Re2if f w;dx dy=0. 
为 了 证 明 函 数 C, z) 是 单 值 的 ,我 们 还 必须 证 明 , PES ESS 2p o A 2 
算 时 ,这 个 曲线 积分 的 值 等 于 零 。 但 是 在 C 上 8 =0, Aili gdt + gydy=0, RAEC 
上 有 


Re(wdz)=0, 
于 是 


f, dG=Re f, wdz=0, 


由 此 可 推 得 上 述 论断 ， 函 数 G(zo, z) 是 方程 (1) 的 一 个 解 。 它 在 C 上 是 常数 ,并 且 
显而易见 点 zo 是 它 的 对 数 硒 点 。 所 以 它 就 是 所 求 的 Green 函数 . 注意 这 个 构造 方 
法 立即 给 出 了 Green 函数 在 边界 上 的 法 向 导数 的 存在 性 与 连续 性 . 

相仿 地 ,我 们 可 以 构造 方程 (1 的 一 个 解 ,要 它 在 曲线 C 的 一 个 线段 上 为 零 而 在 
其 余 统 段 上 等 于 1. 一旦 有 了 这 个 函数 ,就 不 难 解决 方程 (1 ) 的 第 一 边 值 问题 . 

相似 性 原理 的 另 一 个 应 用 是 下 述 的 结果 ， 有 且 仅 有 一 个 有 界 的 [a, b] 准 解析 函 
Bo) SEM E ATR SLE CARE Ao ERR AR Le 
知道 存在 着 形状 为 ee 的 一 个 准 解析 函数 ， 其 中 s(z) 在 整个 平面 上 是 有 界 的 并 且 
s(z0) =0. 唯一 性 的 论断 得 自 定理 a) , 它 暗 含 着 一 个 事实 , 即 ,每 一 个 定义 在 整个 平面 
上 的 有 界 的 准 解析 函数 的 形状 必 是 OOS) ,其 中 f(z) 是 一 个 有 界 的 整 解析 函数 ， 
因而 由 Liouvilje 定理 知道 它 是 一 个 常数 ， 所 以 ,一 个 有 界 的 “ 整 ” 准 解析 函数 或 者 无 
零点 ,或 者 伍 等 于 零 . 

我 们 现在 有 可 能 去 证 明 本 补充 材料 8 1 里 所 给 的 命题 了 , 它 说 ,方程 (1) 等 价 于 
形状 如 (6) 的 一 个 方程 组 .我 们 假定 系数 ,8 是 Holder 连续 的 并 且 在 一 个 大 圆 之 外 
ESTE. 由 刚才 所 证 明 的 定理 可 知 存在 着 方程 组 (5) 的 一 个 有 界 解 (00, 40). 它 在 
整个 平面 上 有 定义 并 且 在 点 2 二 0 bop=1,m=0. 我 们 断定 ce 处 处 大 于 零 . 事实 
上 ,假定 在 某 点 zo 处 co=0, 那 末 (5) 的 有 界 解 =co 5 二 50 一 5o (zo) 在 点 zo 处 等 于 
零 , 并 且 因 而 恒 等 于 零 , 而 这 是 散 雇 的 . 


§5.% x B 
假定 方程 (4) 的 系数 适合 本 补充 材料 8 2 中 所 作 的 假设 ,于 是 相似 原理 可 用 于 整 
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个 平面 ， 按 照 这 个 原理 , 存在 着 一 个 第 一 类 的 准 解析 隧 数 , 它 和 解析 阔 数 (2 — 20)” 
相似 ,其 中 7 为 正 的 或 负 的 整数 ， 我 们 用 w(z) = 2 (a, zo, 2) 表示 这 个 函数 并 称 之 
为 一 个 形式 需 . 它 当 so 时 渐 近 于 a(z 一 20)" 且 在 无 穷 远 点 是 O(1z1").。 利 用 相 
似 性 原理 , 容易 看 出 这 些 性 质 唯一 地 决定 了 消 数 o. 由 相似 性 原理 还 可 推 知 存在 
着 一 个 仅 依赖 于 所 论 方程 的 常数 &, 它 适合 


lal |z—z0)"< |Z (a, 2, 2)| <K Iel 1s—zol". 


CARES PARKA 
Z™ (La + MB, Zo, 2) =1Z™ (a, Zo, 2) + UZ (B, Zo, 2), 

其 中 4 与 & 是 实数 . 证实 了 等 号 右 端 具有 那些 能 够 唯一 地 刻画 左 端的 函数 的 性 质 ， 
也 就 证 明了 这 个 关系 . 还 可 以 证 明 2 (a, Zo, 2) iÈ z 的 连续 函数 . 

借助 于 形式 短 , 可 以 给 出 任 一 准 解析 函数 的 解析 表达 式 , 它 类 似 于 函数 论 中 的 古 
典 结论 ， 我 们 将 仅 陈述 这 些 公式 而 不 予 证 明 . 

令 w(z) 为 定义 在 以 光滑 的 简单 闭 曲 线 人 为 边界 的 区 域 D 上 的 一 个 淮 解析 函 
数 , 并 假定 ww 在 C 上 是 连续 的 ， 那 末 “Gauchy AR” 


(2) = 下 f ZPW), E, 2] (15) 


对 于 D 上 的 z 成 立 ， 这 个 积分 应 按 下 边 的 意义 去 解释 ， 若 曲线 C 的 参数 表达 式 是 
56(s), O<s<L, WU Fe LE C 上 的 任 一 函数 7 来 说 ， 


J ZOO, 5 = ZPUE), E, aha. 


Bm 2 位 于 C 的 外 部 , 则 (15) 中 的 积分 为 零 . 
现在 孝 虑 定义 在 域 0<1z 一 zo <R 上 的 一 个 准 解 析 函 数 . 那 末 w(z) 可 有 唯一 
的 展开 式 


+a 
w(z)= 2 2 (cn Zo, 2), 


n=—% 


它 在 这 个 域 上 收敛 。 如 果 系 数 en 中 ”<0 的 有 无 限 多 个 异 于 零 , 则 zo 为 此 函数 的 本 
性 奇 点 ， 如 果 系 数 cn 中 ”<0 的 仅 有 有 限 多 个 异 于 零 , 则 zo 为 此 函数 的 极点 。 如 果 
展开 式 中 仅 出 现 ”为 正 的 系数 €n MERRE zo 处 为 正则 的 ， 

这 些 结论 当然 可 以 作为 关于 二 阶 椭圆 型 偏 微分 方程 的 解 的 结论 而 重 予 陈 述 , 其 
中 无 须 涉及 准 解析 函数 . 
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§ 6。 准 解析 函数 的 微分 与 积分 


如 果 方 程 (4) 的 两 个 解 f(z) 与 G(z) 都 无 零点 且 比 值 G/F 的 虚 部 是 正 的 , 则 称 
它们 构成 一 对 母 元 ， 于 是 ,对 于 Gauchy -Riemann 方程 组 来 说 , 函数 1 和 构成 一 对 
母 元 ,同样 函数 Alte 也 构成 一 对 母 元 ,在 颇 为 一 般 的 条 件 下 ,可 以 证 明 母 元 总 是 
存在 的 .例如 , 在 本 补充 材料 S 2 里 所 提 的 假设 之 下 ,如 果 我 们 取 (4) 的 在 原点 上 分 
别 取 值 1 和 + 的 两 个 有 界 整 解 作为 母 元 , 则 由 本 补充 材料 $ 4 里 所 述 的 后 一 个 定理 可 
知 母 元 确实 是 存在 的 . 

BF, G) 为 方程 (4) 的 一 对 母 元 ,每 一 个 复 值 函 数 w(z) 可 以 唯一 地 写成 下 列 
形式 
w(2z) =$(2)F (2) + W(z)G(2), (16) 
Khe Sv 为 实 值 的 。 把 每 一 个 函数 w 与 函数 0(z) =$+ 访 联系 起 来 是 方便 
的 。 下 边 即 将 证 明 , 若 ww 是 第 一 类 准 解析 函数 , 则 o 是 第 二 类 准 解析 函数 . 
由 于 任何 两 个 充分 光滑 的 函数 PMC. 如 果 它 们 不 等 于 零 且 G /了 的 虚 部 是 正 的 ， 
都 构成 形状 如 (4) 的 某 个 方程 的 一 对 母 元 ,所 以 我 们 以 后 将 称 (Z, G) 准 解析 函数 . 
函数 (16) 当 且 仅 当 
$;F+y,G=0 (17) 
时 为 (8, G) 准 解析 的 。 事 实 上 , 由 假设 可 知 
F;=aF+bF, 
G; =aG + bG, 
所 以 
w; —aw—bib= 7 F + YG. 
现在 用 关系 oie iF /G 定义 实 值 函 数 r(z) 和 c(z) 之 0。 于 是 方程 (17) 等 同 于 方 
程 组 (6) ,从 而 证 实 了 我 们 的 术语 是 名 符 其 实 的 . 
如 果 (16) 是 一 个 (及 , G) 准 解析 函数 , 那 末 它 的 (F, G) 导 数 定义 为 
tr Oe abt YC. (18) 
# 4(z), B(z) 为 由 方程 组 
F,=4F + BF, 
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G,=AG + BG 
Br Ba x2 19 RR OMAD BATS MP WIE 
w=w,— Aw— BD. 
AEA ob, 则 函数 w, 或 者 更 确切 地 说 相应 的 第 二 类 准 解 析 孙 数 o, 可 以 由 积分 
而 获得 之 . 实际 上 , BARAK 
FF*—GG*=2, 
ler cea 
定义 对 侦 母 元 偶 (7, G)"= (F, G*), RAA ANMOD AM2 = Fw, 2 p= - Cw, 
于 是 


wo (2) ~0 (2,) =f" [Re(F*ibd2) —iRe(G*ibdz)], (19) 


值得 注意 的 是 ,一 个 (7, G) 淮 解析 函数 的 (7F, G) 导 数 自 身 还 是 一 个 准 解析 函数 ， 
虽然 一 般 地 说 是 关于 另 一 母 元 偶 的 。 为 了 证 明 这 个 论断 ,我 们 计算 ?wi 而 得 
w= (bP +Y); 
=$;(aF +bF)+ yi(aG + bG) 

+ (pF +WiC),—$; (AF + BF) —W;(AG + BG), 
EACF + WiC). =0 并 用 (17), (18) 以 性 与 性 表达 ,i, Us, Vi, RGAE 
wi;=aw— Bw, 

它 表 明了 之 是 [a, 一 38] 淮 解 析 的 . 
属于 方程 
wi=aw— Bw 

的 一 对 母 元 (1, CDRA, 6) 的 一 个 后 继 ， 原来 的 母 元 偶 (F, G) 自身 是 母 元 偶 
(Fa G1) 的 一 个 后 继 . (F G1) 可 如 下 求 得 之 ， 它 是 F, C 的 一 个 对 偶 的 后 继 
的 对 偶 。 这 个 命题 的 简易 证 明 留 给 读者 。 于 是 一 个 给 定 的 母 元 偶 LO) TRA 
(实际 上 有 无 限 多 方式 ) 一 个 母 元 偶 序 列 

see, (Fg, Gia), (Foi, G1), (Fo, Go), (Fi, G1), (Pa, Ga), te, (20) 
HBC, GB (FL, G1) ASR. MRCP, Ga) = (Fo, Go), 则 称 此 序列 是 以 
为 周期 的 。 对 于 Fao Go) 可 以 嵌入 的 任何 序列 均 能 成 立 的 这 种 n 值 的 最 小 者 称 为 


O 利用 关于 方程 (1” ) 的 存在 性 定理 可 以 证 明 > 是 连续 可 微 的 。 
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(Fo, Go) 的 最 小 周期 ;如 果 (Fo Go) 不 能 颈 入 一 个 周期 序列 ， 则 说 它 的 最 小 周期 
是 c。 Protter 曾经 证 明 , 具 有 给 定 的 最 小 周期 的 母 元 是 存在 的 ”. 
关于 一 个 母 元 序列 (20) , (Fo, G0) 准 解析 函数 w(z) 具 有 按 下 列 递 推 关系 


col Enti fm ap WT 
w= WwW, won =e (n=0, 1, eee) 


定义 的 各 阶 导数 .可 以 证 明 , 恰 如 解 析 函 数 的 情况 那样 ,对 于 某 个 固定 的 zo, 数列 
{w0 (29) SE — Hh aE T AR w. 

利用 一 个 母 元 序列 (20) 和 上 边 所 说 的 积分 步骤 ,人们 可 以 用 积分 构造 一 个 特定 
fo CF, G,) 准 解析 函数 的 序列 ,这 些 准 解析 函数 叫做 局 部 形式 FF id 为 Za, zo, 
z) ,它们 是 由 下 列 递 推 关系 定义 的 ， 


ZF) . 
dr， Gy) + (a, Zo; z) = 205) (na, Zo 2), (n=1, 2...) 


其 中 e 和 zo 都 是 复 的 常数 。 ERMA, G)=1,9 (一 0 £1, ++) 时 ZP (e, 20, 
z) =a(z— Zo)”, 这 说 明 把 它 电 做 “ 需 ” 是 合理 的 。 本 补充 材料 $ 5 里 所 说 的 全 平面 上 
的 形式 寡 是 局 部 形式 需 的 特殊 情况 。 


§7. 例 。 混 合 型 方程 


RAA 了 三 1,G 三 iB(y) (8 (y) 为 一 个 正 函 数 )， 则 得 特别 简单 的 一 类 准 解析 函 
数 。 由 (17) 知 , 当 且 仅 当 9 与 W 适合 方程 组 ?” 
ps=B(Y) Wy, 
$y=—B(y) Vy 
时 ,函数 $+i8w 是 (1,i8) 淮 解析 的 。 不 必 引 证 (8,G) 微分 与 积分 的 一 般 理论 ,可 以 
立即 证 明 ， 若 (%, 轨 是 (21) 的 一 组 解 , 则 ( 史 , YD) 
$=$s, WY =, 


(21) 


以 及 由 下 列 与 路 线 无 关 的 积分 


b= { (sd%—Bydy), 


DN. A Protter{1}, 
L 


) 见 
) 见 Bers 与 A GelbartL1]。 


N 
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r= f(cyiz+ Say ), OO (22) 


所 定义 的 一 组 函数 (4$, V) 都 是 (21) 的 解 。 母 元 偶 (1, By) 是 它 自己 的 后 继 , 由 十 
By’ fe O+iBW 的 (1, 18) FR O+ BW 又 是 中 上 + 的 (1, 8) RR. 

bw Pie A A TA ah SR. 为 简单 计 , BINS BA 
Z™(4,0,2), & | 


> dy 
yo 一 yo = 
o= ewf a 


Y? (y) =21 f PEP, 


7 Yn) 
ys =3! dn es 
(9)=3 Í, Cn) ", ” 


Fo(yy=1, F(y)= fanaa, 


=~ 7¥O(n) 
yo = 
(2) af ln) an, 


Fo (y=a!f BOF AH, +, (23) 


于 是 ,对 于 实 的 2 和 而 ?=1,2,…… 则 有 


ZN ip, 0, *+ty) =10( "yer IYD (y)+ nS ( "jart (y). 
i=o `] j=0 
(24) 
重要 的 是 注意 同样 的 形式 推导 对 于 下 列 方程 组 所 得 的 结果 ， 
b4=Bi (9) Py, 
$y=— Bil) Ws, 
其 中 我 们 并 不 假定 实 值 函 数 2 和 Bs 是 正 的 ， 为 此 只 需要 在 公式 (22) 到 (24) 里 把 8 
换 为 .1/8 换 为 /18,。 这 里 方程 组 (25) 可 以 是 椭圆 型 的 , 双 曲 型 的 ,或 者 混合 型 的 ， 
作为 混合 型 方程 组 的 一 个 例子 ,我 们 考查 
P= Vy, 
by=— VWs, 


(25) 
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消去 加 则 引出 所 谓 Tricomi 方程 ? 
YW t YWyy= 0, 
它 在 路 音速 空气 动力 学 里 是 重要 的 。 我 们 的 形式 推导 提供 了 一 系列 的 适合 这 个 方程 
的 多 项 式 . 
以 相仿 的 初等 方式 ,可 以 处 理 方程 组 ， 
a (*) py=B1(Y) Wy, 


(26) 
aax )dy=— Bal) Wy 
下 列 微 分 公式 和 积分 公式 
p =aiby, w= Walta, 
D= {erpdr—prydy), F={Lp/ads + ($/B)4y] 
由 (26) 的 一 组 解 ($, WwW) 引出 方程 组 
(ea) 
a =Ai?,, = By (27) 


HA E 2&1 二 as 二 a>>0,Bi1= 二 Bs 二 B>>0, 则 方程 组 (26) 表示 函数 ot+iv 是 关于 母 元 
F= (a/p), G=i(h/a) P 的 第 二 类 准 解析 函数 .容易 计算 -$+ WG 的 (F,G) 导 
函数 是 

(0/8) py + i(B/a) p= Fg! + Gy, 
其 中 

Pi= (cp)-12，。 Gi 一 iap)12。 

这 个 导 函 数 是 (PI, G1) 准 解析 的 ,因为 5 和 W 适合 (27)。 于 是 (Pi, GD) 是 (F,@) 
的 一 个 后 继 ， 由 同样 的 标志 可 知 (PG) 也 是 (Fi, G1) 的 一 个 后 继 ， 所 以 , 除了 a 是 
常数 的 情况 外 ,我 们 这 对 母 元 的 最 小 周期 是 2. 


§ 8. 准 解析 函数 的 一 般 定义 


我 们 转 到 准 解析 函数 的 一 般 理 论 , 并且 注 意 本 补充 材料 8 6 里 所 定义 的 (7, GF 
数 可 以 通过 一 个 极限 步 又 而 得 到 ， 这 个 极限 步骤 是 通常 复 变 函数 求 导 步 又 的 一 种 扒 
广 。 


D 这 个 方程 的 理论 创始 于 Tr com 的 著名 的 论文 [1]， ZL. Bers[3] 里 可 以 找到 关于 混合 型 方程 的 丰 
富 的 文献 目录 。 
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确切 地 说 , 设 w(z) 已 表示 为 (16) 的 形状 ,其 中 了 (z) 和 G(z) 是 固定 的 复 值 连续 函 
Bi Im(G/F)>0 Hd AY BI. RAE ARE” 


Able +h) F(z) + W(e+ h)G (2) — 62) Pz) —W(z)G(2)], (28) 


并 问 当 复数 疡 按 一 切 可 能 的 方式 趋 于 0 时 这 个 差 商 是 否 有 极限 . 假定 这 个 极限 存 
在 , 那 末 特 别 地 当 4=6->0 FJ h=>0 (6 为 一 实 变量 ) 时 它 也 应 存在 ， 当 然 , 所 说 的 
这 两 个 极限 就 是 
Se Pt gee 和 atte) 

这 两 个 极限 应 该 相等 。 这 个 条 件 立 即 导致 方程 (17). 如 果 用 之 记 它 们 的 共同 值 ,我 
们 就 得 到 (18). 

在 准 解析 函数 的 一 般 理 论 里 ,我 们 由 两 个 母 元 了 (z), G(z) WR, 并 不 假定 它们 
是 可 微 的 ,并 且 如 果 在 一 个 区 域 的 每 个 点 z 处 比值 (28) 当 *->0 时 有 有 限 的 极限 ， 则 
称 函数 (16) 在 这 个 区 域 上 是 (F,G) 准 解析 的 。 如 果 卫 和 G 都 是 Holder 连续 的 , 则 
前 边 所 述 诸 定理 的 大 多 数 都 仍旧 成 立 ， 还 可 以 用 微分 方程 (6) 刻画 准 解析 函数 ; 不 
过 ,一 般 地 说 ,它们 不 再 适合 形状 为 (4) 的 一 个 方程 组 , 相似 原理 也 不 再 成 立 了 . 


”§ 9， 拟 保 形 性 ?和 一 个 一 般 表 示 定理 


在 研究 准 解析 函数 的 几何 性 质 的 时 候 ， 采 用 第 二 类 准 解析 函数 是 方便 的 。 借 助 
于 一 个 微分 不 等 式 , 它 是 微分 方程 (6) 的 一 个 推理 , 可 证 明 这 些 函 数 在 某 种 意义 上 分 
享 解析 函数 的 许多 几何 性 质 . 

作为 平面 的 映射 ,一 个 复 变 解析 函数 在 它 的 导数 不 等 于 零 的 每 个 点 处 是 保 形 的 
这 个 意思 是 ,在 每 个 那样 的 点 处 ,映射 在 小 范围 上 是 一 个 相似 变换 ， 它 把 无 穷 小 的 图 
变换 为 无 穷 小 的 圆 ， 进 一 步 考虑 把 无 穷 小 圆 变换 为 具有 一 致 有 界 的 离心 率 的 无 穷 小 
椭 贺 的 变换 是 自然 的 ,事实 证 明 也 是 很 有 用 的 。 这 样 的 映射 就 叫做 拟 保 形 映射 

对 于 一 个 具有 连续 偏 导 数 和 不 等 于 零 的 Jacobi RA k H wE) =u (*, y) + 
iwa, ), 方 才 所 说 的 几何 条 件 可 以 用 下 列 三 个 等 价 的 微分 不 等 式 


max |w,cos9+wysin 8|?<Q(ugvy— uyy), (29) 
0<e<2z 


D 氢 保 形 映射 理论 是 由 Gritzsch 创始 而 被 Ahlfors, Lavrentieff，Morrey，Teithmiiller 和 其 它 
人 发 展 起 来 的 。 在 耳 ，P，Kiinzi[1] 里 可 以 找到 一 个 丰富 的 文献 目录 。 
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uł + u24- vž+ ve<2 K (us2y 一 UVa), (29°) 
|ws|<*|w,|, (29”) 


中 任何 一 个 表达 之 ,这 里 @>1 下 >1, 0<%<1, 且 常数 Q,K,% 由 下 列 关系 联系 着 ， 


《= 让 二， 全 十 


容易 证 明 , 每 一 个 第 二 类 难 解 析 函 数 % 二 8+ 订 ,或 者 更 一 般 地 一 个 椭圆 型 方程 组 
fnew tay 
—uy= 0z Vy + 0220y 
的 每 一 个 解 o=ptiy 将 适合 这 些微 分 不 等 式 ， 如 果 这 个 方程 组 是 一 致 椭圆 型 的 ， 
即 ,如 果 &1s 二 0 A 


(@ taz)? 一 常数 ， 


4043021 — (04, + Oy)? 
拟 保 形 性 的 常数 @ 仅 依赖 于 这 个 不 等 式 中 的 常数 ， 

以 更 一 般 的 方式 定义 拟 保 形 性 是 有 益 的 。 在 不 等 式 (29) 里 本 来 要 那些 偏 导 数 是 
连续 的 , 代替 这 个 要 求 ,我 们 将 仅仅 假定 那些 导数 存在 ,几乎 处 处 适合 这 些 不 等 式 , 且 
是 平方 可 积 的 , 并且 假定 连续 函数 u(x, yA u(x, y) 对 于 一 个 自 变量 的 几乎 一 切 国 
定 的 值 是 另 一 个 自 变量 的 绝对 连续 函数 . 

拟 保 形 函 数 的 主要 性 质 可 由 下 列 定理 表明 ,我 们 在 这 里 述 而 不 证 (所 给 的 也 不 是 
它 的 最 一 般 的 形式 )， 

设 w(z) 是 定义 在 单位 贺 盘 上 的 拟 保 形 函数 ， 那 未 可 以 表示 和 如下， 

w(z) = f[%(z)], (30) 
其中 5=X(z) 是 息 |z| <1 到 |51<1 且 zx(0) 一 0,X(1D =1 WER (Sat 
连续 的 映射 ), 它 过 同 它 的 逆 映 射 C 都 适合 一 个 仅 依赖 于 29) 中 的 常数 《的 一 致 
Holder 条 件 ,并 且 FG) 在 161<1 上 是 复 变 量 “ 的 一 个 解析 函数 ， 

在 这 个 定理 里 ,任意 一 个 拟 保 形 函数 被 分 解 为 一 个 解析 函数 和 一 个 已 知 其 H5- 
Ider 条 件 的 函数 ， 在 本 补充 材料 § 3 里 我 们 对 于 适合 微分 方程 (4) 的 函数 推出 了 有 
点 相仿 的 分 解 (方程 (9))。 不 难 证 明 ,对 于 适合 下 列 取 某 常数 Y 的 不 等 式 

[wil <2’ |w| (31) 
的 函数 ,同一 的 分 解 式 (9) 成 立 ， 这 两 个 结果 一 一 微分 不 等 式 (31) 的 解 的 相似 原理 和 
拟 保 形 函 数 的 分 解 定理 (30) 一 一 都 是 一 个 更 一 般 的 表示 定理 的 特殊 情况 ， 现 在 我 们 
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就 给 出 这 个 定理 ,仍然 不 作证 明 ?， 
RRR (=) AMON Lie LIA BD AER 


Jwil <A ]ioe| + A |] + an, (32) 
(这 里 4<1 且 这 些 偏 导数 和 前 边 一 样 适合 某 些 条 件 。 IDE ”可 以 表示 如 下 : 
wz) =e" FIX(z)]+ (2), (33) 


Ep =A) RNR AMANE bib RERO 一 0 I0 se) 
PO EAL EBRD ERAI LERB LE 1 LAPE SO 
(32) 里 的 常数 的 Holder 连续 模 ( 特 殊 情 况 ， 车 =0, 则 5=0). 
这 个 表示 定理 的 重要 性 在 于 下 述 事 实 ， 具有 有 界 系数 的 一 个 一 致 策 因 型 方程 组 
Mg = Mie tayt Put Rw + My (34) 
一 zy 一 aalox + C220y + Bot + Bo + 72 
的 每 一 组 解 必然 适合 形状 为 (32) 的 一 个 微分 不 等 式 . 特别 是 ， 若 方程 组 是 齐 次 的 
Cs= 力 =0)， 则 由 表示 定理 可 知 解 是 具有 唯一 延 拓 性 质 的 ， 它 不 能 在 一 个 开 集 上 为 
零 而 不 便 等 于 零 .。 这 个 结论 是 本 补充 材料 84 里 所 讨论 的 Garleman 定理 的 一 个 推 
广 (但 不 是 直接 的 推论 ). 


§ 10. 一 个 非 线性 边 值 问题 


前 节 里 所 述 的 表示 定理 可 以 用 来 获得 非 线 性 椭圆 型 方程 的 边 值 问题 的 预先 估计 
和 存在 性 定理 .我 们 在 这 里 仅 考 虑 一 个 比较 简单 的 例子 以 资 说 明 . 
我 们 要 解 形状 为 
a(%, Y, P, bu, Py) buy t 2D, Y, P, by, Sy) Pay 
+¢(%, y, p, by, by) byy=0 (35) 
的 一 个 拟 线性 方程 的 Neuman fA, BIRA a, b,c fe x7 + y< 上 和 对 由 dy, by 
的 一 切 值 有 定义 且 适 合 一 个 一 致 的 Hilder 条 件 ,并 且 方 程 是 一 致 顶 图 型 的 ， 即 ”. 
a>0,  ac—b?=1, a+c<s# (36) 
Ay rz(z) 为 定义 在 单位 较 上 且 适 合 一 个 一 致 Ealder 条 件 的 实 值 函 数 。Neumann 问 


1) 表示 式 (30) 是 C，B，Morrey[3] 给 出 的 而 表示 式 (33) 是 荆 ，Bers 和 L. Nirenberg[1] 给 出 的 。 并 
参看 B、V. Boyarskii[1]。 


2) 这 个 例子 是 从 L. Bers 和 L.，Nirenberg[2] 取 来 的 。 
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题 就 是 寻求 这 个 方程 的 一 个 解 b, 要 它 在 单位 圆 盘 上 有 定义 且 是 连续 可 徽 的 ,并 且 在 
其 边界 上 适合 条 件 


gn T Pst Woy=e th, 4]z|=1, (37) 
$=0, 4 z=], 

其 中 4 是 一 个 待定 的 常数 ， 

我 们 将 证 明 ,这 个 问题 恒 有 一 个 解 。 证 明 的 基础 是 下 列 

petnp EDA Neumann 问题 的 一 个 各。 MRAR AE 
bo by BED TEDE E g 5lder 条 件 ,这 个 办 信和 Halder 条 件 人 
He 8) EA ACRE AD RAE © 

证 明 ， 我 们 首先 注意 一 阶 导数 的 界 值 暗含 着 函数 的 一 个 界 值 . 其 次 我 们 来 估计 
常数 A. 因为 方程 (35) 的 一 个 非常 数 解 不 能 在 一 个 内 点 上 取得 它 的 极 大 值 或 极 小 
值 ,所 以 法 向 导数 在 边界 上 必然 要 变 号 ， 因 此 《不 可 能 超过 |z| 的 最 大 值 。， 于 是 我 们 
知道 了 函数 *(z) +4 的 一 个 界 值 和 一 个 Holder BRR. 在 边界 的 某 些 点 上 , b 的 
切 向 导数 必 等 于 零 。 在 这 个 点 上 

w=d,—Ipy=Z(t +), 

因此 我 们 只 需 给 ”找到 一 个 Hölder 连续 模 。 这 个 函数 可 以 写成 下 边 的 样子 
w=u-+ tv, 


其 中 =b, ?二 一,。， 因 为 方程 (35) 等 价 于 


所 以 函数 w(z) 是 拟 保 形 的 , 它 有 一 个 仅 依赖 于 (36) 中 的 常数 的 常数 ， 因 此 , w(z) 有 
形状 为 (30) 的 表示 式 . 边界 条 件 (37) 现 在 可 以 写成 
Re[zw(z)]J=c(z)+4,  |z|=1, 
即 
Re) fO J= E], E=. 
由 于 已 知 映射 5 一 z(z), <= 0-10) AY Hölder 连续 性 ,我 们 可 以 把 这 个 条 件 写成 
Re[zezcb F(Q)J=o(0), [S| =1, 
其 中 7 是 实 的 且 函 数 1 和 o 有 已 知 的 界 值 和 Holder ESE, Privaloff 的 定理 ( 述 
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证 于 后 ,参看 本 补充 材料 8 14) 的 一 个 容易 的 推广 给 出 fO) 1S] <1 EA Hö- 
Ider 条 件 。 由 w(z) = 二/[X(z)] 可 得 关于 w 的 一 个 Hilder 条 件 . 

现在 对 于 形 如 (35) 的 一 个 线性 方程 (其 系数 a,b, 仅 依赖 于 * 和 》) 来 考虑 我 
们 的 Neumann 问题 ,并 首先 陈述 

存在 性 和 唯一 性 定理 ， 对 于 一个 形状 为 (35) AHAB AB, Neumann 
ERRERA NM. 

前 边 已 经 指出 过 ， 非 常数 解 的 法 向 导数 在 单位 圆 上 必定 变 号 ， 由 此 立即 可 得 唯 
一 性 的 证 明 。 另 一 方面 ,存在 性 的 论断 则 是 下 列 引 理 的 推论 。 

PARIM, FEFERAN 

a™ (x, V) byt 2b (x. Vv) dyyt a, y) byy=0, (38) 
Helder ef, BAERS AL n> oR kR ZE A RAO LEAP WE 
we | 
A(X, V) dy, +2 O(%, Vi) pryt eX, V) pyy= 0 (39) 
DAR ATE 6° 为 方程 (38) 的 适合 我 们 的 Neumann 问题 的 边界 条 件 的 
AF. BE RMP OEE TRAE OE 
(39) 的 Neumann 问题 的 解 ， 

证 ， 由 先 验 估计 知 所 有 的 函数 O°”, p, $y,” 是 一 致 有 界 且 同 等 连续 的 .所 
以 由 Arzela 定理 可 知 我 们 可 以 选 出 一 个 子 序列 {8”}， 要 它 和 它 的 一 阶 导 函 数 一 
致 收敛 于 函数 $(%*, y)， 显然， 这 个 函数 适合 Neumann 问题 的 边 界 条 件 . 另 一 
方面 ， 由 Schauder 估算 〈 参 看 第 四 章 8 7 ) EM AM he TR LR 
gc 的 二 阶 导 函 数 是 一 致 收 你 的 。 所 以 ， 这 个 极限 函数 适合 方程 (39)。 由 已 经 证 明 
了 的 唯一 性 命题 ,我 们 反 推 得 知 子 序列 的 选择 是 不 必要 的 并 且 0 >4, 

由 连续 性 引 理 可 以 推出 ,如 果 能 够 用 已 经 解决 了 的 ”Neumann 问题 的 方程 的 系 
数 冯 近 线 性 方程 (39) 的 系数 , 那 末 这 个 方程 的 Neuman 问题 也 是 可 解 的 。 我 们 知 
道 ,对 于 具有 非常 光滑 的 系数 的 方程 来 说 这 是 可 以 办 得 到 的 ,譬如 ,用 积分 方程 法 ( 参 
看 第 四 章 ,§ 10 )。 于是, 解 的 存在 性 得 到 了 一 般 的 证 明 (我 们 指出 ， 用 同样 的 方法 可 
以 证 明 一 致 酉 圆 型 方程 解 的 存在 性 ,方程 的 系数 不 仅 不 必 是 Halder 连续 的 , EAE 
至 可 以 是 间断 的 ) 。 

现在 我 们 转 到 方程 (35). SV 表 示 闭 单位 加 盘 上 的 连续 可 微 函 数 中 fy Banach 


326 数 学 b B > 法 


空间 ,其 范 数 为 
|] =max|P| + max| DB,—iD,|. 
4 4 表示 由 那些 函数 构成 的 子 集 , 它们 适合 我 们 的 Neumann 问题 的 边界 条 件 和 对 
于 这 个 问题 的 解 所 作 的 先 验 估算 、 容 易 看 出 4 EV 的 凸 列 紧 子 集 . 设 为 属于 4 
的 任何 一 个 函数 ， 借 助 于 这 个 函数 ,我 们 构成 线性 方程 
a(x, y, P, y), Py(%, y), Dy(X, y)) pry 
+25(%, y, DX, y), Balx, Y), Py(X, y)) bry 
+e(%, y, PX, y), Dy, y), By, y)) Byy=0 

并 用 $ 表示 这 个 线性 方程 的 Neumann 问题 的 唯一 地 确定 的 解 . 若 令 

p=T (9), (40) 
M T Eh 4 到 4 的 一 个 映射 . 利用 上 述 连续 性 引 理 不 难 证 明 这 个 映射 是 连续 的 . 
由 Schauder 不 动 点 定理 可 知 映射 T 必 有 一 个 不 动 点 ， 换 名 话说 ,存在 着 适合 $= 
T($) 的 一 个 函数 Bp， 这 个 函数 就 是 所 求 的 Neumann 问题 的 解 ， 

这 个 方法 适用 于 更 一 般 的 情况 . 例如 ,我 们 能 够 证 明 关 于 形状 为 
a(x, 9, P, Pus Py buy t 29%, Y, p, Pr, Dy) buy 
+6(%, y, p, by, by) Pyy=Z(%, Y, p, Sy, by) 
的 非 线性 方程 的 Neumann 问题 的 可 解 性 ， 这 个 方程 是 一 致 精 圆 型 的 并 且 它 的 右 端 
适合 形状 如 下 的 一 个 不 等 式 
|d(%, y, b, dy, by) ISR Cdl + Loy] +4", 

在 这 个 情况 下 ， 我 们 要 利用 更 一 般 的 表示 式 (33) 而 不 是 利用 表示 式 (30) 去 推导 适当 
的 估计 式 . 


§ 11, Riemann 映射 定理 的 一 个 推广 


”映射 的 拟 保 形 性 概念 很 自然 地 导致 Riemann 映射 定理 的 一 个 深远 的 推广 . 
Riemann 册 射 定理 断言 ,一 个 给 定 的 单 连 域 ,譬如 说 一 一 为 了 简单 起 见 一 一 以 一 条 
Jordan 曲线 为 边界 的 区 域 ,可 以 保 形 地 映射 到 另 一 个 给 定 的 Jordan 域 上 , 即 , 映射 
的 方式 是 把 无 穷 小 图 变 为 无 穷 小 圆 . 还 可 以 选取 这 个 映射 使 得 一 个 区 域 的 边界 上 的 
三 个 给 定 的 点 变 为 另 一 个 区 域 的 边界 上 的 三 个 给 定 的 点 . 

自然 要 问 ,我 们 能 否 把 一 个 给 定 的 Jordan 域 映射 到 另 一 个 Jordan 域 上 而 在 每 
一 点 处 适合 下 述 条 件 ， 一 个 具有 已 知 的 离心 率 。 和 已 知 的 长 铀 斜率 6 899095 7) 
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变 为 另 一 个 具有 指定 的 离心 率 。 和 指定 的 长 轴 斜 率 9 的 无 穷 小 椭圆 我们 可 以 要 
求 数值 e, e', 6, 6/ 既 依赖 于 所 说 的 点 又 依赖 于 它 的 象 点 ， 不 难 证 实 , 在 一定 的 连续 
“性 前 提 下 ,这样 一 个 映射 的 几何 条 件 可 以 用 解析 的 语言 表达 出 来 , 即 ,映射 函数 (=) 
一 “十 各 适合 一 个 椭圆 型 的 拟 线性 偏 傲 分 方程 组 ,其 形状 为 
Ug =Q (X, Y, U, 2D)U4 十 Ci3(Y， Y, U,V) Vy, | (4D 
Uy = 09 (%, y, u, V) Uy + Coo Xt, ¥, u, Vv) vy, 

我 们 假定 这 个 方程 组 的 系数 都 是 Hilder 连续 函数 并 且 这 个 方程 组 BS! 
的 。 在 这 些 条 件 下 ,下 边 的 结论 成 立 (首先 被 Z. Schapiro” 证 明 )， 利 用 适合 方程 组 
(41) 的 一 对 函数 a, 2) ALO, y), 可 以 把 平面 上 一 个 给 定 的 Jordan 域 ?映射 
到 ww 平面 上 的 一 个 给 定 的 Jordan 域 D 上。 可 以 选取 这 个 映射 使 的 边界 上 三 个 
给 定 的 点 变 为 D 的 边界 上 三 个 给 定 的 点 ， 

可 以 用 前 节 里 所 说 的 方法 证 明 这 个 定理 ， 关 于 拟 保 形 函 数 的 表示 公式 (30) 能 提 
供 必 要 的 先 验 估算 . 


§ 12. 关于 极 小 曲面 的 两 个 定理 


我 们 在 前 边 的 讨论 里 强调 了 复 变 解析 函数 与 椭圆 型 偏 微分 方程 的 解 之 间 的 相似 
关系 。 然 而 ,在 非 线性 方程 的 情况 里 出 现 了 新 的 现象 , 它 在 解析 函数 论 里 却 设 有 相当 
的 东西 .我 们 举 出 关于 最 简单 而 又 最 重要 的 非 线 性 方程 一 一 极 小 曲面 方程 (参看 第 
一 章 8$6): 

(1+ $3) Pye —2 Py Py Puy t (1+ $4) $yy=0 (42) 
的 解 的 两 个 定理 来 说 明 这 个 情况 。 第 一 个 定理 (出 于 S，Bernstein) 说 ,方程 (42) 在 整 
个 平面 上 的 每 一 个 解 者 是 一 个 线性 函数 ， 注 意 , 对 于 Laplace 方程 的 解 来 说 , 仅 当 我 
们 事先 知道 所 说 的 解 具 有 有 界 的 导 函 数 时 这 个 定理 的 论断 才 是 正确 的 ， 在 那 种 情况 
下 ,论断 得 自 关于 整 解析 函数 的 著名 的 Liouville 定理 . 

相仿 地 ,关于 可 去 奇异 性 的 Riemann 定理 , 如 前 所 见 它 也 适用 于 线性 椭 贺 型 方 
程 ,但 是 对 于 极 小 曲面 方程 却 要 在 很 强 的 形式 下 才 成 立 (L Bers). 


1) 见 Z. Schapiro[1] 许多 作者 都 曾经 论述 过 这 个 问题 及 其 推广 ， 我 们 让 大 家 去 查阅 B. V. Boy- 
arskii[1] 里 的 文献 目录 。 
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DAU, TA UREA EAE AR TE EAS, 注意 我 们 并 不 事 
先 要 求解 是 有 界 的 . 

这 里 我 们 将 不 给 出 这 些 定理 的 证 明 而 仅 指 出 证 明 的 方法 之 一 又 要 奉 涉 到 复 变 函 
数 的 应 用 "。 


8 13. 有 具有 解析 系数 的 方程 


至 此 我 们 已 经 初步 讨论 了 函数 论 方法 对 椭圆 型 线性 偏 微分 方程 的 应 用 ， 对 于 方 
程 中 系数 的 限制 是 非常 宽泛 的 . 在 系数 本 身 为 二 元 解析 函数 的 情况 下 ， 有 完全 不 同 
的 途径 把 复 变 函数 理论 用 于 解 的 研究 ， 

考虑 线性 偏 微分 方程 

bent Pyyt a(%, yost Bl, y)dy tyl, vy) b=0, (43) 
其 中 的 系数 是 实 解析 函数 并 因而 也 可 以 对 这 些 自 变量 的 复数 值 了 予以 定义 ， 为 简单 
计 , 假 设 这 些 系数 是 * Aly ORR. RARE ese tly FM rmy 当 
作 自 变量 ;用 这 些 新 的 变量 来 写 出 (43) ,我 们 得 到 一 个 形状 如 下 的 方程 

psi+ 46, + Bhi +Cp=0, (44) 

形式 上 这 是 一 个 典型 的 双 曲 型 方程 .注意 这 样 做 的 时 候 我 们 也 必须 考虑 复 值 的 解 . 
在 这 个 步骤 中 我 们 并 未 失掉 任何 解 ,因为 ,如 前 边 已 经 指出 的 (参看 第 四 章 $7,4), R 
数 为 解析 函数 的 线性 椭圆 型 方程 的 一 切 解 本 身 都 是 解析 沙 数 . 

众所周知 ， 可 以 把 实 域 上 的 典 则 双 曲 型 方程 的 全 部 的 解 用 一 个 包含 所 谓 这 个 方 
程 的 Riemann 函数 和 一 个 任意 的 一 元 函数 的 积分 表达 出 来 ( 见 第 五 章 ). 在 复 域 上 
也 可 以 作出 同样 的 形式 推导 . 于 是 ,我 们 得 到 把 任 一 单元 复 变 函 数 (当然 必须 假定 它 
是 解析 的 ) 变换 为 椭 加 型 微分 方程 (44) 的 一 个 解 的 积分 算 子 . Æ Laplace 方程 的 情 
襄 , 这 个 算 子 不 是 一 个 积分 算 子 ; 它 仅 只 要 , 取 一 个 解析 函数 的 实 部 

我 们 仅仅 用 非常 一 般 的 语句 描述 了 积分 算 子 法 。 这 个 方法 已 经 被 S. Bergman， 
L Vekua 以 及 他 们 的 后 继 者 们 予以 发 展 并 应 用 到 许多 特别 的 情况 .关于 细节 和 实际 
的 公式 ,以 及 向 高 阶 微分 方程 和 多 于 两 个 自 变量 的 微分 方程 的 推广 ,请 参考 文献 ”. 


D L，Bers[4] 里 给 出 了 关于 这 个 定理 及 其 推广 的 参考 文献 目录 ,并 见 R. Finn[1] 和 R. Osserman[1]。 
Johannes Nitsche[1] 与 [2] 给 出 过 特别 简单 的 证 明 ， 
2) US. Bergman[1]。 在 M. Z. Kraywoblocki(1}fi I. Vekua[2] 里 有 丰富 的 文献 目录 。 
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§ 14, Privaloff HERMIT” 


在 这 一 节 里 我 们 给 出 本 补充 材料 83 中 所 述 Privaloff 的 定理 的 一 个 证 明 . 

考虑 定义 在 |z| <1 上 的 一 个 解析 函数 eU +i ER FEE E 
是 连续 的 ,并 且 对 于 一 切实 的 0, 8 和 某 个 a, 0<e<1, 

| 7 (68) —F (6t) | SH | ef — et |e, 
对 于 某 个 固定 的 09', 用 BP(z) 记 在 单位 圆 盘 上 是 单 值 的 调和 函数 四 (z) =Re[(1 一 
ze-19')*]。 可 以 定义 这 个 函数 使 得 @(0) =1, FÆ 到 (z) 一 | 一 2 jcosay, 其 中 ， 
是 由 ez' 出 发 到 点 0 的 直线 和 到 点 = 的 直线 之 间 的 夹 角 。 FR DER 
FP) <p yr (ey EPO 
| cos gue cos at 

在 单位 圆 上 成 立 ， 并 且 由 调和 函数 的 极 值 原理 知道 它 也 在 单位 圆 盘 上 处 处 成 立 ， 特 
别 地 ,调和 函数 V (2) —V Ce?) te alae ere 1<1 一 "上 的 模 不 超过 


H 
ar), 


cos —at 
2 


因而 导 函 数 T o Vy 的 绝对 值 在 这 个 圆 盘 的 中 心 不 大 于 


arai, 


cos =ar 
2 


但 是 2! (2) =V +0», 所 以 由 于 9 是 任意 的 而 有 
ype 4H 
lg DISI a-h 
利用 这 个 不 等 式 容易 证 明 
le(ed—ee)|=|f" g © at | <A Ise),, 


其 中 4* 仅 依赖 于 e. 


D JJ. Privaloff[1]。 在 A. Koroi) 里 已 经 出 现 了 这 个 定理 。 这 里 所 给 的 证 明 本 于 Bers. 在 S. 
Agmon, A. Douglis, 和 L Nirenberg[1] 这 篇 论文 第 3 节 里 给 出 了 此 定理 的 一 个 推广 。 
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现在 我 们 陈述 Privaloff 的 定理 的 一 个 稍稍 的 推广 , 它 是 有 用 的 (参看 本 补充 材 
料 $10)， 设 1(z) 是 定义 在 单位 圆 1z| =1 上 的 一 个 实 值 函数 ， 已 知 它 的 一 个 具有 小 
于 工 的 指数 的 Holder 连续 模 。 设 8 (=) 是 定义 在 单位 圆 盘 上 且 在 其 周 界 上 为 连续 的 
一 个 解析 函数 ,假定 函数 o (2) 一 Re[g(s)zezxo2] 在 单位 圆 上 适合 一 个 一 致 的 Hölder 
条 件 ， 那 末 8(z) 在 闭 单位 圆 盘 上 适合 一 个 -一致 的 Holder Rik, EAT iA o 

为 了 证 明 这 个 定理 , 设 4(z) 是 定义 在 单位 圆 盘 上 的 一 个 解析 函数 ， 它 的 虐 部 在 
单位 圆 上 和 1(z) 相同， 因为 可 以 解 调和 函数 的 Dirichlet 问题 ,所 以 这 样 的 函数 是 存 
在 的 。 如 果 我 们 要 Reh 在 原点 处 为 零 ， 那 末 这 个 函数 就 被 唯一 地 确定 了 。 并 由 
Privaloff 的 定理 知道 了 它 的 一 个 界 值 和 Holder 条 件 、 解 析 函 数 

81(2) =e (2) ze 

在 单位 圆 上 适合 边界 条 件 Reg (2) =r, FÆ, M Privaloff 的 定理 ,我 们 可 以 给 
函数 g (2) 在 单位 圆 上 找到 一 个 Holder 连续 模 ,然后 再 次 应 用 该 定理 ,就 找到 在 整个 
单位 圆 盘 上 的 Hilder 连续 模 。 


§15, Schauder 不 动 点 定理 的 证 明 


Schauder 不 动 点 定理 是 Brouwer 的 一 个 著名 定理 到 无 限 维 空间 的 一 个 推广 . 
Brouwer 定理 说 ,n # Euclid 空间 里 一 个 有 界 闭 凸 集 到 它 自 身 的 一 个 连续 映射 必 有 
一 个 不 动 点 ， 在 大 多 数 的 拓 村 学 课本 里 都 可 以 找到 这 个 定理 的 证 明 . 

` 因为 Schauder 不 动 点 定理 谈 的 是 Banach 空间 里 的 映射 ,让 我 们 先 回忆 一 下 这 
个 名 词 的 含义 

实数 域 上 的 一 个 线性 矢量 空间 是 一 些 元 素 ( 称 之 为 点 ) 的 一 个 集合 ， 它 们 可 以 相 
加 ,可 以 和 实数 相 乘 ,并 且 这 两 个 运算 遵守 通常 算术 里 的 规律 。 更 确切 地 说 , 若 *, > 
z,.… 表 示 这 个 空间 里 的 元 素 而 h u, n … 表 示 实 数 , 我 们 要 求 ，1) # 十 ?一 ?十 2%; 
2) e+ (yt2)=(*+¥) +2; 3) 有 一 个 元 素 0, 它 适 合 x+0=x; 4) HBX +y=0 
对 于 每 个 有 唯一 的 解 〈 记 为 一 2 5) Let y) = de thy 6) Atma Het 
ux; T) 4h(ux) 二 (hn)x; 8) 1% 一 “如 果 对 于 每 一 个 元 素 * 指定 那样 一 个 实数 jx|1: 
jxf>0,4 ERĂ #=0 Bt Jr] =0; [ael= [Al fel; e+ ol S12] + Lol, RRE 
性 空间 为 赋 范 的 ， 在 一 个 赋 范 空间 里 ， 两 个 元 素 * 和 »》 之 间 的 距离 被 定义 为 |* 一 
yj， 如 果 |%; 一 *| >0, 则 称 元 素 序列 {%*») 收 全 于 元 素 x*。 这 个 空间 里 的 一 个 集合 4 
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叫做 闲 集 ,如 果 4 里 每 一 个 元 素 序列 {*x} 收 敛 于 里 的 一 个 元 素 x, 即 1xn 一 “| 
0,* RF. 

如 果 每 一 个 Canchy 序 列 都 收敛 , 即 , 对 于 每 一 个 那样 的 元 素 序 列 {*n): [41 — A ml 
>0, 当 m,n->o%, 都 有 一 个 元 素 * 适合 |*, 一 *1->0, 则 称 赋 范 矢量 空间 为 完备 的 ,或 
称 之 为 一 个 Banach 空间 . 

由 一 个 Banach 空间 双 到 另 一 个 Banach 空间 或 到 实数 域 上 的 映射 (或 函数 ) 叫 
做 连续 的 ,如 果 自 变 元 的 充分 小 改变 引起 函数 值 的 任意 小 的 改变 . 

Banach 空间 里 的 元 素 的 一 个 集合 4 叫做 是 的 ,如 果 它 包含 着 连结 属于 它 的 任 两 
个 点 的 直线 段 ,确切 地 说 ,如 果 * Ay 4 BAIR AS 0, eH 0 是 适合 4+4=1 的 
CR MIRA lx + uy 的 一 切 元 素 都 属于 4. 

Banach 空间 里 元 素 的 一 个 集合 4 叫做 列 紧 的 , 如 果 4 里 的 元 素 的 每 一 个 无 穷 
序列 都 包含 着 一 个 收敛 于 4 的 一 个 元 素 的 子 序 列 . 

it 4 为 Banach 空间 里 的 元 素 的 任 一 个 集合 。 它 被 包含 在 某 个 闲 册 集 里 ， 璧 如 
说 在 整个 空间 里 。 因 为 任意 多 个 闭 凸 集 的 交集 显 见 仍 是 一 闭 凸 集 ， 所 以 存在 着 包含 
AGB NAH 了; 称 之 为 4 的 凸 党 ,特别 是 ,如 果 4 是 由 有 限 多 个 点 组 成 的 , 那 末 
4 的 凸 帝 就 处 于 Banach 空间 的 一 个 有 限 维 子 空间 里 , 并 且 可 以 认为 是 Euclid 空间 
里 的 一 个 有 界 闭 凸 集 . 

现在 设 4 是 Banach 空间 罗 的 一 个 闭 凸 集 , 并 设 E 4 到 它 自身 的 一 个 连续 的 
但 不 必 是 线性 的 映射 . Schauder 不 动 点 定理 断言 ,这 个 映射 必 有 一 个 不 动 点 . 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 首先 构造 一 个 辅助 的 映射 5, 它 把 4 连续 地 映射 到 4 的 
一 个 有 限 维 的 闭 凸 子 集 里 2 ,并 且 对 于 4 里 的 每 一 个 * 有 附加 性 质 

|S (#) —*] <€, 
其 中 上 是 一 个 预先 指定 的 正 数 ， 
这 个 构造 可 如 下 进行 ， 我 们 能 够 在 4 里 找到 一 个 有 限 的 点 列 


Xi, Xa, tt, XN (45) 


要 它 对 于 4 里 每 一 个 “， BER rL Se 对 于 某 个 / 值 成 立 ， 实 际 上 , 设 4 为 
A 里 的 任 一 点 ,如 果 所 有 其 余 的 点 和 2 的 距离 都 不 超过 二 ， 那 未 我 们 的 工作 就 完成 


D 我 们 在 这 里 说 到 Bavach 空间 里 的 一 个 有 限 维 集合 时 意 恩 是 包含 在 一 个 有 限 维 于 空间 里 的 一 个 集合 。 
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了 .不然 , 就 会 有 一 个 适合 1xi 一 za|> Se 的 点 a WREE 4 的 一 切 点 都 和 xi 或 
Hv, 的 距离 者 小 于 了 6, 那 末 在 4 里 还 会 有 一 个 xs BEA lS E [ea 


zal ate, 如 此 继续 下 去 ， 我 们 就 作出 了 序列 (45)。 注意 这 个 过 程 在 有 限 多 步 之 后 
必然 要 中 断 , 因 为 否则 我 们 将 会 得 到 属于 4 的 一 个 那样 的 无 穷 点 列 , 其 中 任何 两 点 的 
距离 都 大 于 也 <. 这 样 的 一 个 序列 是 不 会 包含 收敛 的 子 序列 的 ， 这 就 和 4 的 列 紧 性 
发 生 了 矛盾 , 

造 出 了 序列 (45) 之 后 ,我 们 对 于 4 里 的 * 定义 


1 
Ir-r; ”车 1* 一 *j| < 了 


At) 一 1 一 1z 一 二 | FEl aE, 
0 车 1x 一 “>6 
(2) = I) 


2) 


v=] 
x 
S(x) = SOA, (#) ay, 
i=l 
易 见 映射 S (z) 是 连续 的 ， 它 把 4 BUN C45) NE 4 上 .而 且 ,由 于 4>0, 
N 
Lody= 1 A — 4 LSE 时 为 (*) 一 0, 我 们 看 出 


je] 


N 
|#—S(%) |=] 54,(%) *—S(%) 
j=) 


N 
<A, (%) | 4— z <E, 
j=l 


其 次 考虑 联合 映射 ST. 它 把 4o( 点 集 (45) 的 凸 党 ) 连 续 地 映射 到 自身 .由 Brouwer 
理 知道 这 个 映射 有 一 个 不 动 点 ». 于 是 我 们 有 SIT) =» AIT (9) —I<e 
由 前 边 的 结果 得 知 ， 对 于 每 一 个 n RIEBE 4 里 找到 一 个 点 In 使 得 


WL) 一 ya 过 二， 由 于 和 是 列 紧 的 ,所 以 有 子 序列 yy}, 它 收敛 于 4 里 的 一 个 点 
y. 由 映射 的 连续 性 而 知 
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T(y)=limT (yn) =» 
这 个 点》 就 是 所 要 找 的 不 动 点 . 
Schauder 不 动 点 定理 还 有 一 个 更 一 般 的 形式 , 它 断 言 ,由 Banach 空间 里 任何 一 
个 闲 凸 集 到 它 自己 的 一 个 列 紧 子 集 的 一 个 连续 映射 必 有 一 个 不 动 点 ， 通 过 证 明 任 一 
列 紧 集 的 凸 沉 是 列 紧 的 , 我 们 可 以 由 上 述 结果 证 明 这 个 论断 。 Tychonoft 曾经 证 明 
过 一 个 更 一 般 的 结论 > 


D BBN Dunford 与 Schwartzr1]，458 页 。 


第 五 # 


两 个 自 变 量 的 双 曲 型 微分 方程 
引 言 


以 下 两 章 讨 论 关 于 波 的 传播 的 双 曲 型 方程 ， 在 本 章 中 论述 关于 两 个 自 变 量 *,? 
Rt MM PHS PRB Ry 以 强调 指出 上 是 时 间 变 量 ) . 第 六 章 将 论 
述 多 于 两 个 自 变 量 的 问题 。 为 了 统一 起 见 , 对 于 在 第 三 章 中 已 经 接触 过 的 一 些 题材 ， 
有 必要 稍 加 改变 地 重复 叙述 一 下 . 

根据 研究 这 一 问题 的 历史 发 展 程序 ", 在 本 章 的 开头 将 讨论 单个 的 双 曲 型 方程 ， 
特别 是 二 阶 的 .但 后 面 将 着 重 讨论 双 曲 型 微分 方程 组 ,尤其 是 一 阶 的 方程 组 ， 这 不 
仅 使 讨论 更 一 般 和 更 简练 ,而 且 也 直接 联系 许多 物理 问题 , 因为 这 些 物 理 问 题 往往 是 
用 这 种 方程 组 表示 出 来 的 . 

主要 的 结果 是 ， 这 里 将 把 两 个 自 变量 的 双 曲 型 方程 的 初 值 问题 也 像 常 微分 方程 
问题 那样 完整 地 加 以 解决 ， 因 为 这 种 方程 的 解 可 用 迁 代 法 构造 出 来 , 和 对 党 微分 方 
程 所 用 的 方法 十 分 相似 ， 

在 第 一 、 二 、 三 章 中 讨论 过 的 特征 概念 ， 在 双 曲 型 问题 的 论述 中 不 仅 对 二 个 自 
变量 的 而 且 也 对 多 个 自 变量 的 情形 起 着 决定 性 的 作用 ( 见 第 六 章 )。 我们 先 温习 一 下 
以 前 对 二 个 自 变量 的 特征 的 讨论 并 加 以 补充 , 然 后 把 这 个 理论 用 于 求解 基本 的 初 值 
问题 . 

特征 曲线 C 具有 如 下 的 一 些 性 质 , 这 些 性 质 中 的 每 一 个 都 可 用 作 特 征 的 定义 ( 参 
阅 第 一 、 二 、 三 章 )， 

D 洛 着 特征 曲线 ,微分 方程 〈 对 方程 组 来 说 ,是 各 方程 的 线性 组 合 ) 表示 一 个 内 
微分 方程 ， 


1) 见 R Sauer [1). 
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La) 在 特征 曲线 上 的 初始 数据 不 能 随便 指定 ,而 必需 满足 协调 性 条 件 , 如 果 这 
些 数据 被 扩展 为 “积分 带 ” 的 话 ， 

2) 解 的 间断 点 〈 以 后 将 详 述 的 一 个 性 质 ) 除了 沿 特征 曲线 出 现 外 其 它 地 方 不 能 
出 现 . 

3) 特征 曲线 是 解 的 唯一 可 能 的 “分 枝 线 ”, 即 它们 是 对 于 同样 的 初 值 问题 可 以 有 
若干 解 通过 的 那 种 曲线 ， 

对 于 一 阶 拟 线性 微分 方程 组 ,初始 数据 或 “Cauchy 数据 ”就 是 未 知 函数 在 初始 曲 
线 上 的 数值 。 第 一 个 性 质 是 由 以 下 的 基本 事实 得 来 的 ， 一 个 方向 叫做 在 了 点 的 特 
征 方向 ,如 果 存 在 着 微分 方程 间 的 一 个 线性 组 合 , 对 于 这 个 组 合 , 所 有 未 知 函 数 在 点 
PP 处 都 只 在 这 个 方向 上 可 微 ( 如 果 一 个 方程 组 能 用 另 一 个 线性 的 等 价 方程 组 代替 ,这 
个 等 价 方程 组 中 的 每 个 微分 方程 在 每 个 点 处 都 含有 只 在 一 个 “特征 ”方向 上 的 微分 ， 
那 末 原 来 的 那个 方程 组 就 是 双 曲 型 的 ). 对 于 双 曲 型 方程 组 来 说 , 第 二 和 第 三 个 性 质 
也 可 由 方程 的 特定 形式 得 出 ， 

我 们 将 看 到 ， 单 个 的 高 阶 微分 方程 的 初 值 问 题 总 可 以 化 为 具有 特别 选 定 的 初始 
条 件 的 一 阶 微分 方程 组 的 问题 (参阅 第 一 ES. 虽然 如 此 ,我 们 还 是 要 先 扼 要 地 
讨论 一 下 单个 的 微分 方程 ,主要 是 二 阶 的 ,而 不 化 为 方程 组 (读者 若 主要 关心 理论 的 
系统 叙述 ,可 略 去 8$1 中 的 许多 细节 ) . 


§ 1. 关于 主要 是 二 阶 的 微分 方程 的 特征 


1. 基本 概念 。 拟 线性 方程 
考查 拟 线 性 二 阶 微分 算 子 
L[u]=ar+bs+et (1) 
和 微分 方程 
L[u]+d =ar +bs+ct+d=0, (2) 
其 中 F = Ugg, S= yy, t= iy, 
而 a,b,c,d 是 所 论 域 中 量 ,2 u, p=, qu, HEARR (总 假定 方程 中 出 现 的 所 
有 函数 及 导数 都 是 连续 的 ,除非 有 相反 的 说 明 ). 
像 在 第 二 章 一 样 ,我 们 由 初 值 问 题 开始 ,将 初始 带 扩展 为 积分 带 ， 我 们 赴 义 一 阶 
带 C 如 下 参数 4 的 两 个 函数 * 二 XX(%) 和 2 一 (4) 确定 *, > 平面 上 的 一 条 曲线 
Co 它们 和 函数 =U ORTE x, y, u 空间 里 确定 一 条 “在 COZ LE” HRC. H 
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于 曲线 C 的 平面 由 两 个 附加 的 函数 PAR QA) 确定 (具有 以 了, Q, 一 1 为 方向 数 
的 法 线 ) ,这 二 函数 满足 成 带 关系 ” 

U=PX+QY, (3) 
它 表示 曲线 -Co。 和 切 平面 是 平行 的 (这 里 字母 上 边 的 点 表示 对 参数 1 求 导 ), 我 们 始 
终 假定 

X24 P20, 
如 果 我 们 让 C 上 的 U, P,Q 和 已 给 曲面 u(%*, ?>) 在 C。 上 4, p,9 的 值 等 同 起 来 , 即 
O(a) =u(X(A), Y (4)), PO) =u, (XA), Y )), QA) =u (XA), Y (4)), 那 末 曲面 
u(x, y BRS TBR Cu 上 的 这 样 一 条 带 Ci2， 对 于 曲面 <(*,y) 上 的 一 条 带 , 当 意 
义 不 致 于 含混 时 ,我 们 把 0D, P, 8 (及 X, OBR 4, Pp,9( 及 x, y). 

E x, y 平面 上 的 基线 Co 用 关系 式 $(*, 9) 一 0 表示 常常 是 有 用 的。 假定 *,> 
平面 上 的 曲线 Co (同样 ,也 假定 曲面 “一 “(*, y) 上 的 曲线 Co) 划分 出 两 个 区 域 <0 
及 >o, RLRE t=) 是 一 条 正则 曲线 , 即 % 和 ty 不 同时 为 0. 

进一步 我 们 用 三 个 附加 函数 RO), SC), TO) 来 定义 二 阶 带 Cs, 这 三 个 国 数 对 
应 于 通过 Ci 的 曲面 <(*, ?) 的 二 阶 导数 ”,s*, /并 满足 成 带 关系 

P= Ri+ SF, OQ=52+T7. 

对 于 微分 方程 (2) 的 基本 初 值 问题 ”可 叙述 如 下 ， 给 定 一 条 一 阶 带 C1, 求 (2) 的 
Au, 2) 使 得 曲面 <(%, ?) 包 含 带 C1， 当然 要 假设 确定 C1 的 的 诸 国 数 具有 一 阶 
的 连续 导数 ,如 果 需 要 的 话 ,也 假设 它们 具有 高 阶 的 连续 导数 . 

我 们 不 立即 针对 初 值 问题 来 讨论 ,而 提出 如 下 稍 宽泛 的 问题 ， 关 系 式 (3) 和 (2) 
允许 我 将 已 给 带 Ci 唯一 地 扩展 为 满足 (2) 的 带 Cs 吗 ? 这 样 的 带 Ca 叫做 积分 带 ， 

把 对 于 积分 带 C 的 关系 式 写 成 

太一 7 全 十 SI G=stt+ty, 
我 们 得 到 关于 沿 Ci 的 ”~ st 的 三 个 方程 的 线性 方程 组 ， 
ar+bs+ct=—d, 
zr + ys= p, (4) 
D 成 带 关 系 (3) 说 明 积分 曲面 (wy) 含 有 这 条 带 
2) 像 第 二 章 那 样 , 由 两 个 自 变量 ry RAKES x yu 空间 的 解 ， 莲 和 特征 是 有 用 的 。 但 是 我 们 将 集中 精 


力 于 自 变 量 r, y 的 平面 上 , 而 把 ryu 空间 的 带 或 曲线 看 成 是 ny 平面 上 附 有 up,9,……* 等 值 的 曲线 。 
在 上 下 文清 楚 的 时 候 , 我 们 可 以 根据 方便 随意 采用 这 些 定义 中 的 一 个 。 
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Est Ft=9. 
结果 ,对 于 C1 的 每 个 点 有 如 下 的 二 择 一 情况 ， 或 者 对 于 Cu 上 的 每 个 点 了 有 


a b c 


Q=ż ý 0 say?— bry +ct? £0, 


0 tý 
在 此 情形 下 ，C; 叫做 自由 带 ,并 且 沿 Cy 的 二 阶 导数 ~, % 上 由 带 CL 及 微分 方程 唯一 
地 确定 ;或 者 在 Co 的 某 个 点 卫 处 有 

Q=aj?—biý+ci’=0, (5) 
ERARA P ab ANF AE “RERE” BRE, RINER ARER 一 个 特征 

以 下 假定 ,或 者 所 考虑 的 整个 带 是 自由 的 ,或 者 它 只 由 特征 元 素 组 成 ， 在 第 二 种 
情形 下 的 带 叫做 特征 带 ( 参 阅 第 三 章 §2). 

车 C1 是 自由 的 , 即 车 沿 Co 处 处 有 Q 关 0, 则 积分 带 Cs 是 作为 Ci 的 扩展 而 唯一 
确定 的 .再 者 ,将 (4) 微 分 ,我 们 看 出 沿 Co 的 高 阶 积分 带 也 都 是 唯一 确定 的 ， 例 如 ， 
对 于 三 阶 导数 “w sw ty, 我 们 得 到 三 个 方程 ， 

ar,+bs, + cty=—a,r—b,s—c,t—d,, 
irg t ¥Sy=F, 
ist Ft =, 
它们 的 右边 是 已 知 的 而 它们 的 左边 具有 不 等 于 0 的 行列 式 Q. 

HG Cy, 8 三 0, 即 若 一 阶 带 C1i 完全 由 特征 元 素 组 成 , 则 行列 式 (5) 等 于 0 表示 ; 
系数 只 依赖 于 *, y, u, P, 的 方程 组 (4) 的 左边 三 式 之 间 有 线性 关系 ,因此 在 (4) 的 右 
边 三 式 之 间 也 有 线性 关系 . 沿 着 C1, 这 个 关系 表示 一 个 超出 成 带 关系 (3) 之 外 的 关于 
P,9 的 新 条 件 , 若 能 将 一 阶 带 C1 扩展 为 二 阶 的 积分 带 C2, 这 个 新 条 件 是 必需 满足 的 . 
我 们 把 这 种 一 阶 带 C1 叫 做 特征 带 ; 把 负荷 着 这 个 带 的 曲线 Co 叫做 *, y, u 空间 的 
特征 曲线 ,而 把 Co 的 投影 Co 叫做 特征 基线 ,或 就 叫做 *, ?平面 上 的 特征 曲线 . 

沼 着 被 蔡 和 人 二 阶 积分 带 中 的 特征 带 C1, 二 阶 导数 7,s,t 不 是 唯一 确定 的 , 但 相差 
的 上 只 是 加 了 一 个 (4) 的 相应 齐 次 方程 组 的 任意 解 。 

BERN REP C1 是 自由 的 ,在 此 情形 下 ,如 时 给 出 了 “, P 9, MOR) 
一 地 决定 了 “在 C1 上 的 三 阶 导数 及 高 阶 导 数 ;或 者 C1 FERRER O 
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ORC Ag RA AA, LRN RAE AOL Re RY 
$C. RRR ip, ENHE C, MCRAE 
例如 , 考虑 线性 微分 方程 y= 0 MA =i, y=0, w= 二 的 (是 常数 ) P= 二 和 q= 
JQ) 给 出 的 带 C1， 这 条 带 上 所 有 的 点 都 满足 (5), 而 沿 着 这 条 带 , 方程 (4) 蕴含 着 
4 二 0， 所 以 , 车 能 把 这 条 带 扩 展 为 积分 带 ， 它 就 必需 服从 进一步 的 限制 ，? 一 常数 . 
换 名 话说 ,在 所 有 元 素 都 满足 (5) 的 许多 带 中 ,只 有 平面 带 是 特征 带 ， 
特征 条 件 也 能 用 如 下 的 针对 带 Ci 的 基 流 形 A, y) =0 (684+ $540) 的 论断 (这 
种 论断 可 推广 到 = 个 自 变量 的 情形 ) 而 得 出 ( 见 第 一 章 附 录 § 1 和 第 三 章 82 ). 一 
个 作用 于 4 的 二 阶 微分 算 子 ,如 果 它 在 曲线 C。 上 能 够 用 描述 带 Ci 的 量 表示 出 来 ,我 
们 就 把 它 叫做 沿 C1 的 内 微分 算 子 ,或 在 内 的 算 子 。 例如 wy 就 是 在 带 * 一 y= 
0,4=0,P=0,9=f (4) E-NR EDAMI RAK, AA wy 一 9. 
现在 提出 问题 ， 带 C; 应 满足 什么 条 件 才 能 使 拟 线性 算 子 (1) 是 一 个 沿 C1 的 内 
算 子 ? 回答 是 ， 沿 C 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 特征 条 件 
Qh, p) Eads + bby hy + 6b5=05 (6) 
xe QC, 6) EAT“ AEB”. 
W: BARER =p, >) 及 4 二 加 (4, y REX 及 >, ERIC YY) Sa 
滞 C1 引信 的 参数 相同 而 $ 是 引 向 C1 之 “外 ”的 变量 。 则 对 于 任何 函数 ur, y), 
lipy = Ugg hs + 2 UgyPyWy + Uyy We + Ughuy + yng 
Ugy = Ugg Pyhy + ugy Pepyt pypr) + Lyy yxy t ghey + UyWay, 
Uyy = Ugg h3 + 2 UgybyWy + Uyy + ughyy + by Pyy, 
- Abb. FOO VRR KA O 的 极 型 (参考 卷 I 第 一 章 §1 ,4) 则 
L[u] =uggQ($, H) +2 ugyQ ($, P) + apy WP, W) HUELE] +uL]. (7) 
沿 着 C1, AT y= 求 导 表示 内 求 导 ,而 关于 6 的 求 导 表 示 C1 的 外 向 求 导 (参考 第 二 
BME 28D. WHC, 函数 4 及 4 的 一 阶 导数 是 知道 的 ,所 有 的 二 阶 导 数 可 由 那些 
一 阶 导数 关于 %*= 微分 而 得 到 ,所 以 也 是 知道 的 因此， LE] 中 包含 不 在 C1 内 的 
二 阶 导数 的 项 只 是 ugsQ($,$)、 所 以 在 $= 二 0 E, p) =0 是 决定 LH] A 内 算 子 
的 必要 且 充 分 的 条 件 . 
我 们 现在 考虑 微分 方程 (2) 
L[u]+d=0. 
又 立即 得 知 下 列 二 择 一 情况 ,或 者 对 Ci 的 每 个 点 Q($, 和 天 0, 这 时 外 向 导数 wz 以 及 
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随 之 所 有 的 二 阶 导 数 沿 着 Ci 都 是 唯一 确定 的 ; 或 者 在 Ci 的 一 个 点 P 处 Q($, 4) 
二 0, 则 在 此 点 处 微分 方程 (2) 表 示 对 于 带 的 诸 量 的 一 个 附加 条 件 。 若 假定 带 C1 是 已 
知 的 (因而 沿 曲线 Co u 的 一 阶 导 数 是 已 知 的 ) LE C 上 处 处 有 QC, p) =0, 则 此 新 
条 件 具 有 对 于 量 ug =" (ED Y=) 的 函数 ) 的 常 微分 方程 的 形式 , 即 
2 KQ, p) HELP] +: =, (8) 
这 里 加 号 后 面 的 几 个 点 表示 在 带 上 为 已 知 的 那些 项 . 
显然 ,特征 条 件 (6) 和 (5) 是 等 价 的 .事实 上 ,因为 


$-t + byV=0, 
即 
be Ž 
by P 


所 以 除去 一 个 因子 外 , (6) 的 左边 与 (5) 的 左边 是 一 致 的 . 

特征 带 C, 只 能 在 使 

4ac—bh?<Q 

的 域 上 存在 ,否则 实 的 比值 并 :了 (或 和 :9g) 不 能 满足 方程 (5) (或 (6))。 

回忆 一 下 如 下 的 定义 ， 微 分 算 子 auzs 十 busy 十 cuyy 在 五 维 的 *, y, u p,q 空间 
的 点 Pa C, ,up,9) 处 是 双 曲 型 的 ,如 果 在 该 点 处 

4ac—b? <0, (9) 

( 见 第 三 章 ,8 21). 同样, 此 微分 算 子 称 为 在 曲面 “= w(z, y) 上 是 双 曲 型 的 ,如 果 曲 
面 上 的 每 个 点 都 满足 条 件 (9)。 自 然 ,如 果 条 件 (9) 对 于 五 维 *, y,4, 7,9 空间 的 一 个 
A P RL BREF P 的 一 个 适当 选取 的 邻 域 也 成 立 . 

下 面 我 们 总 假定 微分 算 子 在 所 论 诸 点 处 是 双 曲 型 的 . 

若 微 分 算 子 是 线性 的 , 则 双 曲 型 性 质 只 依赖 于 *, y 而 不 依赖 于 4, P, 9。 特别 是 ， 
特征 基线 Co 是 不 依赖 于 4, p, 9 而 由 微分 算 子 确定 的 . 

最 后 ,着 重 指出 如 下 的 重要 事实 ， 对 于 微分 方程 (2) 的 特征 条 件 在 自 变量 *, ?的 
EAP TEI. 

这 可 由 下 列 事实 立即 推出 ， 特 征 条 件 是 使 元 z] 在 C! 上 是 内 算 子 的 必要 且 充 分 
的 条 件 。 为 得 出 一 个 形式 上 的 证 明 , 把 *, > 变换 为 所 n, 这样 就 有 

Alyy + ditzy + Cuyy+ d = ogg + Big + Yung + Ò, 

其 中 右边 的 系数 是 5,7,4, ue, u 的 函数 ， 于 是 ,容易 验证 
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api + bbaby + chs =agit Poepy t+ yoh. 

由 此 可 得 到 上 述 结论 . 

2. 积分 曲面 上 的 特征 

到 此 为 止 , 我 们 一 直 限 于 研究 沿 着 带 的 各 个 变量 ， 现在 我 们 来 考查 整 张 的 曲面 
J u=u(x, y), 假定 这 曲面 是 方程 (2) 的 一 个 积分 曲面 。 沿 着 这 样 的 一 个 积分 曲面 ， 
不 仅 “ x My HE MR, MH P=4.,9=4, AURRE a, b,c, d 也 都 是 x 和 ?的 
BARA. REBARA OK RAR (9) ETL AY, BN (2) 2 A, ABE 
特征 条 件 


ay? —bay+cx*=0 


CARESS ME EHS 


=C1, Seal 
HRRERS hE LA aS A Tl SP Eh Be RA. 我 们 即将 看 到 ,引入 


这 两 个 曲线 族 作 为 参 变 曲线 会 大 大 简化 求解 微分 方程 的 问题 . 

在 椭圆 型 的 情形 中 ,4 ac 一 ?>0, 没有 这 种 特征 曲线 ， 在 抛物 型 的 极限 情况 中 ， 
4ac 一 妃 一 0, 这 两 个 特征 曲线 族 合 而 为 一 . 

特征 带 是 积分 曲面 的 仅 有 的 分 枝 带 。 分 枝 带 就 是 这 样 的 带 ， 沿 着 它 有 两 个 不 同 
的 积分 曲面 互相 楼 触 , 在 接触 的 地 方 它们 有 相同 的 号 p, g 值 , 而 有 些 高 阶 导 数 则 不 
相同 。 在 非特 征 带 上 , 所 有 二 阶 导数 (以 及 所 有 存在 且 连 续 的 高 阶 导数 也 一 样 ) 都 是 
唯一 确定 的 。 所 以 分 枝 带 必 须 是 特征 带 . | 

如 果 一 个 微分 方程 是 椭圆 型 的 , 积分 曲面 不 能 有 分 枝 带 。 如 果 再 假定 这 个 微分 
方程 是 解析 的 ,并 且 沿 着 积分 曲面 上 每 个 带 ， 任意 阶 导数 都 是 唯一 确定 的 , 自然 我 们 
会 狂想 这 个 椭 回 型 方程 的 每 个 这 种 解 必定 也 是 解析 函数 ， 这 个 结果 的 证 明 将 在 本 章 
附录 1 中 给 出 (也 可 参阅 第 四 章 $7)， 这 里 我 们 只 提醒 一 下 ,分 枝 带 的 出 现 意味 着 方 
程 有 非 解析 解 . 

再 一 次 考查 特征 条 件 (6))Q= adi + bhaby +63=0, 1k 8 a, b,c 在 积分 曲面 了 上 
Ex 和 》 的 已 知 函 数 ， 把 (6) 看 作 偏 微分 方程 , 设 由 是 它 的 一 个 解 。 我 们 已 经 知道 


D 我 们 又 一 次 对 了 上 的 空间 曲线 象 对 它们 在 ry 平面 上 的 投影 一 样 , 随便 使 用 了 “特征 曲线 ”这 个 名 称 ， 
特别 是 对 于 线性 微分 方程 ,我 们 多 半 是 对 平面 投影 说 的 ,因为 它们 是 固定 的 而 且 不 依赖 于 解 。 
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4=0 表 示 7 上 一 特征 曲线 显然 , 若 由 是 (6) 的 一 个 解 ， 则 4 减 去 一 个 常数 也 是 (6) 
的 解 ,因此 曲线 族 $ 二 常数 中 所 有 曲线 都 是 J 上 的 特征 曲线 . 反之 , 若 $= 常数 是 这 
种 特征 曲线 族 , 则 函数 $ 满足 那个 作为 偏 微分 方程 来 看 待 的 方程 (6) . 

微分 方程 uy 二 0 就 是 一 个 明显 的 例子 。 特征 条 件 为 $spy 二 0。 任何 Oo, MRE 
只 是 * 的 函数 或 者 只 是 > 的 函数 , 就 满足 这 个 条 件 。 这 说 明 直 线 *= 常 数 及 y= 
常数 ”是 特征 基线 . 

3. 特征 线 是 间断 性 的 曲线 ， 波 前 .间断 性 的 传播 . 

我 们 已 经 介绍 了 特征 线 是 积分 曲面 上 可 能 有 的 分 枝 曲线 , 沿 着 它们 , 4 的 某 些 导 
数 具 有 间断 性 。 本 小 节 中 论 及 一 件 值得 注意 的 事 ( 它 将 在 后 面 (例如 第 六 章 §4) 以 更 
一 般 的 形式 来 讨论 ) ;这 种 闻 断 性 的 跃 度 大 小 为 一 个 沿 特 征 曲 线 的 一 阶 常 微分 方程 所 
控制 . 

在 这 里 我 们 就 二 阶 导 数 为 间断 的 情形 来 描述 这 种 传播 现象 . 

设 C 是 由 p(x,》)=0 给 出 的 曲 线 并 且 划 分 出 域 A> RH O<034 u(x*,y) 在 这 
两 个 域 上 都 是 微分 方程 (2) 的 解 ,而 且 4 和 它 的 一 阶 导数 跨 过 C 时 是 连续 的 , 但 4 的 
“外 ”二 阶 导 数 跨 过 C 有 时 出 现 间断 ， 不 过 , 内 导数 沿 着 %=0 在 下 述 意义 下 保持 连续 ， 
如 果 , 象 前 面 一 样 ,4= 和 ”7=$ 是 积分 曲面 /上 C 的 邻 域 里 的 坐标 ,其 中 4 是 C 上 
的 参数 , 那 末 u, Pp, 9 关于 4 的 一 切 导 数 路 过 C 时 保持 连续 . 

用 [fj 表示 在 $ 值 增 大 的 方向 跨 过 C 时 函数 f 的 跃 BE. 根据 假设 ,xx 是 连续 
的 ,并 且 它 的 用 wzspy 一 uzy$z 给 出 的 内 导数 (参考 第 二 章 8 1) 是 连续 的 ,用 Lsy$ 一 
Uyy Pe 给 出 的 的 内 导数 也 是 连续 的 .对 于 各 个 跃 度 有 两 个 关系 

[use lpy— [Yay ]o.=0, 
[uzy by — [Hy ]o2=0, 
由 此 立即 得 知 , 对 于 某 个 比例 因子 *, 有 
[was] 王 <g#， [Uayl=Kbsby, Cuy] =H 。 

(立即 可 知 < 一 [xzgg])。 

现在 我 们 在 两 个 点 Pi 及 忆 处 来 萎 虑 微分 方程 (2). 


只 
这 两 个 点 在 J 上 曲线 C 的 两 侧 。 把 所 得 到 的 两 个 方程 相 Bor j 
R HS Pi 及 P 收敛 于 C 上 的 点 PCR 23)，、 连 续 的 项 等 "a 
于 0 ,于 是 有 23 


alu, | + busy] + cLuyy |= 0, 
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或 者 ,根据 上 面 的 结果 ,消去 因子 «, 得 
ap + bpspy + chy—=Q($,$)=0, 、 
这 正 是 特征 关系 .因此 ,肯定 地 说 , 上述 类 型 的 间断 性 只 能 沿 着 特征 曲线 出 现 . 
从 物理 上 来 解释 ,我 们 把 > 一 : 作为 时 间 而 把 解 x(*, BRR E”, 或 者 就 作为 
随时 间 :在 * 空间 变化 的 一 个 量 ， 如 果 这 个 波 沿 着 特征 A, 1) 二 0 有 间断 性 ,设想 
$ 二 0 以 形式 * 二 x() 解 出 , 则 有 


那 示 ,我 们 可 把 .+ 平面 中 的 间断 性 的 曲线 =-0 解释 为 具有 间断 性 的 点 < 在 * $h 
上 随 着 时 间 “和 速度 移动 而 走 过 的 路 径 . 


比例 因子 < 是 间断 性 的 量度 , 它 有 着 下 列 值得 注意 的 性 质 ， 沿 着 特征 C, 因子 < 
WELT MA TE, M 
ak, + Br=0, (10) 
其 中 系数 a 及 8 由 . 
a=2Q(p, p), B=LL$]+Qg(4, 9) 
AH. 
为 了 证 明 这 个 性 质 , 我 们 将 方程 LLw]+4=0( 其 中 上 是 由 (7) 给 出 的 ) 对 微分 
并 做 成 跃 度 的 表达 式 ， 只 有 包含 对 由 的 二 阶 或 高 阶 导 数 的 那些 项 出 现 . 记 住 在 C 上 
QC, >) 二 0, 我 们 就 得 到 关于 * 的 微分 方程 (10). 
这 个 结果 表明 , 沿 着 所 考虑 的 * 轴 上 的 那 一 段 ， 间 断 性 因子 或 者 到 处 不 为 0, 或 
者 处 处 为 0. 
以 上 讨论 的 间断 性 出 现在 二 阶 导 数 中 或 高 阶 导数 中 .微分 方程 本 身 的 意义 排除 
了 在 一 阶 导数 中 有 间断 性 。 不 过 , 在 $9 中 我 们 将 推广 解 的 概念 使 得 许可 有 这 种 间 
断 性 或 其 它 种 间断 性 。 事实 上 , 在 一 阶 导 数 中 的 间断 性 能 够 沿 着 任 一 条 自由 曲线 C 
造 出 来 。 我们 可 用 多 种 不 同 的 方式 将 C 扩展 为 带 Ci。 然后 ( 见 本 章 §5 及 86 ) 我 们 
就 能 解 出 对 应 的 初 值 问题 ,并 可 将 C 一 方 的 一 个 解 与 C 另 一 方 的 任 一 解 连接 起 来 ,就 
得 到 广义 解 u, 它 是 连续 的 并 且 跨 过 C 时 一 阶 导 数 是 间断 的 . 
一 阶 导数 的 间断 性 已 为 微分 方程 本 身 的 意义 所 排除 .要 使 广义 “ 解 " 跨 过 (自由 ) 
曲线 C 时 保持 连续 但 有 不 连续 的 导数 却 是 一 种 无 意义 的 推广 。 aa Ree 总 可 以 用 
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下 述 方法 作出 ,在 C 的 两 侧 考 虚 不 同 的 解 w 及 ww,， 对 于 这 二 解 通过 C 的 初始 带 Ci 
及 Cs 是 不 同 的 带 . 例如 ,在 方程 为 ww 一 san 一 0 曲线 C 为 ?=0 的 情形 中 ,对 ?之 0 时 
Ru=0 而 对 ><0 hti u= y, 

但 在 § 9 中 我 们 还 要 定义 “ 弱 解 ”来 给 解 的 概念 作 一 个 并 非 无 意义 的 扩充 ， 这 种 
解 可 以 有 间断 的 一 阶 导 数 , 并 且 在 那里 特征 仍然 以 可 能 具有 间断 性 的 唯一 所 在 而 区 
分 出 来 

在 线性 微分 方程 的 情形 中 , 特征 作为 间断 性 曲线 的 这 种 独特 的 性 质 即 使 对 于 
本 身 的 间断 性 也 是 有 用 的 。 在 所 有 这 些 情形 中 , 我 们 将 对 这 种 问 断 性 的 传播 寻求 形 
如 (10) 的 常 微分 方程 。 

4. 一 般 的 二 阶 微分 方程 

将 前 面 的 结果 推广 到 一 般 的 二 阶 微分 方程 

F(x, y, 4, p, 9,7, s,t)=0 (11) 
是 很 简便 的 ， 我 们 再 度 考 虑 x, y, u 空间 中 的 一 条 曲线 C， 假定 把 它 加 以 补充 使 之 成 
为 一 个 一 阶 的 带 Cl 或 二 阶 的 带 C:*。 BEC 是 一 个 积分 带 ， 即 对 应 的 基 *, y, 4, p, 
9,7, 5s, 满足 方程 了 一 0. 

解决 初 值 问题 的 第 一 步 是 把 初始 积分 带 C 扩展 为 三 阶 的 积分 带 Cs, 它 所 带 的 
量 , 对 应 于 满足 (11) 的 前 数 x(*, y) 沿 着 C 的 三 阶 导数 . 

我 们 可 用 如 下 的 方法 得 到 特征 条 件 ， 令 * 是 沿 曲 线 C 的 参数 , C 在 *, y 面 上 的 
投影 Ce 由 方程 $(*, 2) 一 0 给 出 ,引入 2 和 9 作为 基线 Co 邻 域 的 新 坐标 . 则 u(x, y) 
变 为 函数 UC, >), 并 且 写 

E(x, y, 4, P,9,7,8, D=GC, $, l, ua, Ug, Ura, Hag, Ugg), 
如 果 沿 着 初始 积分 带 Cs u 的 各 个 高 阶 导数 不 能 全 部 由 微分 方程 确定 ,特别 是 各 个 三 
阶 导数 不 能 由 微分 方程 确定 , 则 Cs 称 为 特征 带 。 如 果 沿 着 这 条 带 的 二 阶 外 导数 Ug 
能 由 微分 方程 G= 0 计算 出 来 , 即 若 微分 方程 可 写成 
ugg =g (À, b, U, Ur, Ug, Ura, Uag) 

的 形式 , 则 把 它 微分 之 后 就 得 到 三 阶 外 导数 ugg 并 且 显 然 用 它 可 得 到 沿 着 带 C, 的 
所 有 其 它 三 阶 导 数 ， 换 名 话说 ,如 果 Cuosz 关 0, MA Co 的 所 有 高 阶 导 数 都 能 确定 ,这 
时 ,Cs 是 自由 带 , 即 ,不 是 特征 带 ， 因此 , 对 于 特征 带 Ca 必需 满足 条 件 GL, =0. X 
个 "特征 条 件 ? 容 易 表 成 如 下 的 形式 ， 

F „ph + Febihy + F195 =0, (12) 
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可 用 稍稍 不 同 而 较 接 近 于 第 1 小 节 的 方法 , 由 算出 WA C 的 三 阶 导数 ， 
例如 算出 resw On, 来 导出 这 个 特征 条 件 ， 把 方程 ==0 对 * 微分 ,利用 缩写 符号 
{F} Er +E s +E pt Ey 
并 使 用 成 带 关 系 式 , 就 得 到 线性 方程 组 
Eyt Pssst Fity=—{ Edn, 
27x 十 Js 一 六 
sx 十 了 te 一》。 


对 这 个 方程 组 与 对 第 工 小 节 中 的 方程 组 (人 一 样 作 相同 的 考虑 ， 如 果 行列 式 


F, F, F, 


è ý 0 [=F —F ay + Fx 


0 zz ¥ 
PT O MERA Ca A NA LE Ca EAE AER. ULTRAM C 
LAA RAPA LARRY eR RRP SOBRE). 第 
个 条 人 表示 上 列 方程 组 的 右边 和 左边 满足 同一 个 纺 性 依赖 关系 .类 似 地 ,将 方程 了 
0 对 ?微分 就 得 到 第 二 个 条 件 . 
如 果 这 条 带 的 基线 由 $(*, ») = 一 0 给 出 , 则 特征 条 件 
Pry— FEY+ Fi?=0 l (12°) 
与 条 件 (12) 只 相差 一 个 因子 。 条 件 (12) 或 (12) 可 以 在 带 C: 的 一 点 处 为 实 比值 
一 种 :gs 或 安 少 所 满足 ,只 要 在 此 点 
4f,.F,—Fi<0, 
象 前 面 一 样 ,如 果 在 八 维 的 *, y, 4, Pp, 9, 7,s, ! 空间 的 一 点 处 有 强 不 等 式 
4 FF ,—Fi<0 aD 
成 立 , 则 称 微 分 算 子 在 该 点 处 是 双 曲 型 的 。 若 (13) 在 一 个 二 阶 带 上 或 一 个 曲面 
u(x, 2) 上 处 处 成 立 , 则 称 微 分 算 子 F 在 该 带 上 或 该 曲面 上 是 双 曲 型 的 . 
象 特殊 的 拟 线性 微分 方程 的 情形 一 样 , 必需 注意 在 已 给 积分 曲面 上 的 特征 条 件 
可 看 作 是 关于 史 的 一 阶 偏 微分 方程 , 而 特征 曲线 则 是 由 整个 解 族 % 王 常数 组 成 的 . 
5. 高 阶 微分 方程 
在 讨论 函数 ur, y) 的 nt 阶 微分 方程 时 ,我 们 引入 下 列 缩写 符号 ， 
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r= Gg (¥=0.1,°°°, n), 
于 是 壮 阶 微分 方程 的 形式 为 
F(x, y,U, +++, Po, Pa) 一 0， (14) 
这 里 面 ” 阶 以 下 的 导数 没有 明显 地 写 出 来 . 
特征 以 及 特征 条 件 这 种 概念 得 出 的 方式 可 简 述 如 下 ， 假 定 ue u(x, >) 是 一 个 积 
分 曲面 ， 且 在 此 曲面 上 给 出 了 一 条 曲线 C 及 以 $(x*,y) 一 0 为 基线 的 一 条 阶 相关 
WC. LA p(x, y) =0 将 域 划分 为 使 之 0 及 使 %<0 的 两 部 分 ， 令 1 是 这 条 带 的 
参数 。 在 积分 曲面 a, y) 上 我 们 仍 引用 4 mo 作为 自 变量 以 代替 +My, 把 经 过 
变换 之 后 的 函数 <(*, BE ud, >), 并 用 
表示 4 的 引 向 这 条 带 C, 之 外 的 ASR. FARA 
p,=wpspy + +: 
加 号 后 面 的 几 个 点 表示 不 含 n 阶 导数 @% 的 那些 项 . 已 给 微分 方程 (14) 现在 可 看 作 
是 关于 “(4 办) 的 微分 方程 了 。 如 果 沿 5 方程 (14) 能 写成 
w= f(A, >, u, +++), 
其 中 co ALAN FEA ie He LE A ABR ET 9 微分 , BE — Be Ho + 1 阶 的 外 
向 导数 og Mu 的 其 它 所 有 十 1 阶 导 数 . 只 要 fF。 埃 0, 这 总 是 可 能 的 。 如 果 对 一 团 
A, Fa=0, MUER C> 为 特征 带 ， 再 用 原来 的 变量 表示 ,这 个 关系 式 就 变 成 基本 的 特征 
条 件 
Fp + PF, OF byt + Fy p= (15) 
我 们 定义 以 6=0 ARAN n Bra ARTE mR: (OBER AK (15) Mar, (ii) 
它 是 一 个 积分 带 . 
这 样 定义 的 特征 带 是 否 总 能 幅 在 一 张 积 分 曲面 上 ， 即 初 值 问 题 的 解 是 否 存 在 ， 
这 里 尚未 解决 . 
现在 我 们 回 过 头 来 考虑 一 个 已 知 积分 曲面 /:4=u(x, y) 上 的 特征 带 。 如 果 我 们 
将 函数 zx(*, y) 以 及 它 在 各 点 的 导数 值 代入 (15) 并 用 补充 条 件 风 = 0 来 限制 x, y， 则 
关系 式 (15) HEY ERYK. 
车 将 曲线 $==0 写成 y=y(%) 的 形式 , 则 得 到 斜率 y 二 一 :$8,， 而 特征 关系 则 
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化 为 关于 /上 的 特征 曲线 C 的 一 阶 常 并 分 方程 
By "By t+ =0, (16) 
反之 ,这 个 常 微分 方程 的 每 个 解构 成 了 上 的 一 条 特征 曲线， 

如 果 把 特征 条 件 (15) 解释 为 关于 两 个 自 变量 的 函数 %(*, y) 的 偏 微分 方程 , 则 访 
方程 的 每 个 解 不 仅 给 出 单独 一 条 特征 曲线 C， 而 的 确 将 给 出 / 上 的 以 “ 为 参数 的 整 
个 特征 曲线 族 O(%, 9) =e, 

“的 代数 方程 

F, OTF, omit ee + (—-1)"F,, =0 (17) 
的 诸 根 的 性 质 决 定 了 在 积分 带 的 邻近 微分 方程 (14) 的 类 型 。 如 果 这 个 代数 方程 有 Nn 
个 不 同 的 实 根 , 则 微分 方程 (14) 叫做 在 *, y, u, …… Po ttt, Pa 空间 的 一 点 处 的 ,或 沿 
着 带 C 的 ,或 在 曲面 “一 “(*%, ?>) 上 的 完全 双 曲 型 方程 ,或 就 岂 双 曲 型 方程 ， 如 果 这 
个 代数 方程 的 所 有 解 都 是 虚 的 , 则 微分 方程 (14) 叫做 椭 贺 型 的 ， 如 果 某 些 实 的 解 重 
合 ， 则 微分 方程 常 称 为 抛物 型 的 〈 以 后 我 们 将 修改 这 种 分 类 法 ,将 某 些 具 有 重 特征 而 
Cauchy 初 值 问题 仍 是 可 解 的 方程 划 归 双 曲 型 ) , 

86。 特征 在 点 变换 下 的 不 变性 

偏 微分 方程 的 特征 在 点 变换 下 是 不 变 的 。 换 句 话 说 ,在 点 变换 下 ,特征 变 为 被 变 
换 后 的 微分 方程 的 相应 的 特征 。 为 了 证 明 这 个 结论 ,只 要 考虑 二 阶 微分 方程 E (uss, 
bey, uyy，,*“…*) 二 0 在 变换 成 新 的 自 变量 5, 7 时 化 A G (ugg, Uen, Ham ……) 一 0 这 种 简单 
的 情形 就 是 够 清楚 的 了 。 这 种 不 变性 仍 是 或 者 由 特征 带 的 直观 意义 立即 得 出 或 者 由 
恒等式 

By bat Pa, bubyt Eu D= Gubi + Fay btn + Gund 
得 出 ,而 这 个 恒等式 可 由 初等 微分 运算 得 到 ， 

从 特征 的 不 变性 有 下 述 推论 ， 双 曲 型 问题 是 时 向 可 逆 的 ! 即 双 曲 型 性 质 在 变换 
“=x, y= —yCy 理解 为 时 间 ) 之 下 保持 不 变 . 

由 于 每 条 无 处 为 特征 的 曲线 能 够 变换 为 一 条 无 处 为 特征 的 任意 直线 ， 所 以 只 要 
把 * 轴 作 为 初始 线 来 解 Cauchy 初 值 问题 就 足够 了 . 

?。 化 为 一 阶 拟 线性 方程 组 

不 失 一 般 性 ,可 限于 讨论 一 阶 拟 线性 方程 组 的 初 值 问题 (参阅 第 一 章 , 8 7.2)， 
我 们 在 这 里 复述 一 下 这 种 常用 的 简化 法 ， 车 微分 方程 (12) 

F(x, y, u, P,g,r,s,t)=0 
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不 是 拟 线 性 的 , 则 经 过 求 导 ( 壁 如 对 》 求 导 ) 之 后 ,就 得 到 拟 线 性 微分 方程 
(F) =F ry t+ Psyt+ Pity + Fopyt+P g, t Faq9t Fy=0. (18) 
这 个 方程 和 


Wy=9, Py=S, qy=t, Ty=S,, Sy—ts 
一 起 表示 一 个 关于 未 知 函 数 v, P, 9,7,s,t 的 一 阶 拟 线 性 方程 组 ， 

MRE 2>=0 的 初始 值 = 二 f(x*)， 坟 二 g(%*) 是 给 定 了 的 ， 那 末 对 于 这 方程 组 的 
初始 值 是 4=f, p= f’, q=g, r= f", s=g i t(x*,0) 可 由 了 =0 算 出。 这 方程 组 的 
一 个 解 Pp, 9,7, s, t 构成 原 方程 的 一 个 解 u， 要 了 解 这 一 点 ,应 注意 到 我 们 的 方程 组 
产生 出 | 

Sy=le=Jyz=Iay, (S—%2)y=0, 


由 于 在 y=0 Bt s=92, 我 们 有 ;三 9s 三 wwy。 同 样 ,我 们 能 够 把 方程 组 中 其 它 未 知 量 与 


u 的 各 个 导数 等 同 起 来 ， 最 后 ,可 证 实 ee F=0, 故 知 4 是 原 方程 
的 解 . 

这 种 化 为 一 阶 拟 线性 方程 组 的 方法 ， 在 我 们 对 其 中 所 含 诸 函数 有 足够 的 可 微分 
性 的 假定 下 总 是 可 以 做 到 的 (参阅 第 一 章 ,§7,2)。 依 此 ,从 现在 起 , 我 们 将 致力 于 一 
阶 拟 线性 微分 方程 组 ,复习 并 补充 我 们 在 第 三 章 8 1 中 的 讨论 . 


$2， 一 阶 双 曲 型 方程 组 的 特征 标准 形式 


1， 线 性 、 半 线性 、 及 拟 线性 方程 组 
一 阶 拟 线 性 方程 组 ”可 写成 


k 
Lu] = Jo arin + bring) =¢", (*=1,2,-++, 4), (1) 
i=l 


或 用 矩阵 4, B 及 矢量 < 写成- 
L[u]= 4u, + Bu =c, (1’) 
我 们 假定 在 所 论 域 中 年 阵 B LAR AS Hy, RER TARIE = RA 0. 
车 4,8 不 依赖 于 未 知 矢量 “而 “线性 地 依赖 于 o 则 方程 组 是 线性 的 车 4 和 
8 不 依赖 于 4, 而 c 非 线性 地 依赖 于 “"， 则 方程 组 叫做 半 线 性 的 ,这 种 情形 几乎 可 当 作 
线性 方程 组 来 处 理 。 另 外 ,车 4, 8 依赖 于 u 则 方程 组 是 拟 线性 的 。 我 们 已 经 知道 ， 


D 我 们 只 考虑 “ 定 方程 组 "(参考 第 一 童 ,§ 2,3), 其 中 方程 的 个 数 K 等 于 未 知 函数 的 个 数 。 
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任何 非 线 性 组 经 过 微分 后 就 变 为 等 价 于 拟 线 性 的 方程 组 
由 于 131 关 0, 我 们 可 由 (1) 解 出 风 , 并 把 它 写 成 具有 单位 阵 B= 1 的 等 价 形式 
uy + du,=c, a”) 
它 表示 直线 ?一 常数 ”是非 特征 的 或 者 说 是 自由 的 . 
我 们 补充 有 关 组 (12) 的 一 些 基本 事实 .首先 考虑 线性 或 半 线 性 的 情形 (参考 第 
三 章 §2,1)。 特 征 曲 线 C:$(%*, y) ==0 由 微分 方程 
dx 


ay 一 (2) 
或 
tps+ py=0 (2’) 
给 出 ,其 中 7 是 代数 方程 
Q=ļ]4—rI|=0 (3) 


的 根 ， 这 些 方 程 说 明和 矩阵 4 一 77 是 奇异 的 ;因此 对 于 一 特征 曲线 存在 一 个 以 2 n, 
by AX Eh 
ld=rl (4) 

的 特征 矢量 7 | 

和 第 三 章 8 2 一 致 , 工 的 双 曲 性 需要 Q=0 的 一 切 根 t, ee 都 是 实 的 ,并 且 存 
在 4 个 线性 独立 的 特征 矢量 恒信，……, 以 。 特 别 是 , 当 所 有 的 根 7 都 不 相同 因而 所 有 
的 特征 也 都 不 相同 时 是 双 曲 型 的 ， 

双 曲 型 组 可 用 一 等 价 的 线性 组 来 代 蔡 ,这 个 等 价 组 是 将 (1”) 中 各 方程 与 特征 矢 
BAKE, .…, 亿 各自 组 合 而 成 ,或 用 特征 矢量 左 乘 (1) 或 (1/) 或 (17) 并 利用 关系 
ACM BA. HUA LSU, c=o 得 到 等 价 组 


UL[u]= A [u]= l (uyt tite) 一 1zc， (=1,°:-4), (5) 
现在 在 方程 组 为 线性 的 或 半 线 性 的 假定 下 ,可 引用 一 个 新 的 具有 4 个 支 量 
Ur (x=1,2,...,%) (6) 


的 线性 等 价 未 知 矢量 U 来 代替 未 知 函 数 “而 使 (5) 进 一 步 简化 。 车 沿 特征 Ct, 引入 
方向 导数 符号 


oy Ox’ (7) 
Hid 
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g'=l c+ u(li+ cli) (r=ti), 
则 方程 组 变 为 
D'U* = gt, (8) 


把 》 看 作 沿 特征 C 的 自 变量 ,用 -二 表示 对 求 导 , 则 (8) 在 C 上 可 写成 
Ed 2 0), (9) 
SAE AS ISR A HS E 
U,+TU,=g¢, (9’) 
其 中 工 是 以 为 对 角 线 元 素 的 对 角 线 箱 阵 (5) , (8), (9) , 0) 这 些 方程 是 方程 组 
的 标准 形式 . 它们 表明 了 这 件 事实 ， 半 线性 双 曲 型 组 等 价 于 以 4 和 3 为 系数 的 对 称 
组 ,4, 8 一 矩阵 之 一 ,例如 4, 是 正定 的 ?， 特 别 是 ,我 们 总 可 以 假定 (1”) 中 之 4 是 一 
‘pater, | 
对 于 拟 线 性 方程 组 引入 新 变量 U 不 能 立即 简化 为 像 (8) 或 (9) 的 形式 ,因为 系数 
1 的 导数 仍然 包含 着 未 知 量 ， 所 以 我 们 必需 满足 于 标准 形式 (5)， 不 过 ， 利 用 将 方程 
(5) 对 * Aly 进行 微分 这 种 简单 的 办 法 ,可 得 到 关于 的 导数 的 简化 方程 ,对 于 这 些 
方程 不 强调 非 线性 的 拟 线性 性 质 ,于 是 就 可 以 引入 这 些 线性 组 合 了 . 
仍旧 限于 线性 算 子 L, 我 们 可 从 标准 形式 立即 说 出 特征 曲线 的 基本 性 质 。 特别 
是 ,标准 形式 显示 出 这 一 事实 ， 沿 着 特征 曲线 ,线性 组 合 / 工 是 一 个 内 微分 算 子 . 
再 者 , 标准 形式 旱 示 着 除 $1 中 所 论 具有 间断 导数 的 解 以 外 ,还 许可 有 本 身 具 间 
断 性 的 广义 解 ,特别 是 路 过 某 曲 线 C 时 出 现 跑 跃 性 间断 但 其 它 地 方 是 解析 的 ,对 于 这 
种 解 ,C 是 特征 曲线 ， 在 第 天 章 8 4 中 我 们 将 一 般 地 讨论 间断 性 以 及 它们 沿 着 特征 曲 
线 的 传播 ， 这 里 仅 指出 如 下 的 事实 ,而 根据 (9) 这 事实 是 显然 的 . 
U 的 所 有 支 量 除 U" 外 跨 过 C 时 是 连续 的 。 WE (U0 按照 线性 常 微分 方 


1) 用 甜 阵 符号 将 微分 方程 (1”) 化 为 对 称 的 (对 角 线 ) 形 式 的 变换 可 描述 如 下 ， 令 0 一 Hu, 矩阵 Ae 
特征 矢量 I, 并 将 
u=HU, w= H-iUs+ HU, uy=H-1Uy+ HU 
代入 (1”,, 则 得 
AHU, + HU y=C~ (AHY + HU, 
BA HERZ RADARS 
Uy + HAHU, =G, 
其 中 G= ce- AHFU ~ HPU) B— PREM IRA U 但 不 依赖 于 只 的 导数 的 已 知 矢量 。 
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沿 着 C 传播 

2. k=2 的 情形 ,用 速 矢 端 线 变换 法 达到 线性 化 ? 

对 于 两 个 方程 的 双 曲 型 组 , 像 单 独 一 个 二 阶 微分 方程 一 样 ,我 们 ( 像 $1 那样 ) 可 
引入 两 个 特征 曲线 族 作为 坐标 曲线 。 这 也 就 是 引入 两 个 “特征 参数 >c 和 使 得 

c 一 %(z,y) 一 常数 ,及 B=%(z,?) 一 常数 
表示 两 个 不 同 的 特征 曲线 族 ,它们 在 拟 线性 的 情形 下 仍旧 依赖 于 所 考虑 的 个 别 解 e, 
ww, 但 在 线性 的 情形 下 它们 不 依赖 于 而且 是 予 先 知道 的 。 引入 特征 参数 v, 8 对 处 
理 非 线性 的 Monge-Ampare 方程 ( 见 附录 1 ,§ 2 ) 特 别 方便 . 

我 们 可 将 i, s, y 看 作 是 两 个 自 变量 o p 的 四 个 函数 ， 并 且 得 到 以 特征 独立 

参数 为 自 变量 的 四 个 方程 
hilul + hlu? yl, hèul, + hu? = 72, (11a) 
Xa=7vlya, %e=T Yp (11b) 
所 构成 的 一 个 等 价 的 方程 组 ,其 中 AP y", t Eul, wy, He, tee, yg 的 已 知 函数 . 

在 线性 的 情形 下 ,方程 (11 b) 与 方程 (11a) 无 关 ; 在 拟 线性 的 情形 下 ,它们 是 看 
联 的 。 无 论 如 何 ,它们 是 用 一 个 较 简单 的 四 个 方程 的 组 代替 了 原来 的 两 个 方程 的 组 ， 
且 在 这 四 个 方程 的 组 中 自 变 量 不 明显 地 出 现 ， 

在 一 个 重要 的 特殊 情形 下 ， 含 两 个 未 知 量 的 拟 线性 方程 组 可 由 简单 地 交换 自 变 
量 与 因 变量 的 地 位 (即将 * 和 》 看 作 是 “=z 及 = 地 的 函数 ) 而 立即 化 为 线性 组 . 
只 要 这 个 组 中 的 微分 方程 对 导数 而 言 是 齐 次 的 且 具 有 如 下 的 形式 

alu, + bluy-+ civs+ div,=0, 
‘au, + bu, 十 ov, + d*y,=0, 
Serb at, «++, d2 AA u, v 的 函数 ， 且 Jacobi KJ =u uta 不 为 0， 那 末 这 种 简化 
法 就 是 可 能 的 。 我 们 有 
La 一 yn， Uy=— Yo, 


v,=—Sy,, Vy=V Nw, 


1) J. Nitsche[3] 探 讨 了 所 线性 情形 下 的 跃 度 的 方程 。 
2 参阅 第 三 章 ,$ 2,5。 
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于 是 我 们 的 方程 组 确实 变 成 了 对 vu, oR y(u, 5) 的 线性 方程 组 
aly,—bix,—cly,+d1%,=0, 
a’? y,—b3x,—c?y, + d?x,,=0, 
这 种 变换 在 流体 动力 学 中 起 着 重要 的 作用 ， 其 中 u, v 表示 二 维 定常 流 的 速度 支 
E, 它 叫做 速 矢 端 线 变换 ， 因 为 *, ”平面 上 质点 的 路 径 映 射 在 ”平面 上 的 像 是 质 
点 的 “ 速 矢 端 线 ”, 即 ,由 速度 矢量 所 描 出 的 路 线 , 


§ 3. 在 可 压缩 流体 动力 学 上 的 应 用 


可 压缩 流体 的 运动 对 特征 概念 提供 了 有 教 益 且 有 意义 的 解释 2。 在 第 六 章 我 们 
将 考查 这 种 依赖 于 三 个 空间 变量 和 时 间 的 流动 。 这 里 我 们 限于 只 用 两 个 自 变量 摘 述 
的 情况 . i 

1. — SES . 

一 维 等 烂 流 的 速度 u(x, t) 和 密度 P(x, OR BORE 

Li[u, p]=puy + up, + ps=0, 

L2[u, pj=puwy + pust cp = 0. 
“音速 "eCp) 由 c= 二 VY 六 (Pp)>>0 AM, 其 中 = (p) 表 示 压 力 p 为 的 一 个 已 知 的 单 
HAARE S > 表示 方程 组 的 双 曲 性 )。 方程 


定 出 了 这 个 一 阶 所 线性 方程 组 的 特征 方向 二- 字 -， 因 此 5=w 土 <， 因 为 有 两 个 不 同 


的 实 根 所 以 这 方程 组 是 双 曲 型 的 ， 对 于 这 两 个 值 的 每 一 个 来 说 ,方程 组 
+ (u—1t)V=0, 
(u—z) M+ oo=0, 
都 有 一 组 非 零 解 O, 12) . 4 r=u+e ht, Mao, Ñ emue hh, Mae, EN 
MA 的 两 个 值 中 的 每 一 个 ,线性 组 合 VL AL 都 含有 4 和 在 同一 方向 (相应 的 
特征 方向 ) 上 的 导数 。 于 是 ,得 微分 方程 组 
1) 为 了 便于 与 流体 动力 学 的 文献 作 比较 ， 我 们 在 本 节 中 使 用 了 稍 异 于 S 2 的 符号 ,例如 将 了 写成 字母 t 以 


表示 时 间 。 
关于 这 里 给 出 的 各 例 的 细节 可 在 BR. Courant 和 下 .OFriedrichs[1] 中 找到 。 
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Alu, p]=pDu: + (ut+c)u,|+clert+ (ut+c)e2J=0, 
A Çu, pP]=eluy + (u—c)u,]— clp: + (4—C)e,]=0. 
我 们 可 引入 特征 参数 c= (4,1), B= y, t), rh 


Ya, 1) = BR 
和 
p t) = HB 
是 由 
— WW, dx:dt=u+c 
和 


— orp =dx:dt=u—ce 
规定 的 特征 曲线 。， 因 一 :Ws 二 Xo:to 及 一 和 :$s 二 *p:tp， 我们 得 到 关于 特征 参数 a, P 
的 四 个 函数 u, p, x,t 的 方程 组 
Pua- Cpa=0, (1 a) 
PUg~-CP p= 0, 
wo= (Ut 6)to, (1b) 
Xp 一 (24 一 C)tp。 
(参考 8 2,3), 


在 本 例 中 的 特征 曲线 可 解释 作 才 示 速度 为 


dx 
qa ets 


的 “声波 ”( 小 扰动 ), 有 时 叫做 “特征 速率 ”, 与 “流速 "u 相差 土 ， 

我 们 指出 , 方程 (1 a) 导 致 所 谓 “Riemann 不 变量 "， 即 导致 依 如 下 方式 沿 着 特征 
等 于 常数 的 函数 

我 们 用 适当 的 函数 ~(x, e), su, o) 将 (La) 写 成 如 下 的 形式 ， 

dr ds 

We 9 dp 
以 便 推出 治 6 二 常数 有 = 常数 以 及 沿 “= 常数 有 := 常数 ， 显 然 , 我 们 必需 找 出 
这 样 两 个 函数 s 和 ,使 得 "= gp, Tp 二 gC; su=le,s,=—le, XB“ ROA” st, P) 
和 Lu, Pp) 满足 协调 性 条 件 (8P)= 二 (8c)w, (Lp)o= (一 zc)s。 容 易 求 出 
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是 导致 Riemann 不 变量 
ar=ut [Ody = 常数 沿 8 一 常数 ， 
P P 
=—u P e(o) yy — 
2s=-ut f Sarei 沿 "一 常 数 
的 解 . 
在 理想 的 “多 方 (polytropic)" 气 体 的 重要 情形 下 ,压力 由 


p= f (e)= Ap? 
给 出 ,其 中 4 和 YY BRR 1, 在 此 情形 下 ， 
e= f'e) = Ay, 
考取 po 二 0, 则 Riemann 不 变量 为 


_ u c s u + c 
=z tT ~ 2 y=] 
这 两 个 表达 式 可 用 来 解 初 值 问题 。 


最 后 注意 非 线性 方程 组 Lu, e]=0, Eu, 门 =0 属于 那 种 许可 用 8 2 的 速 矢 端 
曲线 变换 法 来 线性 化 的 类 型 。 因 此 ， 下 列 线性 化 了 的 方程 是 将 * 和 上 作为 “和 4? 的 
PR Be FR BIAS 

pt,—ut, + 4. =0, 
put, — px ,—c*t, =Ù, 
AE Jacobi 式 usps 一 uzps 不 为 0, 它们 就 成 立 ( 关 于 详细 的 分 析 ， 参 阅 R. Courant 和 
K. O. Friedrichs[1]), 
2. 球面 对 称 流 
RF ERS CHILD De BB 


2 pu - 
x ? 


Li[u, p]=pu, + up, + P= — 


Lu, p]= pur, + pu, +c?p,=0 
可 用 同样 方法 处 理 ， 因 为 算 子 L 和 工 ? 与 其 在 一 维 流 ( 见 第 1 小节 ) 的 情形 下 是 一 样 
的 ,特征 方向 由 z==4 土 < 给 出 .同样 ,人 2/ 从 的 值 ,除了 差 一 个 比例 因子 外 ,也 由 V/V = 
土 给 出 而 得 到 微分 方程 组 


cpu 
Au, p]}=— 2, 
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2 cpu 
x Ld 


它们 和 前 面 有 相同 的 算 子 A A, 50 a) 相 似 的 方程 组 是 


Au, p]= 


mater 2, a 
Pug— CP g= atin te, 
而 方程 (1 b) 是 不 变 的 .。 
3. 定常 无 旋 流 


ELBE SAE REO oR BA 
Li[u, v]=u,—v,=0, 
Lu, v] = (ci—u*)u,—uv(u, + v,) + (c?-v?)v,=0, 
其 中 音速 Bete Heme. CAE RED z 满足 
一 和 c?— u? + uvt 
= (C1— v?) (r)? +2 uvr + C2 一 上 2 一 0D0 。 
一 1 —uv—(ci—v)t 
FE U2 + v2 >c? 的 ( 即 流动 是 超 音 速 的 ) 所 有 点 处 ,这 个 方程 都 有 两 个 不 同 的 实 根 7, r, 
这 时 方程 组 是 双 曲 型 的 。 对 于 7 的 这 两 个 值 中 的 每 一 个 来 说 , 入 :的 相应 值 是 
一 uv 一 (c? 一 v2)z。 在 每 个 情形 下 取 线性 组 合 VOM 我 们 得 到 方程 组 
Aifu, v] = (c?—u?) (uy tr) + (C2— V2)T (vy HT Ya) =0 (1=1,2). 
HF u,v, %, YEH a, 有 的 函数 ) 的 方程 组 是 


(c?—u?)u, + (c?— v?) rw, =0 


《cz 一 22)upg 十 (c2 一 02)z2up 一 0 (34) 
和 
Xa =T! Ya 
° 2 (3 b) 
Xp 一 7 yp。 
方程 组 (3 a) 可 以 写成 等 价 的 形式 ， 
T'u, t V= Q, 
(3a’) 


Tlug+ 78 一 0， 


关于 具有 柱 面 对 称 的 定常 三 维 无 旋 等 灶 流 的 微分 方程 组 是 


1) 这 里 我 们 用 符号 (*)? 表示 Y 的 平方 ,以 区 别 于 该 方程 的 根 办、 以 下 同 ,一 一 译 者 注 。 
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Lifu, v]=u,—-v,=0, 
2 
Lu, vj = (cu) us uv (uy + vg) + (C?—v?)o, 一 一 oe 


Y 
BF O, L mAT RE, URE Ho! 与 也 满足 
(c2— v?) (T)? +2 uvr 十 c 一 必 一 0。 


’ 


在 此 情形 下 相似 于 (3) 的 方程 是 
u, 十 二 0 
a T a (ctu?) y ær u ) 
1 cy a 
“ot g S gay “6 
和 方程 (3 b). 


定常 元 旋 流 的 方程 仍然 允许 用 §$ 2 的 速 矢 端 曲线 变换 法 来 线性 化 .只 要 
u,v, — Vru £0, 
我 们 就 得 到 关于 把 v, y 作为 x 和 vv 的 函数 的 线性 方程 组 
Xo— Yu=0, 
(c?—u?) y, + uv (Kot Yu) + (C?—-07) Xu =O, 
4. 关于 非 等 炳 流 的 三 个 方程 的 组 
在 ( 非 定常 的 ) 一 维 非 等 箭 流 中 ,速度 (*, t), ED P, DA S, RD 
程 组 
Liu, p, S)} secu, +up,+ p.=0, 
TZ2[u, p, S]=puu,+ pu: + P2=0, 
L8(u, p, 8 ]=uS,+5:=0, 
其 中 P 和 c 天 0 是 PP 和 8 HERR. TEREN A 由 


规定 ,因此 ,它们 是 
gi=ute, 
Z2 一 一 C， 
pau 


, 


且 方 程 组 是 双 曲 型 的 .对 于 特征 方向 71,7?, 中 中 的 每 一 个 , 方程 组 
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hà! + (u—r)v#=0, 
(u—t)M+V=0, 
(u—z) N=0 
有 一 组 非 零 解 1, 六, 15, 即 除了 一 个 比例 因子 外 ， 
(1,c, 0) 当 c=! if, 
on Cio 4 T=T? 有 时， 
(0,0,1) 4 r= hh. 
在 各 个 情形 下 ,做 线性 组 合 M++ PLE, 我 们 得 到 方程 组 
A'Çu, p, S| =ecluz+ (ut c)ug|+ Pet (ute) ps=0, 
人 [wu p, S]=ec[u,+ (u-—¢)u,|—[ prt (u—c)Pa]=0, 
Au, p, SJ=S,4+uS,=0, ; 
虽然 我 们 不 象 对 两 个 未 知 量 的 两 个 方程 那样 引入 特征 参数 去 代替 变量 +，t, 我 们 还 
是 能 把 这 些 方程 写成 更 简练 的 形式 ,只 要 令 Si, Sa, S3 为 这 三 个 特征 曲线 族 上 的 曲线 
参数 ,这 些 方 程 就 变 为 


在 本 例 中 ， 由 ax:dt=x+c 确定 的 特征 曲线 表示 声波 ( 象 等 痛 的 情形 一 样 ) 而 由 
dx: dt 一 u 确定 的 特征 曲线 表示 质点 轨道 . 
作为 另 一 个 例子 ,考虑 关于 定常 二 维 有 旋 等 炉 流 的 速度 分 量 w (r, y), v (x,y) 
和 密度 "(*, 》) 的 微分 方程 组 
puu, + pvuy + c2ps= 0, 
puv, + PVV, + c2py= 0, 
pluzst Vy) + Up, + vpy=0, 
(其 中 声速 c=c(p) 关 0 是 已 知 函 数 ) 特 征 方向 7 满足 


u—iv 0 1 


=(u—v)[ uc) [1+ (r)? ]?]=0, 


0 u—-tv —T 
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珊 个 特征 曲线 族 4x :dy 由 二 次 因 式 
[1+ (rz)2]c2 一 (& 一 z2)2 三 (c2 一 22) (7)2 十 2xoz 十 c2 一 rz2 一 0 

的 根 确 定 , 这 个 关于 = 的 方程 已 经 在 无 旋 情 况 的 例题 中 考虑 过 .在 tet Dc? CARE 
动 是 超 音速 的 ) 的 各 点 处 这 两 族 特 征 曲线 是 实 的 而 且 是 不 同 的 .有 时 把 这 两 族 特 征 曲 
线 叫 做 Mach 线 ， 第 三 族 特 征 曲线 由 “xz:d2 一 “2( 即 “一 2 一 0 确定 ,它们 是 流 线 ， 
即 切 于 速度 矢量 的 那些 曲线 .容易 看 出 在 任何 点 流 线 不 能 与 Mach 线 有 相同 的 方 
向 ,所 以 当 避 +22>G 时 ,方程 组 是 完全 双 曲 型 的 ， 

对 于 前 两 个 特征 方向 ,除了 一 个 比例 因子 外 ,我 们 得 到 

(1412 18) = (— 1, tt, u— ri) (i=1,2) 
并 且 对 于 第 三 个 特征 方向 ,有 
(a4, 43, 18) = (u, 2,0), 

对 于 每 个 情形 做 线性 组 合 VO VO +L, 并 在 三 族 特征 曲线 上 引入 曲线 参数 5， 
52,53, 我 们 得 到 方程 组 


Ou ðv i Op _ 
Pv- ou as, —[uvt+r (v2) ] -j T0 (i=1,2) 


Ou Ov 4 OP _ 
pura, thv as, +° as, =0, 


5， 线 性 化 的 方程 
如 果 我 们 假定 有 一 种 基层 的 稳 恒 状态 , 它 与 真实 的 流动 只 相差 一 些 “ 微 小 ”的 量 ， 
以 致 这 些 量 的 二 阶 项 和 它们 的 导数 都 可 以 略 去 ， 则 流体 动力 学 的 非 线 性 方程 可 以 用 
线性 方程 来 逼近 . 举 一 个 例子 就 足够 了 ， 对 于 上 面 处 理 过 的 情况 ， 即 定常 二 维 有 旋 
SEE, 我 们 来 作 一 个 “线性 化 ”的 到 近 。 假定 速度 和 一 个 平行 于 “ 轴 的 定 速 度 立 相 
差 微 小 ,并 假定 密度 p 和 一 个 常数 密度 5 也 相差 微小 。 令 
u=ito, v=d, pasta, 

Holo 是 微小 的 量 。 再 假定 ,如 果 在 微分 方程 中 , 赂 去 量 o, 4, o 的 乘积 和 高 次 
客 以 及 它们 的 导数 后 ， 流 体 的 运动 仍 能 足够 精确 地 表示 出 来 。 于 是 原来 的 微分 方程 
组 可 用 下 列 具有 常 系数 的 线性 微分 方程 组 代替 ， 

ijo,+?o,=0, 

pl, + co, =0, 


B(o,+ Ay) +ito,=0, 
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其 中 。=c(F)， 我 们 立即 得 到 关系 式 
Oxy 一 av， 
即 对 于 某 个 函数 FOA 
y—la=F Cy), 
这 就 是 所 谓 的 涡 旋 定理 ， 令 志和 进一步 得 到 方程 组 
kBhs + Coy=0, 
kphy— (1—4*)co,. =0, 
经 过 消减 后 得 到 如 下 的 两 个 微分 方程 
(1—4) haat by =0, 
(1-42) gat Fy, =0, 
由 这 两 个 方程 立即 得 知 , 当 AD, MI> 时 ,这 正 是 双 曲 型 的 情形 。 于 是 特征 是 直 
线 ,它们 与 * 轴 构 成 一 个 角 <, 叫 做 Mach f, 对 于 这 个 角 有 1 ina) =-= 
在 具有 平行 于 一 平面 器 璧 的 基 速度 的 流体 或 气体 的 运动 中 ， 通 过 实验 能 体 宗 
到 这 两 个 桂 征 组 的 现实 意义 。 我 们 在 实验 中 把 器 壁 的 一 小 眉 AB 弄 得 粗粮 不 平 或 者 
腊 得 四 四 凸 凸 ， 使 得 速度 沿 器 璧 产生 一 个 微小 的 垂直 分 量 ;。 在 这 流体 运动 可 由 我 
们 的 近似 方程 组 去 示 的 假设 之 下 ,这 种 由 器 壁 四 凸 不 平 而 引起 的 干扰 ,将 治 着 两 条 始 
于 48 AGRE RT AE a 的 平行 特征 带 , 延续 到 流体 场 中 去 


§ 4. 唯一 性 .依赖 区 域 


在 以 下 几 节 中 我 们 将 党 常 强调 变数 量 y 是 时 间 并 以 :来 代 y. 
对 于 具有 指定 初 值 
. u(x, 0) =y(*) 
fy SC th Ay Fe eA 
L(u) = f(%,¢), 
其 Ganchy 初 值 问题 的 解 的 存在 性 证 明 将 在 第 6,7,8 节 中 给 出 。 这 里 我 们 假定 存在 
一 个 解 并 证 明 这 解 为 数据 C, 沾 及 (x*) 所 唯一 确定 。 不 过 , 在 一 点 了 处, 解 是 仅 
由 空间 三 的 一 部 分 上 的 数据 来 确定 的 ，4 对 于 数据 的 这 种 依从 关系 显示 出 由 双 曲 型 
方程 所 制约 的 现象 的 传播 速度 的 有 限 性 . 
1. 依赖 区 域 .影响 区 域 及 决定 区 域 
在 坐标 为 *, :zt>>0) 的 一 点 .已 处 的 Gauchy 问题 的 解 x(P) 只 依赖 于 在 P 点 的 有 
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PART, EORI. T, 是 由 经 过 点 P 的 那些 最 外 边 的 特征 曲线 ? 所 界定 的 
上 半 平 面 中 的 点 集 组 成 的 ( 见 图 24) . 车 微分 方程 是 齐 次 的 , 即 若 = 0, 则 uP Rik 
赖 于 那些 最 外 边 的 特征 曲线 ”在 % 轴 上 所 截 下 的 一 段 ,上 的 初始 数据 Va). 这 个 
事实 也 可 叙述 如 下 。u( 了 ) 不 依赖 于 yp 以 外 的 数据 ;或 者 ,车 在 7。 上 Vaya) 
而 在 上 f=f", 则 Llul=f K Lula 广 的 各 自 以 %(x) RY) Wee 
x(P) 及 x"(P) 在 己 处 相等 ，。 有 时 人 们 说 量 (PORRA T, 之 外 的 数据 , 就 是 指 的 
这 种 情形 . 

从 现在 起 我 们 只 限于 讨论 齐 次 的 双 曲 型 方程 5 四 = 0( 我 们 知道 ,这 种 限制 并 非 
特殊 化 ) ,并 把 * 轴 上 的 线段 7, 叫做 P 的 依赖 区 域 l 

HE E SE EDAR, 而 上 半 平 面 某 个 域 上 各 点 的 依赖 区 域 都 是 
名 中 的 点 , 则 称 此 平面 域 为 集 SHRM. HSL, 则 它 的 影响 区 域 为 
从 名 的 端点 向 上 半 平 面 引出 的 最 外 边 的 特征 曲线 ?所 界定 。 如 果 我 们 能 够 对 任意 大 
的 : 值 展 延 特征 ,那么 这 个 影响 区 域 是 无 界 的 


> 


» 
u NM 
加 24 图 25 (0/dt +1B/0%)(d/0t - t0/dx)u=0 的 依 各 区域。 


%p L 


最 后 ,我 们 定义 * 轴 上 的 区 间 全 的 决定 区 域 为 具有 上 之 0 的 那 些 点 一 一 它 的 依 
PEM, 完全 在 名 内 一 一 所 成 的 集 ， 显 然 ,决定 区 域 是 以 名 及 从 名 的 端点 向 上 半 
平面 所 引出 的 内 特征 曲线 为 界 的 ;G 是 这 些 特征 曲线 的 交点 的 依赖 区 域 。 


D 若 最 外 边 的 一 条 特征 曲线 与 另 一 条 相交 , 则 这 条 最 外 边 的 特征 作为 另 一 条 的 一 外 汽 被 延续 下 去 。 

2) 为 简单 体现 所 说 情况 ,人 们 喜欢 象 图 24 那样 ,假定 在 所 论 *,t 平面 的 域 上 , 经 过 点 P 的 那些 特征 形成 含 
4 条 的 一 束 曲线 ， 它 们 ( 除 P 点 外 ) 互 不 相交 且 连 接 P 和 * 轴 上 的 点 , 图 25 是 关系 到 具有 特征 (t ~ 
T) -A(x E) = 的 方程 Up Pugs O 的 ， 它 说 明 通 过 t=0 上 一 点 可 能 有 两 条 特征 彼此 相 切 的 情 
况 , 从 而 那些 最 外 边 的 特征 不 是 由 一 段 解析 弧 组 成 的 。 但 在 以 后 的 论证 中 确 未 排除 这 种 相交 的 特征 。 

3) 见 前 面 脚注 。 
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这 儿 个 密切 相关 的 概念 将 从 下 面 几 小 节 的 唯一 性 证 明 中 显示 出 它们 的 意义 ， 

顺便 提 一 句 ,这 些 概念 和 下 面 的 唯一 性 定理 只 指出 了 反面 的 事实 , 即 x(P) 不 依 
Wy, 以 外 的 数据 。 在 两 个 自 变量 的 情形 下 ， 我 们 能 证 明 7, 的 确 是 严格 意义 下 的 
依赖 区 域 ， 对 于 y。 上 的 每 个 点 Q, 存 在 数据 V 使 得 “( 乙 ) 确 实 依赖 于 Q 处 及 Q 邻近 
处 四 的 值 ， 对 多 于 两 个 自 变量 的 情况 , 我 们 将 在 第 六 章 得 知 关 于 严格 意义 下 的 依赖 
区 域 的 相应 问题 是 非常 难 的 。 

如 果 限 制 Cauchy 问题 的 容许 数据 沙 (*) 是 解析 函数 , 那 末 也 在 初始 曲线 上 一 个 
任意 小 的 开 集 上 的 值 就 决定 了 在 整 条 曲线 上 的 值 。 因 此 ,依赖 区 域 、 影响 区 域 、 决 
定 区 域 的 概念 对 此 是 无 意义 的 。 要 了 解 这 些 重要 概念 , 必需 容许 更 广泛 的 数据 类 . 
因此 ,就 双 曲 型 问题 来 说 , 自然 要 用 容许 非 解 析 数 据 的 方法 来 构造 解 , 而 不 去 倚靠 第 
一 章 87 的 Gauchy -Kowalewsky 存在 定理 (在 那里 对 微分 方程 及 初始 条 件 都 候 定 有 
解析 性 ). 

2. 对 于 二 阶 线性 微分 方程 解 的 唯一 性 的 证 明 

在 本 小 节 中 我 们 将 建立 如 下 的 事实 ， 对 于 二 阶 线性 双 曲 型 方程 来 说 , 一 点 P 的 
依赖 区 域 是 由 经 过 点 P 道 时间 而 走向 初始 曲线 的 两 条 特征 曲线 所 包围 的 。 如 果 方 程 
是 齐 次 的 , 则 所 得 到 的 三 角 域 的 底 边 就 是 所 求 的 点 的 依赖 区 域 (这 种 情形 已 经 在 第 
三 章 8 6 中 对 波动 方程 ui 一 xs 一 0 讨论 过 )。 

RR y 的 决定 区 域 是 整个 三 角形 域 , 因为 它 包 括 了 所 有 那 种 点 。 它们 的 依赖 区 
域 是 含 于 y 之 内 的 。 另 两 条 通过 7》 的 端点 的 (“外 ”) 特征 曲线 界定 了 这 个 线段 的 影响 
区 域 ,因为 这 个 域 是 由 这 样 一 些 点 组 成 的 ， 这 些 点 的 依赖 区 域 与 7 有 公共 点 . 

为 了 证 明 我 们 的 三 角形 域 的 底 边 ;是 顶点 了 的 依 ME 域 y。， 只 要 能 证 明 唯一 
性 , 即 证 明 当 初始 值 在 ”上 为 零 时 齐 次 方程 Le] =0 的 解 在 点 处 为 0 就 行 了 ; 如 
R Llu)= f 的 两 个 解 的 初始 数据 仅 在 7 之 外 不 同 , 则 此 二 解 的 差 是 在 7 上 以 堆 为 初 
始 值 的 齐 次 方程 的 解 . 

下 面 崔 一 性 的 证 明基 于 与 租 分 方程 有 关 的 某 些 能 量 积分 。 我 们 已 经 见 到 过 与 搜 
物 型 的 传 热 方程 解 的 唯一 性 证 明 连 系 着 的 这 种 积分 的 一 个 例子 〈 见 第 三 章 8 6). 对 
于 双 曲 型 方程 可 用 类 似 的 想法 ,只 要 积分 域 是 由 特征 曲线 界定 的 ?. 

对 于 线性 问题 的 唯一 性 定理 是 ， 如 果 在 初始 曲线 的 一 段 o 上 , 初 值 为 0, 则 齐 次 


1， 关 于 参考 文献 以 及 关于 "+1 个 自 变量 的 一 般 情况 , 见 第 六 章 $ 8。 
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方程 在 让 过 。 MAHATMA ROS AERA, RA REMMIEBS 0 的 
i. 
证 明 的 想法 可 用 波动 方程 

Uzz— Uzt=0 (1) 
来 说 明 , BEC +. :平面 上 由 无 处 为 特征 的 初始 曲线 48 及 两 条 特 征 线 P4 和 PB 
所 界定 的 三 角 域 (图 26)， 我 们 的 目标 是 要 证 明 。 若 及 导数 ,因而 也 有 ws, 在 48 
上 为 0, 则 4 在 整个 域 上 恒 为 0。 为 此 目的 , 我 们 用 直线 := 常数 截 掉 三 角形 的 顶 
部 ,此 直线 交 P4 及 PB 于 点 C 及 DD, 然后 考虑 余下 的 以 x AR ORI. XAR 
上 将 表达 式 

— 2 Ue (Wee Urt) = (Ug) e+ (UP) 2— 2 (User) a 


积分 ,这 个 表达 式 是 散 度 ， 根 据 微分 方程 ,在 上 求 积 得 到 
o= ff, [(uget (UZ) 2 (Yale), ]d edt 


=f, COR + ut)t,—2 (wan) #,Jds, 
其 中 zw 如 表示 光 ( 即 48+ 8D+ DC+CA) 的 外 法 线 的 方向 余弦 ， 而 * ea AK, 
在 特征 边界 C4 及 DB 上 ,如 二 如 ~ 二 ， 所 以 这 曲线 积分 的 相应 部 分 可 写作 


1 
f (Usts— ue%,) ds, 
AC+Bn “r 


因而 一 定 是 非 负 的 。 在 4B 上 被 积 函数 由 于 零 初始 数据 而 为 0, 而 在 CD 上 有 =1， 
“=0, 必 一 4x。 因 此 我 们 得 到 
f,,(a+eDde=0, 

这 就 意味 着 在 CD 上 处 处 有 十 吧 = 0。 又 因 CD 与 “ 轴 的 距离 是 任意 的 , 故 可 断定 
在 /上 属于 顶点 的 一 个 邻 域内 的 所 有 点 处 及 等 于 0, 但 是 ,/ 的 每 个 点 都 可 
看 作 是 一 个 相当 小 的 含 于 和 且 底 边 含 于 4B 的 三 角 域 的 顶点 , 所 以 , 及 w 在 人 的 
BAREH O Ieu EENT 上 为 常数 ,又 因 “ 的 初 值 为 0, 故 “ 恒 等 于 0, 这 就 是 
结论 . 

对 于 线性 的 二 阶 微分 方程 ? 


D 线性 二 阶 双 井 型 微分 方程 的 一 般 形式 可 由 此 经 坐标 变换 后 得 出 。 
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C[u]=u,,—u,,—au,— Bu,—du=0 
也 可 作 类 似 的 讨论 ,这 里 0, A, 是 x 和 上 + 的 连续 函数 ， 为 简便 计 ,我 们 限于 初始 值 给 
定 在 直线 * 一 0 上 的 初 值 问题 .于 是 唯一 性 定理 叙述 为 , 若 “ 及 在 三 角形 不 ( 即 具有 
特征 边界 :++ 一 常数 ,一 :一 常数 及 在 :一 0 上 的 底 边 为 438 的 三 角形 ABP, A 27) 
HRA 4 上 为 0, 则 “在 整个 三 角形 上 为 0， 


图 26 图 27 
首先 注意 ,对 于 个 上 的 任意 点 (%, t) 
ul%, 0) = f uca, a)dt; 
因此 ,由 Schwarz 不 等 式 ,有 
u(x, yt f u(x, ode, 


其 次 ,用 直线 :一 常数 , 截 掉 三 角形 的 顶部 , 得 到 以 7: 为 底 边 的 一 个 较 小 的 三 角形 和 
一 个 具有 平行 边 48 及 已 :的 梯形 /*。 于 是 ,对 于 三 角形 中 任何 (以 48 为 底 的 ) 梯 
形 部 分 ,有 


2 2 
fa” az<s ff w(x, r)dxdr, 


将 这 个 式 子 由 :=0 到 +=4 积分 ,得 
ffp Pizas f" tf fp 8, ararla 


< 人 人 ul(x,c)dedrjdt 


<k? Sf, (ui+uj)dads 
a 


现在 我 们 定义 一 个 "能量 积 分 ” 


E= f y (+d 
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HED, 上 积分 恒等式 
0=2u,L[u]= (uj +ul),—2 (uzts)2—2 aui— 2 Au,u,—2 DUU, 
因为 H, 对 应 于 图 27 中 的 CD, 故 知 (和 前 面 同样 的 道理 ) 
1 
o<f soem E (este mets tds + E (h) 
=2f fr (au + Putus + duu,jdxdiz=R, 


由 此 可 得 
E(a)<R, 


我 们 来 估算 右边 ,注意 到 


2|wuu | 2Q|uu,|<u3+ ut, 


BS M 表示 连续 函数 o, p, 的 绝对 值 的 一 个 上 界 , 则 得 
R<4M1f (ui +ui+u?)dxdt, 
于 是 ,根据 上 面 已 证 的 不 等 式 
f f n dedir f f p, (tug) dade 
得 到 
R<4 mat ff. (u2 + u3) dædt<C f'E ajda, 
其 中 C=4M1 +4) ,而 4 是 梯形 a We. E E r 的 任意 值 , 则 有 
E(k) <c f’ E(a)da<C f'E (ajda 
SS 0 SS 0 . 
将 这 关系 式 对 4 由 0 BI! 
2 1 
f E(h)dh<Cl f E(h)dh 
0 0 


E E(h) 在 区 间 OSAS 上 处 处 不 为 零 , 则 得 
1<Cl, 


当 我 们 选取 4 时 ,这 显然 是 不 可 能 的 。 因此 , EKA 0<4<l LEER E=0, 


以 t=4, t=2., 为 初始 线 , 重 复 上 述 方法 ,在 做 了 有 限 步 之 后 ,可 看 出 巨 在 整个 三 角 
ET 上 为 0; 所 以 “是 常数 ,事实 上 是 0 ,这 就 是 所 要 证 明 的 . 
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3。 对 于 一 阶 线性 组 的 一 般 唯一 性 定理 
“能 量 积分 ?法 使 得 一 阶 双 曲 型 组 有 一 个 明晰 的 唯一 性 证 明 。 将 非 齐 次 组 写成 矢 
量 与 矩阵 的 形式 
- u,+ du,+ Bu+c=0, (2) 
其 中 是 未 知 的 矢量 函数 ,4(%, DA 8(*, 是 已 知 的 矩阵 ,c(x, 妇 是 已 知 的 矢量 . 
不 失 一 般 性 ,为 了 证 明 我 们 可 假定 4= 《aix(*, 6) 是 一 个 对 称 和 矩阵 并 记 住 线性 双 
曲 型 组 可 变换 为 对 称 型 (例如 ,变换 为 特征 标准 形式 , 见 $ 2.1)， 我 们 再 假定 4 有 过 
续 的 导数 而 3 和 < 是 连续 的 
Plea 通过 坐标 为 5 e 的 点 已 逆向 引 特 征 曲线 Cy, Ca, 
……,Cw, 得 到 与 初始 线 :一 0 的 交点 Pr, Pa, ore, Pa 
( 见 图 28). 
现在 我 们 可 叙述 如 下 的 叭 一 性 定理 ， 车 <=0 H 
在 直线 一 0 LOAM AR Pes THIET be (r, 0) 
=0, Mj uC, +) =0, 
”最 小 的 这 种 区 间 ,. 即 由 过 P RINA RENAR 
a z 出 的 区 间 , A P H Oe OR”. 事实 上 , 如 果 在 
P,P, b u(x, 0)= 0, 则 在 由 过 忆 的 最 外 边 的 特征 所 截 出 的 三 角 域 (以 直线 :=0 上 
的 区 间 PiP 为 底 ) 上 ea, 2) =0, 
ATER, 我 们 利用 Green 恒等式 , 它 等 价 于 
(u, Au) g= (uz, du) + (u, Az) + (u, Aug); 
由 于 4 是 对 称 的 , (wx Aun) = (Au, us) ,这 恒等式 化 为 
2(u, Auz) = (u, Au)g— (u, 4,4), 
取 微分 方程 (2) 与 矢量 “的 内 积 并 利用 上 面 的 关系 式 ,得 到 (对 于 =0) 


多 
Leu, u), +5, Au)a— (u, A.u) + (u, Bu) =0, 


一 个 简便 的 办 法 是 引入 具有 常数 4 的 未 知 矢量 


VW=e Mu 
ARE x, 于 是 导出 微分 方程 


D 某 些 特征 在 所 论 域 上 可 能 是 多 重 的 。 
2) 区 闻 AP, 确实 是 己 的 依赖 区 域 , 第 2 小 节 所 做 的 说 明 也 适用 于 此 。 
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v, + dv, + Btv=0 (2) 


及 初始 条 件 "(*, 0) =0, 其 中 ,以 人 表示 单位 矩阵 ， 
B* = B+ul, 


如 果 再 用 “代替 v, 则 前 面 的 二 次 便 等 式 变 为 
L (u, Wet E(u, Au)a= (u, Buy, 
右边 的 二 次 形 由 矩阵 
B=—B*+ la 
形成 , 它 就 是 本 办 法 的 目的 ,选取 足够 大 的 ww 就 可 断定 入 是 负 定 的 , 即 (w Bu) <o, 


现在 我 们 在 以 B= 二 PiPrA4x41 为 边界 的 类 梯形 域 a ( 见 图 29) 上 积分 ,以 %*,, t, 
表示 向 外 的 单位 法 矢量 的 分 量 , 则 得 Green 公式 


"> 了 [(4, wet (u, du), ]dxdt 


=f [ (u, u)t, + (u, Au)x,]ds 


1 1 t 
2 fanan (4, ude to ara NP ts J 


采用 记号 


E(h) =4f (u, u)dx, 


上 式 就 表示 


E(t) -E(0)<—4 f oao, x(a, [ At i Teds, (3) 
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我 们 证 明 右 边 是 非 正 的 。 为 此 上 月 的 , 我 们 记 住 CR Ci BREE t,t) =0, 
¢*(*,t)=0, Ait, CREAS FE 
— fier fa 


$} 

Jh e, et ERE 4 的 特征 值 ,即使 得 4 一 z7 是 奇异 的 那些 值 ( 见 $2). 
治 着 Ci 一 gu 外 法 线 的 分 量 与 Ob, 红 成 比例 ,因此 一 他- 一 d+。 因为 C1 ERER 

外 边 的 特征 曲线 , 所 以 ot 是 4 的 最 大 的 特征 值 。 同 理 , 沿 着 C= 四， 法 线 的 分 量 正 

EFLA, M-ar E 4 的 最 小 的 特征 值 ， 我 们 记得 ,对 于 对 称 矩 阵 4, 最 大 


与 最 小 的 特征 值 可 用 


1 ， Ot, A9 — mink 44) 
t!= max c*=min 


RAMEE 1 GAD. TÈ | 
(u, u)r!> (u, du), (u,u)c*<(u, Au), 
或 
(u, [4—r'T Ju) <0, (u,[4—r*T]u)>0, 
HÆ C, 上 *,<0, 而 在 Cs 上 ,之 0, 故 有 


这 就 证 明了 (3) 的 右边 是 非 正 的 ,于 是 有 
a E(h)<E (0), (4) 
叉 因 根据 假设 (0) =0, 故 得 OSE h) <0, Ai FA, AA) =0; MAY =h 
时 ,w=0, 
4. 关于 拟 线性 组 的 唯一 性 
前 面 的 唯一 性 定理 对 于 一 阶 拟 线 性 方程 组 
u,+A(%,t,u)u,+ BX,t, u)=0 (5) 
仍 成 立 , 虽 然 (5) 的 特征 Cr 依赖 于 解 x. 
这 儿 我 们 假定 矩阵 4 和 8 在 所 论 域 上 具有 关于 *, i 及 “的 连续 导数 ， 
设 4 及 v 是 在 域 2 上 确定 的 在 初始 区 间 上 有 同样 初始 值 的 两 个 解 ， 则 函数 
2(4%,t)=u—v 
具有 零 初始 值 ， 
由 对 4 的 微分 方程 减 去 对 。 的 微分 方程 并 略 掉 * 和 上 得 
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Z,+ A(v)z,+[A(u) — A(v) Ju, + Bu)— B(v) =0, (6) 
由 于 矩阵 4 和 8 的 连续 性 及 可 微 性 ,我 们 可 应 用 中 值 定理 ， 
A(u) —A(v) =F (u,v)2; B(u)— B(v) =K (u, v)z, 
其 中 A, K 是 连续 函数 ， 现 在 把 ,2», 4, 当 作 是 *,t 的 已 知 表 达 式 ， 并 把 这 些 表 达 式 
RAH, KRAMA, MORR- TRF 2 的 线性 齐 次 微分 方程 
Z+ az, +bz=0, 
它 的 初始 值 为 零 。 第 3 小 节 中 的 定理 肯定 了 = 恒 等 于 0, 因此 对 于 拟 线性 TRE 
一 性 定理 也 得 到 了 证 明 . 
5. 能 量 不 等 式 
第 3 小 节 中 的 不 等 式 (人 断定 对 于 正 的 六 ECA) ATRL EO 为 界 ， 在 描述 物理 
现象 的 许多 方程 中 ,上 (h) 可 解释 为 在 时 刻 h 的 物理 系统 的 一 部 分 中 所 含 的 能 量 。 由 
于 这 个 缘故 在 这 种 情况 及 以 此 为 模拟 的 一 般 情 况 下 ,不 等 式 (4) 就 叫做 能 量 不 等 
x. 
; 在 第 六 章 8$ 7 中 , 这 种 能 量 不 等 式 将 被 用 来 证 明 ”个 自 变 量 的 初 值 问题 的 解 的 
存在 性 ， 不 过 ,对 于 两 个 自 变量 的 情形 ,在 本 章 8 6 中 ,将 用 一 种 直接 法 来 构造 解 , 同 
时 对 肉 一 性 定理 给 出 一 个 与 刚才 不 同 的 证 明 . 


§ 5。 解 的 Riemann 表示 


双 曲 型 偏 微分 方程 的 现代 理论 是 由 Bernhard Riemann 对 一 个 二 阶 方程 的 初 值 
问题 的 解 的 表示 开始 的 ”“。 他 的 著作 除了 明显 可 解 的 例子 之 外 , 并 没 给 出 一 般 的 存 
在 性 证 明 ,也 设 给 出 解 的 构造 法 ， 它 只 在 解 上 存在 的 假定 下 ,给 出 了 “的 一 个 优美 而 
明显 的 积分 表达 式 ,形状 与 椭圆 型 方程 边 值 问题 的 解 用 Green 半数 的 表达 式 相似 ,而 
事实 上 ,是 表示 “线性 泛 沙 ”的 一 大 类 其 它 这 种 公式 中 的 典型 ”Riemann 理 论 的 初等 
讲法 以 后 将 大 为 推广 . 

1. 初 值 问题 

任何 二 阶 线性 双 曲 型 微分 方程 经 过 适当 变换 之 后 , 都 可 号 成 下 列 二 种 形式 之 一 
(参看 第 三 章 ,§2 ,1)， . 

L[u]=u,, taust+ bu +cu= f, (1) 


1) 在 Riemanu 的 关于 可 压缩 气体 动力 学 的 经 典 著作 的 一 篇 附录 中 ,他 发 展 了 这 个 理论 ( 见 Riemans{1]). 
2) 见 370 页 上 的 脚注 和 第 六 章 § 15 及 附录 中 的 进一步 的 讨论 。 
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Llu] Sty, — ugs + au, + bu, +cu= f, í^ 

其 中 a, b,c, f EARE *, y OA CEST RO Be. 

假定 初始 曲线 C 是 “自由 ?的 , 即 无 处 与 特征 方向 相 切 . 方程 (1) 的 特征 是 平行 于 
坐标 轴 的 直线 ;方程 (1 的 特征 是 直线 * 十 y= 常数 ,和 * 一 y= 二 常数 . 

我 们 的 目的 是 要 在 一 个 点 了 处 将 解 x 用 J 和 
初始 数据 表示 出 来 .这 里 初始 数据 是 指 在 C Eu 
WER u 的 一 个 “外 ”导数 的 值 (由 这 种 初始 数据 
A Aup k u= EC EAE). 由 84 可 
知 点 P(E, 7) RERE E P 的 两 条 特征 及 
曲线 C 所 截 出 的 区 域 。 在 方程 (1) 的 情形 ， 它 是 

ae 如 图 30 所 示 的 三 角 域 日. 

如 果 初 始 曲 线 退 化 为 由 特征 线 *=a 及 ?= 所 成 的 直角 ,我 们 就 不 能 再 在 C 上 
指定 两 个 条 件 ,而 只 能 提出 “特征 初 值 问 题 ”, 在 此 问题 中 ,只 指定 了 一 个 量 * 在 *=a 
及 *=B 上 的 值 . 

9. Riemann 函数 

Riemann 导出 他 的 表达 式 是 从 微分 方程 和 有 限 的 线性 方程 组 之 间 的 相似 性 出 发 
的 。 这 种 方程 组 可 用 下 述 方法 解 出 未 知 函 数 w MEERE ” 乘 右边 , 把 这 些 乘积 
加 起 来 ,将 所 得 到 的 关于 到 及 到 的 双 线 性 式 提出 未 知 量 作为 因子 而 重新 编排 , 最 
后 ,除了 使 一 个 系数 ( 璧 如 说 u 的 系数 ) 为 1 以 外 ,要 使 所 有 w 的 系数 都 为 0, 从 而 确 
Gv, 

于 是 我 们 得 到 V 的 表达 式 , 仿 此 可 得 到 A 的 表达 式 , 等 等 ， 对 应 的 量 ”依赖 于 

方程 的 系数 但 与 方程 的 右边 无 关 。 

我 们 的 微分 方程 的 解 在 了 处 的 值 也 可 用 类 似 的 方法 表示 出 来 ， 用 函数 ? 乘 微 分 
方程 ,在 域 中 上 积分 ,用 Green 公式 变换 积分 使 得 4 成 为 被 积 函 数 的 因子 , 然后 试图 
决定 ?使 之 得 到 所 需求 的 表达 式 ， 

在 使 vL[u] 一 uL*[v] 成 为 一 个 散 度 式 的 要 求 下 ,我 们 曾 引 入 过 算 子 工 的 伴随 算 
子 5" 的 概念 (第 三 章 附 录 工 ,§ 2)， 对 于 方程 (1) ,L* 由 公式 

L*[v]=vzy— (av) ,— (bo)y tev 


给 出 ,而 且 我 们 有 
vL[u]—uL*[v]= (vu, + buv),— (uv,—auv),, 
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把 这 个 式 子 在 具有 边界 7 的 域 C 上 积分 ,根据 Gauss 公式 得 到 
-ffo @L[u]-uL*[v]dzdy=f, [ (vu, + buv)dx + (uv,—auv)d y] 
把 这 个 公式 用 于 卫 的 依赖 区 域 ,利用 (1) ,我 们 得 到 


-ffo (forub*[v]dady=f oo ae pa [v(u, + bu)dx + u(vy—av)dy] 
=f [v(u, + bu)dx+u(v,—av)dy] 


+ fp u(v,—av)dy— Sap v(u,+ bu)dx, 


又 因 

f gp? Ue + bu) dx = v(P)u(P)—v(A)u( A) — fa u(v,—bv)dx, 
Ke 

u(P)v(P) =u(A)v(A) +f u(v,—bv) dx + far u(vy—av)dy 


+ fs [volst bu dx +u(v,—av)dy]+ Sf (fo—uL*[v]})dxdy, 


要 得 到 u(P)=u(E, 幼 的 表达 式 , 我 们 选取 一 个 服从 于 下 述 条 件 的 函数 R(x, y: 
E, 1) E v; : 
a) 作为 * 和 > 的 函数 ,满足 伴随 方程 . 
Li, LR1=0. (2) 
b) 在 4P 上 Rs=bR, 在 BP 上 R,==aR, 或 者 , 写 出 来 就 是 
R(X, y; E,n)=b(x, WD R(x, y, fEv=n E, 
R, (#2, 9; & M=a(E, y)R (x, 958,0) Æ x= E. 
c) R(E, më, 1) =1, 
条 件 b) 是 RE 沿 着 特征 的 常 微 分 方程 。 把 这 两 个 方程 积分 , 并 应 用 c) 来 决定 积 
分 常数 ,得 到 R 在 过 了 的 特征 上 的 值 ， 


Rex, m E p) =exp | fo, mar}, 8) 
RE. 9 & p) =exp face, bail, (3) 
求 方程 (2) 具 有 数据 (3) , (3 人) 的 解 R 的 问题 是 一 个 “特征 初 值 问题 "， 它 的 解 的 存在 
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性 将 在 $ 6 的 开头 讨论 ， 函 数 B METAF L f Riemann 函数 , 它 给 出 了 Riem- 
ann 表示 公式 


u(P) =u(A)R(A; §, n) + AB [R(u, + bujdx+u(R,—aR)dy] 


+ ffo Bras, 
要 想得到 更 对 称 的 式 子 , 把 它 加 上 恒等式 
o= FIBRO -ARAS [ER taR drs Latur, dy), 


它 是 沿 C 在 4 与 之 间 对 44R 分 部 积分 而 得 到 的 .于 是 有 


u(P) =—[u(A)R(A) +u(B) R(B)] 


1 1 1 
1p 1 
+ (H us + (bR LR, )u laa 


[4 Ruy + (aa qa, )* lay )+ ffo Bfdzdy, (4) 


公式 (人 表示 方程 (D 对 于 沿 任意 非特 征 曲线 C 给 出 的 任意 初 值 的 解 , 这 解 是 借助 于 
伴随 方程 的 依赖 于 *, y MER E, n 的 一 个 解 R 而 得 到 的 

推导 表达 式 (4) 时 ,我 们 已 经 假定 了 Lul=S 的 具有 沿 4B 的 初始 数据 的 解 + 
以 及 Riemann 函数 R 都 是 存在 的 .容易 验证 下 述 事实 ， 如 果 Riemann 函数 存在 且 
对 它 的 自 变量 有 足够 多 阶 的 导数 , 则 由 (4) 给 出 的 函数 (PDRE 工 [四 一 了 的 具有 
指定 数据 的 解 ,只 要 C 无 处 是 特征 的 。 但 这 个 论断 仍旧 不 能 简化 一 般 的 存在 性 证 
明 ,因为 定义 为 特征 初 值 问题 (具有 似乎 是 特殊 的 初始 值 ) 的 解 的 Riemann 函数 ， 一 
般 说 来 ,并 不 比 任意 的 自由 初 值 问题 的 解 更 容易 得 出 来 ， 不 过 ,在 某 些 特 殊 情形 下 ， 


D Riemann 公式 (4) 是 下 列 光辉 的 一 般 原理 的 特殊 情形 ， 一 个 “连续 线性 泛 函 "uw( 刀 = 蕊 [ 让, 即 一 个 线性 
地 上 且 连 续 地 依赖 于 函数 (Q) 的 量 ,可 以 表示 为 
uP= f K(Q, P) / (QWQ. 
其 中 核 KEQ 与 了 的 函数 , 且 积 分 是 展 布 在 变量 Q 的 变 域 上 的 。 自 然 地 ,这 样 一 个 一 般 的 表示 公式 (时 
FF Riesz 的 ) 仅 在 适当 的 正则 性 条 件 下 成 立 ， 但 是 , 无 论 如 何 它 对 于 处 理 问题 的 大 最 方法 起 着 启发 
促进 的 作用 。 在 我 们 的 情形 下 , 解 刀 是 名 中 的 f(x, y) AIC EASE HAMPER Ey 的 一 个 线性 泛 
函 。 以 后 在 第 六 章 中 我 们 将 用 到 ,由 于 想得到 这 种 积分 表示 法 ,结果 引起 了 更 深远 的 推广 。 
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能 够 用 显 式 造 出 Riemann 函数 来 (例如 第 5 小 节 中 的 例 2 )?. 

假定 8 存在 ,公式 (4) 表 明 (1) 的 具有 指定 数据 的 解 “ 是 唯一 的 ， 根 据 Holmgren 
定理 (参考 第 三 章 附录 2 ) ,这 并 不 是 出 平 意料 的 . 

3. Riemann 函数 的 对 称 性 

假定 “是 Lu] usy + au, + buy + cum 0 的 定义 在 
矩形 P4DB( 见 图 31) 上 的 一 个 解 ,此 矩形 的 边 4D 和 
DB 是 特征 线 ,它们 是 由 初始 曲线 48 退 化 而 成 的 。 于 
是 Riemann 表示 式 (4) 成 为 


u(P) = [u(A)R(A) + u(B)R(B)] 


一 工 “Ry u—u,R— —2auRjdy—} f’ (Rsu — uR — 2 buR)dzx, 


T2 
利用 恒等式 
R,u—u,R—2 guR=(uR),—2 R(u,+ gu) 
并 积分 第 一 项 ,得 | 
u(P) =u(D)RD)+ fo R(u, + au)dy + 人 R(u,+ bude, (5) 


现在 选取 “是 伴随 方程 L*[v]=0,,—av,—bv, + dv (erp d=c—a,—by) 关于 点 D 
的 Riemann pe Fy, 
u= R" (x, y;D), 
Riemann RAA EROL 2 小 节 中 的 a), b), e) ) 表 明 
L**(R*]=L[R*]=0, 
R¥+aR*=0, . 在 D4 上 ， 
Rs+5R*=0, 在 DB p, 
H R*(D, D)=1. MAORA 
R*(P,D)=R(D;P), (6) 
换 句 话说 ， 算 子 工 的 Riemann 国 数 变 成 当 参 数 E, 与 变量 *,y 交换 后 的 伴随 算 子 
D Riemann 表示 公式 首先 由 P，Burgatti[ 直 和 F Rellich[2] 推 广 到 了 两 个 自 变量 的 高 阶 线性 方程 上 . 


E. Holmgren 将 Riemann 方法 扩展 到 两 个 自 变量 的 一 阶 方程 组 (Holmgren[2])。 也 可 参考 第 4 小 
节 和 第 六 章 § 15, 
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L* 的 Riemann 函数 D。 Riemann 函数 的 这 种 “可 逆 ” 性 意味 着 , 作为 参数 的 函数 ,，R 
满足 方程 
Le, pl R(4, yE, 1) =0, (7) 
而 BR 原来 是 定义 为 伴随 方程 的 解 的 ,现在 它 也 表现 为 L[u]=0 的 解 的 双 参 数 族 , 
4. Riemann 函数 及 由 一 点 发 出 的 辐射 。 向 高 阶 问题 的 推广 
考虑 方程 (1/)( 将 变量 》 与 时 间 + 等同 起 来 ). 
Lu] =uyz— ugg + augt bu,+cu= f, 
AP EAA PRR BBP 
G) fr=0 NEZA Q= (a, 6) 的 一 个 邻 域 Vk LFF 05 


(i) 对 每 个 有 fS waaxdr=3 


(ii) 当 Reco 时 , 邻 域 Nk 收缩 为 点 Q2。 
A, aR Clu] = f+ 的 解 , 它 与 它 的 一 阶 导数 沿 着 初始 曲线 C 都 等 于 0 。 于 是 
用 Riemann 表示 式 易于 证 明 lim wu 存在 且 
u(P)=R(Q; P), 
FAL WE u(x, t) =R (o, B;x, 1) 在 物理 上 可 解释 为 从 时 空中 的 点 @ 发 出 的 单位 辐射 在 
(%,t) 处 的 强度 ， 用 简明 的 数学 语言 来 说 ,x(%, 就 是 :>0 时 
Llul=o(%— 8,t—7) 
的 具有 初始 条 件 4(*,0) =0 MR. 

对 于 任意 的 f, Riemann 公式 表示 由 那些 在 C 的 上 方 且 位 于 点 (*, 的 依赖 区 
域内 的 一 切 点 (c, 8) 发 出 的 辐射 效果 的 益 加 ， 这 件 事 暗示 着 怎样 把 Rieman 函数 适 
当地 推广 到 高 阶 问题 以 及 更 多 的 空间 变量 的 情况 ( 见 第 六 章 8 15)， 在 这 里 只 简单 地 
提 一 下 就 够 了 ,因为 在 第 六 章 § 15 中 将 含有 全 部 理论 的 阐述 . 

为 简便 计 ,考虑 关于 含 # 个 分 量 的 矢量 4 的 算 子 Lul 并 假定 工 由 个 一 阶 线 
性 算 子 组 成 , 则 Riemann 张 量 定义 为 伴随 方程 

L°LR(%, ;8,7)]=0 (1) 
的 解 ,由 Dirac 的 5 函数 表示 出 来 ,这 个 解 当 :=z 时 满足 具有 单 矩 位 阵 工 的 终端 条 件 
R(x, tsE,7) =8(a—£)L, 


1) 特别 是 ,由 此 推 知 ,车 二 是 自 伴随 的 , 则 R 对 于 参数 和 自 变量 是 对 称 的 。 
2) 这 时 lim fa 相应 于 Dirac 的 3 函数 。 
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我 们 在 第 六 章 8 15 中 给 出 Riemann 张 量 R 的 确切 的 构造 法 及 详细 的 解释 . R 实质 
上 可 用 沿 特征 曲线 的 累积 分 做 出 来 ， 这 些 特征 曲线 如 第 六 章 §4 中 所 示 ， 是 由 点 卫 


向 :=03 引 出 的 . 
5. $i 
1) 对 于 最 简单 的 波动 方程 
uy=0 (8) 
Riemann AR R(x, yë) 31, 因此 方程 的 解 由 
uP)=3Cu(A) +u(B)]+ fs Cd udy) (9) 
给 出 ， 引 入 新 坐标 
H+ y=X, 
x—y=T, 
方程 (8) 变 为 
upp—uxyx=0, (8) 
if (9) 2B 


u(P) => [u (A) +u(B)}+> f yy CUxtur) 3 (dX 447) 


—(ua—ur)} (4X dT) ] 


=+ [u (4) +u(B)] +5 Sas (upd X + uy dT) 


当初 始 曲线 是 直线 了 =0, 即 当 4,B 是 点 (X 一 了 T, 0),(X+T, Ok, (9) BH 


uX, 7) = 于 [zx(X 一 TO0)+ua(CXTT0]+ 二 人 hun ode. (10) 


(8 ) 的 一 般 解 可 写成 若干 种 形式 ,其 中 最 简单 的 是 
u(X,T)=f(X—T) +e(X+7), 
这 里 和 是 任意 函数 ， 要 解决 初 值 问题 , 必需 从 初始 数据 定 出 SAS. 当然 ,这 
样 就 又 回 到 公式 (10) , 它 常常 是 由 这 种 途径 得 到 的 . 
2) 其 次 ,我 们 考虑 具有 常数 。 的 方程 
L[u}=tyy + ou= 8(%, y), 


它 等 价 于 电报 方程 ( 见 第 三 章 ， 8 4) ,这 个 方程 是 自 伴随 的 .由 于 算 子 工具 有 常 系数 ， 
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R(P;Q) 只 依赖 于 点 P 与 Q OE. FES Q 为 原点 ,就 可 看 出 , 当 
v(x, y)=R(x, 50,0) 
满足 对 Riemann 函数 所 提出 的 各 个 条 件 ( 见 第 2 小 节 的 2), b), <)) 时 , 则 
w(x, y) =v(ax, aty) 
也 满足 这 些 条 件 ， 显 然 L'o, »)]=0 意味 着 5*[w]=0, 所 以 满足 了 条 件 a)， 条 
件 b) 指 的 是 ( 因 a= b= 0) 沿 着 坐标 轴 ，*= 保持 为 常数 。 Re 有 这 个 性 质 , 那 末 
w 也 有 这 个 性 质 ; 景 后 ,200, 0) =1 意味 着 思 (0,0) =1. 因 这 些 条 件 唯一 地 确定 Rie- 
mann 函数 ( 见 8 6) , 故 知 w(x, y) 三 v(x, 》) 是 一 个 ty 的 函数 .更 一 般 地 , 对 于 C= 
ŒE, 1), Riemann 函数 RCP;Q) 具 有 形式 
R(«, y; §,)=f(2), 
其 中 
z=(x—f)(y—n), 
于 是 方程 上 *[R]=0 就 变 成 对 于 了 的 方程 
sf"+f'+cf=0, 
若 令 1= Fez WE LER Bessel HB 


af 1 af. s 
ae ty dr t f=. 


这 方程 的 解 ( 它 在 原点 是 正则 的 ) 是 Besse! 函数 
f=70(%), 
( 见 卷 I AEE, SD. 实际 上 ， 
R(x, y: En) =F V 4e(@—8) (2 一 太 ) 
就 是 所 需要 的 Riemann 函数 ,因为 人 们 可 立即 看 出 , 它 在 *=5, y= 上 满足 预定 的 
3) 在 §3,1 中 我 们 讨论 kA SIGE s 引入 Riemann 不 变量 "及 :并 将 运 
动 方程 变 为 如 下 的 形式 


ğa 


R 
$ 


0 
(去 + tO) = 
ô ð 
(到 十 (u—c) a \s=0, 


这 个 方程 组 可 用 速 矢 端 曲 线 变换 把 它 线 性 化 ( 见 § 2,3) ,而 后 得 到 
%,— (u+c)t,=0, 
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—x, + (u—c)t,=0, 
消去 x 得 到 二 阶 方程 | 
~2ct,,+ (u—c),t,—(u+c),t,=0, 
对 于 多 方 (Polytropic) 气体 , 求 出 的 Riemann 不 变量 为 ( 见 § 3,1) 


因此 我 们 的 二 阶 方程 变 为 


CHS) tet eth a rtts)=0. 


| 6- 1 
为 了 适合 这 一 节 , 现 在 我 们 改变 记号 , 令 "=%,s=y,t=w (¥t1)/27-D=—7, R] 
.上述 二 阶 方程 变 为 


到 [= 三 xy 一 


n 
ypy ety) =0, (11) 


根据 第 2 小节, 它 的 Riemann 函数 必须 满足 方程 


L* [R] Ryt- pyy Ret Ry) -qg eR =0 (12) 
AA 
Ret, E M=- ZERO, WED, 
RE, 95 E, D=- pR E, HED, 
KRE m n=l CER SE RBA ETER 12) BB 
R(x, §, n=(eu yr | (13) 
RE, y; $, (se) a3’) 


(参看 方程 (2),(3), 及 (3')). 
当 n 为 正 整 数 时 方程 (11) 有 几 个 特别 简单 的 解 。 用 *+2 RUD 并 将 结果 对 x 


微分 7 次 ,根据 Leibniz 法 则 得 到 
(x+y) Datiu— nDtlu=0, (14) 


— ð — 0 
这 里 Ds KRIK D RREY 


我 们 记得 由 Riemann MAHE, EA E, 了 的 函数 ; 有 R 满足 
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Law [R= Rey Fi (Ret Ry) =0 az) 
(参看 方程 (7))。 因此 ,我 们 也 有 
(§+)Di Ry— nD R=0, (15) 


方程 (14) 和 (15) 分 别 是 对 于 DZ 及 D211R 的 常 徽 分 方程 ,并 且 有 解 

Detlu= A(x, n) (4 十 3) 
和 

万 和 1 及 一 BE3%， y) (E+), 
利用 方程 (13) ,得 知 对 于 n= y, DER, yE, n) =0, Me BCEs%,n) =0, 从 而 Bes 
x, 》) 二 0。 由 于 这 个 原因 以 及 对 (n 十 1) 阶 5 导数 的 情形 的 相应 的 讨论 ,可 知 是 5,7 
的 至 多 是 n 次 的 多 项 式 ， 
RIRA F E= ”= 具有 正确 的 边界 值 的 多 项 式 

Et)” 


HEE (12”) WHF E 
= (E27) (9-9) 
(E+) (sty) 
还 有 


Ww) 一 上 十 0 十 二 ora。 
将 (16) 代 入 (12/)， 经 过 微分 运算 VS Wwe 二 Wy Voy = WW, t Wey 之 后 ， 
得 知 多 满足 方程 
ww (w) + wD p(w) —n (n+ 1)Y@)=0, (17) 
这 个 方程 满足 YO) = 1 ASME AGAR? LTR 
| y(z) =v tn, =n, 152), 
因此 ,我 们 得 到 R 的 形式 如 下 ， 


二 十 人 下 (E—*)(n—- 9) 


对 于 正 整 数 ”, 它 是 一 个 ”一 1 次 的 多 项 式 ， 我们 的 讨论 说 明了 (18) 对 任何 # 都 是 
Riemann 函数 2 。 


D 参阅 Magnus 和 Ohberhettibger[1] 第 二 章 ，$1。 
2) Copson[1] 对 于 已 知 其 Riemaun 函数 为 闭 形式 的 方程 进行 了 考察 。 读者 在 那里 也 可 找到 关于 获得 显 
式 解 的 方法 的 有 趣 的 讨论 。 
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S 6. 用 和 迭代 法 解 线性 和 半 线 性 双 曲 型 的 初 值 问题 


在 下 一 节 员 ,对 Cauchy 初 值 问题 的 解 给 出 了 构造 方式 的 存在 性 证 明 .， 它们 的 基 
础 同 于 熟知 的 对 常 微分 方程 的 迭代 法 ， 

前 面 曾经 说 过 , Cauchy 初 值 问题 能 够 化 为 初始 数据 (或 “Cauchy 数据 ”) 为 零 的 
问题 ， 从 未 知 函 数 # 减 去 一 个 适当 的 ?固定 的 函数 o 然后 考虑 对 新 的 未 知 函 数 的 微 
分 方程 ， 此 外 ,我 们 还 能 够 变换 自 变量 使 得 给 定 的 无 处 为 特 征 的 初始 曲线 C 变 为 直 
线 ? 王 0. 不 失 一 般 性 ,如 果 方 便 的 话 我 们 将 使 用 这 种 简化 法 , 而 仍 把 ARS 
为 l 

1. 三 阶 方程 的 解 的 构造 

首先 我 们 简短 地 处 理 一 下 特征 初 值 问 题 , 特别 是 打算 证 明 上 节 的 Riemann 函数 
的 存在 性 . 

先 考虑 二 阶 微分 方程 

Lluj=u,, +au,+ bu, +cu= f(%, y), (1) 
它 常 可 写作 关于 “和 "一 凶 士 尼 的 两 个 一 阶 的 线性 方程 所 成 的 组 ， 
Uy =v —au, 
V= —bv + (a+ ab—c)ut f. 
我 们 不 解 (1) 的 Cauchy 问题 , MERRER EZES bE EAR 
那 种 更 一 般 的 半 线 性 微分 方程 
Ung= P(x, y, 4, P,q), a’) 
象 前 面 一 样 ,这 里 采用 了 缩写 符号 
us=p, Uy—= 9, 


这 个 微分 方程 又 可 用 关于 4, p, 9 的 三 个 方程 的 半 线 性 组 


ux=p, Py=F (x, y, 4, p,q), qs=F(%, y, 4, p, 9) 
RRE. 
我 们 的 目的 是 要 构造 一 个 在 光滑 的 非特 征 曲线 C 上 有 具 有 初始 值 “= P=9=0 
的 解 


假定 对 它 的 所 有 自 变量 *, y, u, Pp,9 具有 连续 的 导数 。 BER u 具有 连续 的 


D WR ysy) 是 初始 曲线 C， 而 且 在 C 上 由 w=u(%),ux==p(X*), uy=9(%*) 给 定 的 非 齐 次 Cauchy 数 
据 适 合成 带 条 件 uU=pt+qy, 那 末 容 易 验 证 , 例如 w(%,9) 二 u(*) 十 (9 一 六 X))q(*) 就 是 这 种 函数 。 
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各 一 阶 导 数 和 一 个 混合 导数 *= zew 而 根据 (10),* 必定 是 连续 的 ?. 
> . 这 问题 仍 是 有 意义 的 ， 并 旦 下 面 对 
A 解 的 构造 法 也 适合 特征 初 值 问题 ， 这 是 
X i 当 曲 线 C 成 为 二 条 特征 线 AD 及 BD 时 
j 8 的 那 种 极限 情形 (图 32) 。 对 于 这 个 问 
题 , “的 初始 值 只 允许 取 在 C 上 ,而 且 象 
前 面 见 到 过 的 ,微分 方程 (1) 变 成 对 P 及 9 各 自治 着 4D 及 3D 的 常 微分 方程 .， 这 两 
个 方程 和 在 D 处 的 条 件 p=9= 0 一 起 决定 说 着 C 的 p 及 9。 除 此 以 外 ,在 下 面 再 没 
有 必要 区 分 Cauchy 问题 是 对 自由 曲线 C 的 还 是 对 特征 曲线 C By. 
解 要 在 x, y 平面 的 一 个 适当 小 的 三 角形 域 口 上 来 构造 , 这 域 包含 着 或 毗连 着 给 
定 的 一 段 初 始 曲线 C, 且 其 点 P 与 两 条 特征 弧 PP 和 PP, 连接 初始 曲线 C 之 处 在 给 
定 的 那 一 段 上 .运用 具有 适当 常数 u HRERL <H, 1P| <u, |9 <e HUH BH 
(*, y,u, P, 9) 空间 的 域 SG。 在 此 域 GC 内 我 们 假定 对 于 适当 的 常数 1 有 | 已 | < Ful 
<h, |F <h, E <A FUE v= p=9=0( 或 者 在 特征 初始 曲线 的 情形 , 仅 为 
zx 一 0) ,对 于 局 上 一 点 三 方程 (1) 可 写成 积分 形式 


“<(P)= f F(x, y,u, p, 9) dxdy. (2) 


( 见 第 一 章 , 1,1), 
现在 我 们 用 


“P=To= ff, F(X,Yy,v, Va, vy) dxdy (2°) 
来 定义 函数 w(x, 9 BUR BE 0 (x, 9) 的 一 种 积分 变换 。 则 所 求 的 解 是 函数 空间 中 这 
种 变换 T 的 “不 动 点 ", 这 个 不 动 点 可 用 选 代 法 求 出 . 它 是 当 ?>o 时 ,序列 On ng = 
Tu) 的 极限 。 这 序列 中 的 m 是 满足 初始 条 件 ( 辟 如 说 满足 "一 0 P=09=0) 的 任意 
函数 ， 
对 于 足够 小 的 域 马 ,这 个 迭代 确实 收敛 于 方程 的 解 ， 为 了 避免 重复 ,在 本 小 节 不 
作证 明 。 上面 已 经 说 过 ,目前 的 问题 等 价 于 一 阶 的 线性 , 或 半 线 性 方程 组 的 初 值 问 
题 . 我 们 现在 就 用 选 代 法 来 解 这 种 方程 组 . 


D 对 于 二 阶 导数 wxxvyy 不 需要 做 什么 规定 。 不 过 ,如 果 了 和 初始 数据 具 有 连续 的 名 二 阶 导数 , 那 末 下 面 
的 构造 法 也 肯定 了 有 连续 的 二 阶 导数 ”==uxw， + 一 ay 甚至 有 连续 的 三 阶 导数 Pey (y 
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2， 对 于 一 阶 线性 及 半 线性 "组 的 记号 和 结果 
在 下 面 几 个 小 节 中 ,我 们 将 以 记号 Ry. RES HR, RZE 关于 分 量 
hy wl a, «+, a! Ay RBS (2, 避 的 大 个 一 阶 微分 方程 的 组 : 
| us + Au, + B=0, (3) 
eA Ax RABE AC, DRRR B, i, 四 都 有 连续 的 一 阶 导数 , 且 B 可 以 线性 地 或 非 
线性 地 依赖 于 变量 u. RAR, 我 们 可 假定 * 轴 += 0 为 初始 线 , 指定 初始 Ca- 
uchy 数据 为 , 
u(x, 0) =W(2), 
矢量 WC) EAR PR. 假定 方程 组 (3) 是 在 82 总 义 下 的 双 曲 型 MER 
4 有 % 个 实 的 本 征 什 +i,z?，……, 路 和 个 线性 独立 的 在 本 征 矢 DP P, e, 以, 它们 形 
成 一 个 具有 行列 式 为 1 的 矩阵 4。 BERKER UTS 于“ 及 :的 连续 导数 . 最 
后 ， 对 于 系数 的 一 阶 导 数 从 而 对 于 本 征 元 的 一 阶 导数 ,我们 假定 一 种 特殊 的 连续 
模 ,叫做 Lipschitz 连续 性 ， 由 党 微分 方程 -学 -=r" 定 出 特征 曲线 , 而 从 坐标 为 5 
的 点 了 引出 的 特征 线 C 可 以 表示 为 
Ce #=x"(t38, T), 
它们 对 + 以 及 对 参数 5 = MASS ML, RUB ARIES =o, MEER 
乘 (3) 我 们 得 到 特征 方程 组 
“D+ l'B=0, (3’) 
或 简写 作 
lDu+1B=0, 
其 中 D" RRIAT = LO 算 子 D 可 看 作 是 沿 CORE. 
为 了 与 上 面 的 各 个 假设 相 一 至 ,我 们 假定 本 征 值 * 及 本 征 和 撩 二 是 + 和 1! 的 具有 
连续 的 一 阶 导数 的 函数 . 


D 由 本 节 和 下 一 节 的 讨论 所 得 到 的 关于 拟 线 性 组 的 结果 是 属于 了， Schauder[1] 的 。 下面 的 证 明 是 由 MM. 
Cinquini-Cibrario[1],K， O. Frzriedrichs[1], 以 及 由 及 .Courant 和 P. D. Lax[1] 给 出 的 。 更 精 
BEYER A. Douglis[1], P. Hartman 和 A. Wintner[1], 以 及 P. D. Lax[5] 得 到 。 

在 对 可 微 性 作 更 强 的 假定 下 ， 关 于 单个 的 n 阶 非 线性 方程 的 存在 定理 早 在 许多 年 前 就 由 EE E. Levi 
AHT. Levi 的 关于 双 曲 型 方程 的 著述 一 直 被 人 遗忘， 直到 他 的 结果 几乎 全 部 被 独立 地 重新 发 现 。 但 
是 他 的 关于 具有 多 重 特征 的 非 线性 方程 的 讨论 还 没有 人 赶 得 上 。 
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aT BRAVE A A TED", 天 写作 DL, 并 指出 关于 任 一 对 
mB a Al 的 有 用 的 公式 D (ab) =aD(b) + D(a), _ 
方程 (3 人 ) 的 形式 启示 我 们 来 引入 新 的 未 知 国 数 U Hu, 或 简写 作 0U= Au 或 
U=lu, 由 于 2D(O) =O (lu) —uD1, 所 以 得 到 形 如 
DU = —1B+ (Dl)ju=—b+ (DDu (3") 
的 微分 方程 。 因 为 可 用 0 表示 为 w= AU, eh A EÈ 4 ee, POA T 
HF (3”) FEAR Be A 
DU=F(x,t;U) (3) 
的 形式 , 它 的 右边 是 变量 v, tU 的 连续 函数 矢 , 且 对 变量 VU 有 连续 的 导数 .当然 ,D 
在 这 儿 是 以 D" 为 分 量 的 对 角 线 阵 , 
要 注意 4 的 初始 值 W(*) 变 为 由 t=0 时 wl%, O= 47 的 值 给 出 的 口 的 初 值 
F(x), 我们 的 假设 肖 定 了 对 4 的 Cauchy 问题 和 对 的 Cauchy 问题 的 等 价 性 ， 
Ex, :平面 上 考虑 一 个 闭 域 G, 使 


P(é,7) 
得 由 G 上 一 点 己 出 发 而 向 着 + 减 小 的 
o, 方向 引出 的 一 切 特 征 Ce 与 * 轴 上 给 定 
的 一 段 9 交 于 坐标 为 xe 一 * (035,7) 的 
点 Pe, 且 使 得 8 包含 G 上 所 有 点 卫 的 依 
t=0 BER. 称 G 内 部 的 带 0<t <h 为 Ch 
~ ( 见 图 33). 
下 一 小 节 的 主要 结论 是 ， 在 9 上 以 


为 彻 始 信 的 Cauchy 问题 对 适当 小 的 

在 带 Gs 上 具有 唯一 的 连续 可 微 的 解 + | 

根据 8 4 这 解 是 唯一 确定 的 。 我 们 也 将 看 到 ， 这 解 可 以 扩展 到 整个 域 C 上 , 只 
要 系数 保持 它们 的 连续 性 ， 还 有 ,如 果 和 和 了 有 直到 阶 的 连续 导数 ， 则 和 解 * 也 有 
同样 多 阶 数 的 连续 导数 。 最 后 ,如 果 各 个 系数 以 及 数据 连续 地 且 可 微 地 依 环 于 一 
个 参数 , 则 解 z 也 如 是 . 

3， 解 的 构造 

为 了 用 方程 (3/“) Miha F (*) 构造 解 ,我 们 在 方程 右边 用 消 数 矢量 = 4? 
REU HEC 上 考虑 具有 连续 导数 及 初始 值 呈 (xz) 的 函数 集 或 函数 “空间 "3。 (3”) 
或 (3) 镶 着 特征 Ce 由 PL 到 卫 的 积分 提示 我 们 去 研究 积分 变换 
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WEE, t) = Yr (x) +f Erca, t;V)dt 


=a f" (x,t, V) —(D'I*)v) dt w 


或 用 符号 写作 

W=TP, 
这 里 F(a, t7 (x, Dhi x Fe" ©) 代入 ， 这 个 变换 是 S 中 的 函数 7 到 具有 相同 
的 初始 值 的 函数 玉 的 积分 变换 ， 于 是 所 求 的 Cauchy 问题 的 解 就 是 在 这 种 变换 下 
保持 不 变 的 元 素 . 

当然 ,在 变换 了 中 7 E, 0) 在 点 卫 的 每 个 分 量 可 表示 为 在 特征 C 上 的 相应 的 
积分 ,这 就 是 说 ,在 G 上 我 们 必需 将 E C, t7 e, Dhi x A a8 (08, 0) RR RI 
只 对 + 从 0 到 + 积分 . 

对 于 适当 窗 的 带 Co 所 求 的 不 变 元 素 可 用 选 代 法 作为 nokt 

Un=7TU, 
的 一 致 极限 而 造 出 ,DU EHIE Y OMERA RRK UO =e (x, FEIN. 

为 此 目的 我 们 利用 一 个 连续 函数 矢量 f 的 最 大 范 数 | 了 | 或 |f1o, 即 了 在 闲 域 6 
上 对 f EO 上 的 任何 分 量 所 达到 的 最 大 值 . 现在 令 N= |" (x, DI PLAE I< 
2N 来 限制 $ 中 的 “容许 函数 ”. 对 于 这 些 容许 函数 存在 一 个 共同 的 上 界 4 使 得 在 G 
上 有 从 而 在 Gs 上 更 加 有 

I"*i<e, lFil<e, Wilse, [Fil<e, 
这 里 Fr 表示 关于 变量 7 的 梯度 ， 对 于 (4) 中 被 积 函数 的 绝对 值 也 可 以 假定 x 作 
为 它 的 上 界 . 

于 是 ,对 于 选取 得 适当 小 的 ,变换 了 将 容许 函数 V 变 为 容许 函数 于 。 实 际 上 ， 
我 们 看 出 (4) 意 味 着 SN they 因此 ,车 选取 4 这 样 小 , 使 得 hu<N, MI I< 
ON, 至 于 有 连续 的 导数 ,这 一 点 马上 可 以 看 出 来 . 

EW RM U, 的 一 致 收敛 性 ,我 们 作 差 式 Za=U miU n, 由 (4) 得 

ZEE, = (P(A, t5 Un) FH, Una) dt, (x=2" CE, 7)) 


AA F, PRAT 有 连续 的 导数 , 我 们 可 在 积分 号 下 应 用 中 值 定理 并 且 用 适当 的 
中 值 口 得 到 关系 式 


Z(E, 0) =f FEC%, t; 0) ZC, that. 
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Pl <u, 象 前 面 一 样 我 们 立即 得 到 

|Z, 1<hžulZnil. 
BALI A ERR, 使 得 141=09<1, 例如 6 一 村, 就 能 使 

[ZnI<O1Z nL, 
我 们 可 以 说 ， BRT 依 最 大 范 数 压缩 而 2 在 Gh 上 当 noo 时 一 致 收 剑 于 O 因 
此 ,函数 55, 的 确 一 致 收 处 于 G 上 的 一 个 连续 函数 0. 
-极限 矢量 UU 显然 具有 初始 值 P(x)， 且 是 变换 下 的 不 变 元 素 ， 因 而 是 积分 广 
RA USTU 的 解 。 又 因 方向 微分 算 子 D 作用 于 这 些 积分 上 得 出 被 积 函 数 ， 所 以 
U 也 解决 了 特征 标准 形式 的 微分 方程 (3”)?. 

不 过 ,方向 导数 的 存在 并 不 能 立即 推 知 极限 函数 U 的 导数 0。, D7: 存在 或 连续 . 
现在 要 证 明 这 些 导数 是 存在 的 而 且 是 连续 的 ,方法 是 先 证 明 Un 的 一 阶 导数 象 Un 一 
样 是 一 致 收敛 的 ， 然 后 根据 初等 微 积分 学 ，U. 的 极限 U 以 这 些 极 限 为 导数 . 

我 们 可 限于 考虑 +- 导 数 (或 -导数 ), 因为 由 已 知 的 方向 导数 D 可 使 我 们 表示 
出 -导数 。 如 果 我 们 将 (4) 在 积分 号 下 对 上 微分 , 则 (DL) 一 项 就 引出 了 本 征 矢量 
的 二 阶 导数 ， 而 从 我 们 的 假设 只 能 知道 连续 的 一 阶 导数 存在 ， 要 先 假定 二 阶 导数 是 
连续 的 ， 经 过 微分 之 后 用 极限 步 又 去 掉 这 一 假设 就 可 以 容易 地 克服 这 个 障碍 。 不 过 
我 们 将 采用 下 面 更 直接 的 方法 ?把 形 和 如 X() = | PC, EDG E) dt 的 积分 对 参数 
ERE RE D 表示 对 变量 + 求 导 ,在 我 们 这 个 情形 下 求 导 是 沿 着 特征 线 进行 的 ， 现 
不 考虑 (8) 而 考虑 两 个 参数 。 和 8 的 函数 ， 及 (a,8)= PC, DQE, pdt, tk 
得 当 a= P=EM KE) =H (E, E) B KH + Hy, 1 XH RRB ST 
分 而 得 到 ， 恕 。= Pelt, 0) DQ, D) 恬 .为 了 表示 出 第 二 项 , 先 分 部 积分 ,然后 直接 


对 及 微分， 最 后 再 令 "一 8= 纪 将 结果 加 起 来 ， 得 到 K= |CP: EE) DQ C, D—- 
Qelt, S) DPC, E) Jdt + P(r, £)Qz(e, E) — PCO, €)Qz(0, £). 
这 个 公式 使 我 们 立即 能 够 对 D (的 积分 求 导 ， 将 各 个 表达 式 加 起 来 并 消去 边 
界 项 ,最 后 我 们 能 够 简短 地 将 丈 一 TF 对 5 的 导数 写作 
W gÈ, T= S elbet BrP alv +o Ddt A Lege |ior HW" tehtno, (5) 


1) 上 面 的 讲解 说 明了 解 的 唯一 性 . 因为 对 于 一 个 解 口 ,如 果 Uo 二 U, 则 所 有 的 函数 U 都 等 于 U3 于是， 两 
个 解 的 差 经 过 变换 了 又 得 到 它 本 身 , 由 于 的 收缩 性 质 ,这 就 表明 差 恒 等 于 零 . 
2) 这 是 P Unger 指出 的 ， 
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不 论 积分 号 下 的 ”是 否 用 斑 表示 出 来 ， 这 个 公式 是 将 导数 灰 : 用 严 及 三 的 一 阶 导 
数 表示 的 而 不 涉及 1 的 二 阶 导 数 ， 它 表明 奈 具有 连续 的 一 阶 导 数 ， 再 者 ，(5) 还 表 
BSA, 7 的 导数 是 有 界 的 ,只 要 |7| 和 [71 是 有 界 的 ;这 里 7 h 是 一 阶 的 
景 大 范 数 ; 即 在 域 上 量 17%| 或 17 和 中 的 任 一 个 所 达到 的 最 大 值 ?。 

更 具体 地 是 可 以 看 出 ， 对 于 171 的 任何 给 定 的 界 以 ,人们 可 定 出 171 的 一 个 
FM; HERAT SLB hik j 严 | FF | 各 自 以 同 样 的 数 M 及 M 为 界 . 

此 外 ， 我 们 可 以 完全 象 前 面 那样 得 出 结论 ， 对 于 适当 小 的 变换 TY 压缩 了 一 
阶 导数 。 MERN Un 而 且 0 的 一 阶 导 数 在 适当 窄 的 带 Gh 上 也 一 至 收 级， 这些 
极限 必定 是 极限 函数 U 的 相应 的 导数 ， 所 以 函数 U 的 确 是 Cauchy 问题 的 解 

可 以 补充 一 个 注解 ， 由 (5) 容易 推出 ， 对 V 的 适当 的 连续 模 同样 也 变 成 对 7 
的 连续 模 。 特别 是 ,车 Pt( 及 V2) AH Lipachitz 常数 o 的 “Lipschitz 连续 性 ”, 即 车 
差 商 的 绝对 值 以 o 为 界 , 则 TV 的 导数 的 绝对 值 也 以 o 为 界 . 

因此 Un 的 导数 是 同等 连续 的 。 根 据 Arzela 定理 它们 形成 一 个 列 紧 集 ， 又 因 它 
们 是 有 界 的 ， 于 是 根据 唯一 性 定理 它们 只 能 确定 一 个 极限 元 素 ， 即 它们 是 一 致 收敛 
的 ， 这 样 就 得 到 了 一 个 稍微 不 同 的 存在 性 的 证 明 ， 

最 后 我 们 加 上 一 个 在 87 中 要 用 到 的 重要 附注 ， 即 使 变换 (5)T 一 Tv 在 每 一 步 都 
改变 ,只 要 DU 一 项 保持 一 致 有 界 , 则 导数 的 同等 连续 性 ， 如同 Lipschitz 条 件 一 样 ， 
在 变换 之 下 保持 不 变 . 

再 者 ， 前 面 的 论述 可 不 加 变更 地 推广 到 高 阶 导数 上 面 去 ， 如 果 初 始 数据 和 微分 
方程 的 系数 具有 直到 n 阶 的 连续 导数 ， 那 末 解 也 有 同样 程度 的 光滑 性 。 我 们 说 ，* 
的 光滑 性 是 可 延 拓 的 , 即 任意 阶 的 可 微 性 当 * 由 + 一 0 移动 到 :二 4 时 保持 不 变 ， 在 第 
六 章 810 中 我 们 将 讨论 可 延 拓 的 初始 条 件 这 个 概念 的 意义 ， 

在 第 2 小 忆 开 头 叙述 的 定理 在 一 个 较 大 的 域 上 仍 成 立 。 要 证 明 这 个 结论 ， 我 们 
用 直线 :==4 作为 新 的 初始 曲线 ,并 以 解 WIE U (e, 加 作为 新 的 初始 数据 ,并 在 带 
<t<2 上 解 同样 的 问题 ， 依 这 种 方式 继续 一 步 一 步 地 做 下 去 , 于 是 就 可 对 任意 大 
的 + 造 出 解 ,直到 连续 性 假设 和 有 界 性 假设 不 满足 时 为 止 . 

4. 附注 。 解 对 参数 的 依赖 性 

从 那个 用 以 证 明 选 代 函 数 收 敛 性 的 估算 法 ， 容 易 得 出 一 个 重要 推论 ， 如 果 微 分 


D 还 可 以 稍微 不 周 地 把 | 天 小 Ex% P| Be S| Be PE) 的 一 个 分 量 所 达到 的 最 大 值 。 
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算 子 的 系数 或 初始 数据 少 连 续 地 依赖 于 参数 6 且 具 有 关于 《 的 直到 s 阶 的 连续 导 
数 , 则 解 x BIE E 的 函数 时 也 具有 同样 的 性 质 ， 

最 后 应 说 明 ， 前 面 用 于 初始 数据 光 (*) 的 造 解法 , 即使 在 ww 有 间断 性 时 , 例如 在 
某 个 点 (比如 x=0) 有 跳跃 间断 时 ， 仍 可 引出 广义 解 。 这 种 间断 性 从 这 个 初始 间断 
AP* 沿 着 由 P 引出 的 每 条 特征 传播 出 去 . 在 第 六 章 84 中 ,对 不 连续 解 有 更 为 一 般 
的 详细 分 析 . 

5. 混合 初 值 及 边 值 问题 ” 

值得 研究 的 物理 现象 ， 大 多 数 出 现在 固定 的 或 移动 的 边界 所 限定 的 一 部 分 空间 
中 。 这 些 边 界 可 用 描述 物理 系统 的 诸 变量 间 的 数学 关系 式 表 示 出 来 .这 种 边界 条 件 
的 例子 是 ，a) 在 移动 着 的 器 壁 处 , 理想 流体 速度 的 法 问 分 量 必定 等 于 器 壁 速度 的 法 
向 分 量 。b) 端点 固定 的 振动 着 的 落 在 端点 的 位 移 为 0。c) 在 完全 反射 的 墙壁 上 声波 
振幅 梯度 的 法 向 分 量 为 零 . 

假定 这 系统 限于 正 * Hh, x >0, 我 们 的 且 的 是 要 解 一 个 特征 标准 形式 (3”) 的 线 
性 或 半 线性 方程 组 ， Dw 二"(%,t, u, eu); 要 对 于 一 个 邻接 正 * 轴 * 之 0 及 时 
ht> 的 小 区 域 造 出 解 。 沿 着 * 轴 及 上 轴 所 提出 的 条 件 构成 一 个 适 定 的 混合 问题 . 
假定 ”> 是 正 的 本 征 值 * 的 个 数 ， 

Ey tee St, > 0, 

Ti tru, 是 负 的 。 根据 假设 没有 一 个 本 征 值 * AS. RH. > 是 经 过 原点 0 而 
指向 *, 上 平面 的 第 一 象限 的 特征 的 数目 , 那 末 经 过 :>0 且 足 够 接近 C 的 一 点 的 前 
条 特征 也 指向 第 一 象限 .再 者 ,我 们 假想 这 些 特征 是 互 不 相交 和 的 。 那 末 , 通 过 OO 的 特 
EHR C 将 第 一 象限 邻接 O 的 部 分 分 为 两 个 区 域 , 使 得 由 Cr 左边 的 域 中 一 点 卫 向 
t 减 小 的 方向 引出 的 所 有 7 条 特征 曲线 与 正 t 轴 相 交 , 只 要 我 们 限制 在 邻接 0 的 足够 
小 的 区 域内 ( 见 图 34), 

沿 着 正 的 * 轴 我 们 予 先 指定 Cauchy 初始 数据 , 即 这 个 值 w(%*, 0) =y). 

对 于 这 些 在 * 汪 0 上 的 Cauchy 数据 再 加 上 在 “=0 上 提出 的 具有 予定 的 函数 
Xp(b,p<7, 的 > 个 边界 条 件 

uP = XP(t), (6) 

或 更 一 般 地 


1) 见 本 章 附 录 2, 并 参考 第 六 章 8,3. 


SLE ”两 个 自 变量 的 双 曲 型 微分 方程 385 


k 
uwr— S$) mlPul=X% (t), (p=1,..*,7). (7) 


j=r+1 

这 里 (8 一 7)r 个 量 m1,? 是 已 给 的 并 且 可 如 此 选取 , 使 得 

DE Im | <1, (8) 

j=r+] 
REIRET ul, ee, w 这 7 个 函数 能 够 用 其 余 的 函数 Tt, oe, eR 
出 来 。 条 件 (8) 只 是 对 下 面 证 明 收 敛 性 时 给 予 术语 上 的 便利 , 它 总 可 以 借助 于 引入 新 
的 因 变 量 ww... a (RA RBADERT 4) RRS w 1!,.…, wt 而 得 到 满足 . 

最 后 我 们 指出 , 沿 着 过 〇 的 特征 ,方程 的 解 将 有 间断 ,除非 假定 了 对 于 C 处 *=0， 

t=0 的 这 些 数据 适合 “ 相 容 条 件 ”。 特别 是 一 阶 相 容 条 件 , 即 “的 连续 性 ,依赖 于 条 
件 


k 
. xP (0) + 2 mi,Py1(0)= (0), (p=1,* we, r), 


jert 


利用 求 导 可 得 到 相似 的 导数 的 相 容 条 件 . 


Cr 


c 
Ck 


果 微 分 方程 的 系数 和 数据 具有 * 阶 的 连续 导数 并 且 如 果 数 据 满 足 直 到 s 阶 的 相 容 条 
件 , 那 末 解 就 具有 * 阶 的 连续 导数 . 如果 只 满足 直到 p 阶 的 相 容 条 件 , 那 末 解 的 高 于 
PP 阶 的 导数 沿 着 自 原点 引出 的 特征 Ci, t, Cr 有 间断 性 ， 

用 和 迭代 法 构造 解 几乎 和 第 3 小 节 完 全 一 样 进行 . 仍 用 Px 表示 Cx 与 :=0 或 *= 
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0 的 交点 ,我们 有 (记号 是 显然 的 ) 

ur(P)=u(P,) + Fr(%, ty ul, +++, We) dt. (9) 
如 果 P 是 在 t 办 上 (这 种 情形 仅 当 &<r 时 发 生 ) ,我 们 用 从 (7) RBA "(Peds 
如 果 P 在 x 轴 上 , 则 我 们 将 Gauehy 数据 (Pi) 代入 ， 然 后 我 们 象 前 面 一 样 定义 积 
分 变换 

Png HL vn, 
而 将 (9) 的 右边 定义 为 T。， 为 了 证 明 序 列 424} Ke 性 , 我们 还 是 考虑 一 系列 差 
Wayi =Vnp Yn WMR PEt HE, MWA BERRA 
Wha 一 x ms wa — fa £ b*iwidt, 


ime+l i=n+} 


俗 如 第 3 小 节 一 样 , 对 一 个 足够 小 的 带 可 推出 由 wx 到 w+ 的 变换 依 最 大 范 数 也 依 ， 
范 数 有 压缩 性 ， 因 此 解 又 可 作为 变换 T 的 不 变 元 素 而 得 到 . 

如 果 一 个 物理 系统 并 非 由 一 道 器 壁 而 是 由 两 道 器 壁 所 限 ， 譬如 由 直线 “< 一 0 及 
x 一 a 所 限 , 则 边界 条 件 必定 也 要 依照 同样 的 原理 指定 在 直线 + 二 a。 上 、 换 句 话说, 由 
点 (4, 0) 引 向 域 中 的 特征 有 多 少 ,边界 条 件 就 需要 有 多 少 个 ， 并 且 这 些 条 件 必需 满足 
相 容 性 及 线性 独立 的 要 求 , 象 前 面 对 边 界 “一 0 所 讲 的 一 样 ， 在 这 种 情况 下 我 们 得 到 
半 带 域 中 的 唯一 解 . 

一 个 随时 间 移动 着 的 域 ,用 数学 语言 描述 出 来 就 是 ， 给 出 它 在 :一 0 时 的 位 置 为 
x 转 上 的 菜 个 区 间 (a，5) 并 以 由 a 及 5 朝 着 正 : 方向 引出 的 两 条 曲线 来 给 出 两 端的 
运动 。 如 果 这 两 条 曲线 足够 光滑 ， 则 可 变换 自 变量 ， 把 这 种 域 的 问题 化 为 上 面 处 理 
过 的 那 种 问题 

直到 现 SERTI TAIERE, BA MRANA Z RA 
是 特征 的 , 仍 可 用 同 料 的 方法 构造 解 ， 在 此 情形 下 , 边界 上 所 指定 数据 的 个 数 应 该 与 
进入 域 中 但 不 包含 边界 本 身 的 特征 曲线 的 数目 相同 。 这 是 与 第 1 LA A 
关 特 征 初 值 问题 相 一 致 的 ， 

例 ，1) 在 平面 中 一 条 拉 紧 了 的 纺 的 运动 为 方程 

wes = 0 (10) 

所 制约 ， 这 里 “表示 弦 的 位 移 而 “ 是 依赖 于 弦 的 密度 和 张力 的 常数 ， 张 的 初始 位 置 
和 速度 是 给 定 了 的 (Ganchy 数据 ) 而 端点 (4, ORO, 0) 是 固定 的 , 即 边 界 条 件 为 
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ula, t) =u(b, t) 一 0。 
5| 人 两 个 新 的 未 知 阔 数 2==cus 十 ,w= 二 cus 一 we， 将 二 阶 方程 (10) 变 为 一 个 一 阶 的 对 
角 线 方程 组 , 则 得 


Ve—CV,=0, 

W, t Cw, =O, 
特征 速率 是 土 ， 所 论 域 是 半 带 域 a< 4 <b, t> AKA RRE R TA 
进入 域内 ,所 以 ,在 两 个 边界 上 "=1, 事 实 上 在 每 个 边界 上 有 一 个 边界 条 件 ; 

v(a,t)—w(a,t) =v(b, t)-—w(b, t)=0, 
还 有 ,容易 验证 在 此 情形 下 线性 独立 的 条 件 也 满足 . 
2) 在 (运动 着 的 ) 活 塞 所 封闭 的 管 中 , 可 压缩 气体 的 运动 可 用 流速 4 及 密度 。 描 
绘 出 来 。 连续 性 方程 和 动量 守恒 方程 是 
Pet UPa tpus = 0 

及 


yt Ute + 2 P2=0, 


这 里 Pp RREI: ARORA BA PO re 的 已 知 的 > CAA) BB. 

这 二 方程 是 非 线性 的 ， 对 于 这 种 方程 的 初 值 问题 的 理论 和 线性 方程 的 理论 是 十 
分 相 象 的 ; 我 们 将 在 下 一 节 中 加 以 讨论 。 这 种 相似 性 也 可 推广 到 混合 初 边 值 问题 上 
面 去 ,就 象 下 面 的 例子 所 表明 的 那样 。 自然 , 对 于 非 线 性 组 , 我 们 总 得 记 住 ， 所 叙述 
的 一 切 只 对 足够 小 的 区 域 有 效 。 

u Fi e 的 初始 值 是 予 先 给 定 的 * 的 函数 a<r), 在 封闭 着 管 的 两 个 活塞 所 
描绘 出 来 的 曲线 *=a() 及 *=2(t) 上 ,必需 使 流速 等 于 活塞 速度 ， 


u(a(), = 54, 


u(b (t), t)= D, 


特征 速率 是 w+c Mue kE e=- E, MERE a) <x<2(D,t>>0。 在 两 条 边 


界线 上 7 仍然 等 于 1, 这 是 在 每 条 边界 上 的 条 件 的 个 数 . 
在 对 线性 情形 所 讲 的 理论 中 ， 条 件 的 个 数 必 需 等 于 进入 域 中 的 特征 的 数目 ， 在 


D 和 S$§3,1 -# RMNBERDE SAN. 


388 数 学 b E FF 法 


非 线性 的 情形 下 也 必需 满足 相似 的 条 件 。 这 样 一 个 条 件 在 所 举例 子 中 和 确实 得 到 满 
是 ,这 一 点 马上 就 可 以 知道 . 


§ 7. 关于 拟 线 性 组 的 Cauchy 问题 


现在 转向 拟 线性 组 
u,t+ A(x, tiu) us+ BX,t;u)=0 (1) 
并 简短 地 说 明 如 何 能 将 (1) 的 Cauchy 问题 在 §6 所 述 结果 的 基础 上 用 稍微 不 同 的 先 
代 法 解 出 来 ， 这 个 结果 恰 和 对 线性 组 或 半 线 性 组 所 得 结果 一 样 ， 特 别 是 ， 如 果 系数 
4, B ARIE w(x) 具有 对 %, t, u 的 Lipschitz 连续 的 一 阶 导数 , 则 在 * 轴 的 一 部 分 
的 一 个 适当 的 邻 域 0<:<z 上 存在 唯一 确定 的 具有 Lipschitz 连续 的 一 阶 导数 的 
解 ,只 要 这 个 组 对 于 给 定 的 初始 值 v(x, 0) = 立 (z) 是 双 曲 型 的 。 象 前 面 一 样 , 双 曲 性 就 
是 存在 4 个 独立 的 左 本 征 矢量 (25 .…, 区, 不妨 假定 它们 已 经 这 样 正规 化 了 , 使 得 它 
们 所 形成 的 矩阵 4 的 行列 式 为 1 特征 Cy, KWER ct 及 本 征 矢量 二 现在 依赖 于 这 
个 特定 的 函数 :一般 地 ,我 们 考虑 具有 国定 的 初始 值 v(x，0) =Y), M Lipschitz 
连续 的 一 阶 导数 并 满足 具有 固定 的 M EM, 的 不 等 式 
wl<M, lvh<m, 

的 函数 w 这 种 函数 不 必需 是 解 。 用 上 述 条 件 所 限定 的 任何 “容许 ”函数 代 炎 2?， 假 定 
RE AC, 530) Fe PSR AAEM (x, ts 2), 简 写作 *(o)， 又 假定 有 一 个 由 独立 的 
FERRU ARREK AO), X 在 即将 说 明 的 固定 域 G。 上 对 所 有 变量 有 
Lipschitz 连续 的 导数 ?。 常 微分 方程 -5 一 的 解 思 做 。 场 的 特征 C". 对 于 容许 函 
数 ,它们 的 斜率 是 一 致 有 界 的 ;|se| <u, 并 且 现 在 我 们 规定 闲 域 G 和 其 中 的 带 G4 是 
由 这 种 点 组 成 的 , 由 这 些 点 向 {二 0 引出 的 特征 C* 总 在 G 上 并 交 % 轴 于 .7 部 分 . 
所 有 这 种 函数 所 成 的 集 或 空间" 仍 叫做 Se FERR! 和 本 征 值 以 及 它们 的 导数 
都 依赖 于 v, :和 并且 是 Lipschitz 38580, RARE BAD = 3, + o( Sy 
义 。 场 中 的 特征 微分 算 子 

现在 我 们 用 一 个 自然 的 选 代 方案 来 进行 (附带 比较 一 下 第 四 章 $ 7 ALLIS 
程 的 和 第 六 章 § 10 对 多 于 两 个 变量 的 双 曲 型 方程 的 一 个 相似 的 方案 ) . 

为 允许 "可 有 足够 的 偏差 ,假定 界限 |y(x)1<N, 而 令 M= N+1. WK, 在 4 


D 对 于 不 同 的 本 征 值 , 本 征 元 素 的 这 些 性 质 由 对 4 的 假定 推出 。 
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及 8 中 用 一 个 容许 函数 v(x, DRAR, 方程 (1) 就 变 成 线性 的 , 象 我 们 在 8 6 中 处 理 
过 的 一 样 .具有 已 给 初始 值 x(x, 0) = W(x) fy Cauchy 问题 的 解 是 zx 一 Tvw, 故 可 作为 变 
换 了 的 不 变 元 素 而 得 到 (1) 的 解 w， 特别 是 作为 具有 zm= 泌 (#) 的 迭代 函数 Tu 一 it 
当 n>co 了 时 的 一 致 极限 而 得 到 坟 这 里 了 二 7T, 依赖 于 n. 

构造 法 如 下 ?， 首 先 依照 $6 中 基于 引入 新 函数 避 = tu, Va 4v,， YP 二 -1 BE 
续 而 得 到 4 一 TV 然后 只 需 注 意 在 $6 的 基本 公式 (4) 及 (5) 中 对 * 求 导 时 需 顾 及 
… 对 2 有 依赖 关系 ; 即 是 ,必需 认为 (4/4%)1 二 y+1,0,…, 这 就 引入 了 vw 的 导数 . 
这 直接 导出 了 引 理 ， 对 于 M= N+1 我 们 可 选取 足够 大 的 界 M, 及 足够 小 的 使 得 
5 中 的 任何 函数 都 变换 为 5; 中 的 另 一 个 函数 w= 了 T+. 

再 者 ,迭代 函数 un 在 Gs 上 一 致 收敛 于 极限 函数 o. 这 个 函数 是 唯一 确定 的 并 且 
显然 满足 特征 形式 的 微分 方程 ZDu+18=- 0， 象 8 6 一 样 , 压缩 性 及 唯一 性 可 由 对 两 
个 容许 函数 4=Tv 和 ww" 二 Tv* 的 差 z= 一 uw*( 记 $=v 一 v2*) 的 微分 方程 

2,+ A(v)z,+ (A(v)— A(v") ug + B(v) — B(v*) =0 
立即 推出 ,运用 中 值 定理 并 参照 $6 中 的 (4) ,我 们 有 
2,+ A(vV)2.+ CK=0, 
其 中 是 *,t 的 有 界 函数 ,并 且 象 $6 一样 得 到 一 个 形 如 
[zl<Msnalel 
的 不 等 式 . 取 足够 小 的 可 得 到 不 等 式 |z|< 亡 ||， 因 而 得 到 变换 T MERE. M 
DA un E Gn 上 一 致 收 化 于 函数 v. 

要 证 明 u RA Lipschitz 连续 的 一 阶 导数 并 在 严格 意义 下 解决 了 (1)， 我 们 依靠 
$6 未 尾 的 附注 。 由 §6 ，(5) 证 明 变换 Tv 保持 一 阶 导数 的 Lipschitz 连续 性 就 可 得 
H. 所以, ERER w 的 一 阶 导数 是 同等 连续 的 ， 它 们 形成 一 个 列 紧 集 并 且 象 上 面 
所 说 的 ,极限 函数 具有 Lipschitz 连续 的 导数 . 

也 可 以 采用 稍微 不 同 的 论证 ， 首 先 用 适当 选取 的 具有 连续 且 有 界 的 二 阶 导数 的 
函数 来 逼近 4, 8 及 办， 于 是 相应 的 解 w 将 有 一 至 有 界 的 二 阶 导数 。 取 极限 之 后 ， 
这 些 界限 将 变 为 的 一 阶 导数 的 Lipschitz 界限 。 无 论 如 何 ,关于 非 线性 组 的 结论 与 
线性 的 情形 是 一 样 的 . 

附带 说 一 下 ,不 难 将 Lipschitz 连续 性 条 件 代 之 以 任何 (目的 ) 连 续 模 条 件 ”. 


1) 参阅 只 .Courant[3]。 
2) MLA. Douglis[1], 
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$8. MFRS RT ih BY fk A FEY Cauchy 问题 


单个 的 高 阶 微分 方程 所 表现 出 来 的 性 状 与 一 阶 的 方程 组 有 相当 多 的 不 同 之 处 ， 
应 另 予 简略 的 讨论 ， 
以 前 我 们 曾 用 符号 形式 将 一 个 函数 zx(x, 沪 的 不 阶 线性 微分 方程 写作 
L[u]=(P*4 Př- eee Phut f= . (1) 
这 里 


aot 
Ox*? (a) 


«_ pref 9 ON ko x © x 
Pea P (sry Ge) eget iag te 
(R= 0, 1,659, 4), 
ð ð 
Eo rË RAKS TR RERET v,i RRA, 


对 于 初始 线 *= 0 的 Cauchy 问题 就 是 ， 当 ARERR te ter oo 
uy 的 值 在 = 0 上 给 定时 要 从 (1 确定 w。 不 失 一 般 性 ,我 们 假定 Canchy 初始 数据 
为 0, 即 及 w 的 直到 * 一 1 阶 的 导数 当 +=0 时 恒 为 0. 

我 们 假定 ,在 所 论 域 >0 上 ，(1) 是 在 每 个 点 处 有 4 个 特征 方向 的 意义 下 为 双 曲 
型 的 5( 见 8 2), 这 4 个 特征 方向 对 应 于 到 个 不 同 的 特征 导数 

Diz- +n, of GE 及， 

在 $1 中 曾经 见 到 , 系数 二 一 了- 对 应 着 特征 曲线 族 (%,!) = 常数, 这 个 特征 曲线 
族 满足 特征 方程 


PA(4 $z) 一 0。 
我 们 假定 直线 t= 常数 不 是 特征 曲线 , 则 A0, H g0, FA 目 去 除 ， 则 我 们 可 用 1 
代替 a HAT 
P¥(c,—-1)=0 (ae P*(—-2,1) =0) 
REDE. 
在 本 节 中 ,我 们 将 讲述 关于 (1) 在 这 种 双 曲 型 情况 下 求解 Cauchy 问题 的 若干 方 
法 .我 们 也 将 老 虑 更 广泛 的 情形 ,在 这 些 情形 中 ,即使 出 现 多 重 的 特征 , Gauchy 问题 
1) L. Gardiog[2] 对 常 系数 情形 给 出 的 双 曲 型 的 更 广泛 的 定义 包含 着 有 实 的 多 重 特征 的 方程 。 本 节 中 有 


几 个 方法 也 适用 于 这 种 方程 。 这 种 一 般 的 定义 的 目的 是 为 了 确定 Cauchy 问题 是 否 提 得 适当 而 制定 一 
个 可 检验 的 判 据 。 
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也 是 可 解 的 . 

1， 化 为 一 阶 特征 组 

Gauchy 问题 可 化 为 对 角 线 型 的 一 阶 线性 组 的 初 值 问题 . 

我 们 将 先 引 用 的 导数 作为 新 的 未 知 函 数 ( 象 前 面 做 过 的 一 样 ) 来 作 这 种 化 简 . 
所 得 到 的 一 阶 组 将 有 和 (1) 一 样 的 4 个 不 同 的 特征 ,此 外 ,还 有 直线 + 二 常数 ,是 明显 
的 多 重 特征 .这 个 组 可 同 $ 6,2 中 所 作 的 一 样 化 为 对 角 线 型 的 标准 形式 ， 在 第 3 小 
节 中 ,我们 将 讨论 更 优美 的 且 更 一 般 的 简化 法 . 


B a RE aE IES co=1, 用 二 4(4+1) 个 函数 
pid (x,t) (¢+7<k—-1) 


Oitiu 


的 微分 方程 组 代 厅 (1)， 函 数 pia, t) TS TB Aga ,主要 方程 是 


PS LO (apit? + ape el +--+ + appt) +H =0, (2) 
这 里 将 (1a) 中 的 所 有 4 阶 导 数 ,除了 对 +t 的 * 阶 导数 外 ,都 换 成 了 量 PY! (i+ j= 二 % 一 
1) 的 % Se, H Bit 7<4 一 1 时 量 PO 的 线性 表达 式 , 且 不 含有 导数 。 现 在 用 下 
列 诸 方 程 ， 


pi j —pitbi=0, 


SMF t+ 7=0,1,-°°, 4-2, (2’) 
pi —pithi-l=9, 
WF t+ j=A4-1 H k1, (2”) 


来 补充 方程 (2). 
我 们 选取 由 Cauchy 数据 给 出 或 导出 的 那些 数据 作为 初始 条 件 , 即 对 于 * 0， i 


Rema p appl 0) 59,2681, FIR 2") AQ" ALA BH Ph HE Cau- 
aa ， Oi+i( po, 0) 
chy 数据 ,并 且 表明 当 it j<# 时 处 处 有 ph = 


ERDA UC, DORRA PI 为 分 量 的 列 矢量 , 象 在 (2) ,(2) 及 (27) 中 一 样 依 
i+ 7 的 减 序 及 7 的 增 序 排列 。 那 末 我 们 的 方程 组 就 具有 形式 ， . 
U,+4U,4+B8U+C=0, (2) 
REER A E 
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a, ay ki ak 0 0 
-1 0 0 0 0 0 
0 -1 0 0 0 0 
。 机 ee 
0 0 -1 0 0 0 


0 0 … 0 0 0 … 0 
并 且 容易 求 出 特征 方程 | 一 /z+ 4|=0 为 
1 一 1z+41=zP4( 一 rwD=0， 

其 中 以 = 总 4(4 一 D)。 因子 rx 对 应 着 方程 组 的 明显 的 多 重 特征 “一 常 数 . 

于 是 组 (27) 变 成 86,2 中 处 理 过 的 那个 类 型 ， 所 以 ， 具 有 上 面 给 出 的 数据 的 
Cauchy 问题 有 唯一 的 解 ,这 解 同时 也 是 方程 (1) 的 原来 的 问题 的 解 . 

2.L[u] 的 特征 表示 

解 双 曲 型 方程 (1) 的 Cauchy 问题 的 更 一 般 的 方法 在 于 将 算 子 [用 特征 方向 
导数 表达 出 来 . 

我 们 事先 考虑 "个 不 一 定 是 特征 的 但 都 是 不 同 的 方向 导数 


0 ð . 
Di= ttl, t) ae (#=1,2,°-:,r), 


4 iA hrr, BERR oe OREBSRARH, FE ASB PASI: 
引 理 a), D,(aD;)=aD,D;+BD;, B=D,(a), 


ð a 
引 理 D); DiDj—D;Di=a(x,t) Bx = pr (Di—D»). 
ERR 
Ot; Or Or Or; 
4=— t-g tt -一 ax = — Dti + Dit; 


BROUE rey EPROM a PFO FREF Di 和 D TRB. 
180), PARR YASER ERT Di DAE, ERN 
NT ET DRIER WT (在 常 系数 的 情形 下 ,这 个 附 吉 的 算 也 为 0)， 


现在 用 归纳 法 易于 证 明 如 下 的 引 理 ， 
BIRO: (ERME “< MARR REN ATLA 
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N= aUritNA, (3) 


i&r+l 
的 和 式 ,这 里 0" 是 ”+1 个 算 子 Diet, Den 中 7 个 的 乘积 ; 略 掉 的 算 子 为 Da 
例如 ,0” =D,» D, 或 
ee . D”:1= D, Dr Da, 
H Nei 是 一 个 阶 数 不 超过 "一 1 的 算 于 . 
对 N, 运用 引 理 c) 并 一 直 进 行 下 去 ,就 得 到 
BIB), 任何" 阶 的 算 子 可 以 写成 如 下 形式 。 


N,= yasUsi (<s+1,s<r)., (4) 
引 理 ) 的 证 明 可 用 归纳 法 进行 ， 我 们 有 
以 及 
See Pind), 
这 就 对 =r 二 1 BAT o). MERE 9) 对 =s<4 一 1 RA. RN k eS 
aN, 


六 具有 由 (4) 所 规定 的 形式 ， 考 虑 UNG, g My 二 者 都 具有 形式 PD: 
+9Ds42。 根据 引 理 5) 和 2') 得 知 
pD,Us += pU 24 N, 
和 
qD U= gU, 

如 果 对 Ns 中 所 有 的 项 都 运用 这 个 道理 , 那 末 根据 归纳 法 就 完成 了 引 理 c) 的 证 明 . 

如 果 总 共 只 考虑 了 4 个 导数 Di, 那 末 这 个 方法 就 终止 于 ;=4 一 1. 事实 上 ,如 果 
给 出 了 4 个 不 同 的 导数 Di, 一 般 不 能 将 阶 数 "=% 的 线性 微分 算 子 表示 为 形式 (3). 
例如 ,从 第 1 小节 我 们 立即 看 出 ， 如 果 导 数 Di 是 双 曲 型 算 子 L[w] 的 4 个 特征 导 
数 , 那 末 将 特征 多 项 式 P* 分 解 成 线性 因子 就 得 到 基本 的 分 解 式 

| L[uj=Mu+ Ngu, (5) 

这 里 
Mu=D,D,_,+°+Dyu, - (6) 
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而 Nri 是 一 个 阶 数 不 超 过 % 一 1 HAF. 在 Nae PARTA u 的 导数 的 项 , 则 根 
据 引 理 0 ), 可 将 微分 方程 (1) 写成 标准 形式 


L[u]=Mu+ N,_u=Mu+ > aiUs tut au=— f (x,t), (7) 
k 


isti 
3. Cauchy 问题 的 解 
对 (1) 的 当 t= 0 时 初始 人 条件 为 4=0,0”'4=0 的 Cauchy 问题 现在 可 化 为 对 角 
线 型 标准 形式 而 立即 解 出 ， 
对 记号 稍 加 修改 ,我 们 写 =U 并 以 符号 U RUS, 把 所 有 的 量 U 


Co 都 看 作 是 未 知 量 ， 它 们 形成 一 个 具有 SY 个 分 量 的 矢量 如 ， 


ALU) RAR U 的 分 量 的 一 个 线性 表达 式 ,根据 第 2 小 节 及 方程 (4)， 显 然 有 
DU i=l, (U) (s<k-1i<s+)), (8) 
及 
D,U®s4=Mut+h_,, (U) = Uf, (9) 


这 里 Ba (ODRE U 的 分 量 的 一 个 线性 表达 式 . 

方程 组 (8) , (9) 正好 是 8 6 中 所 解 过 的 那样 一 个 特征 对 角 线 型 组 ， 

因此 ,Gauchy 问题 就 用 化 为 特征 标准 形式 的 方法 解 出 来 了 . 

前 面 的 解 在 一 种 自然 的 条 件 下 可 立即 扩展 到 具有 多 重 特 征 的 情况 . 

为 了 导致 这 个 条 件 ,要 注意 到 特征 导数 中 即使 有 一 些 是 重复 的 ,LLwj 的 形式 (5) 
仍 成 立 。 现 在 可 能 不 正确 的 是 表示 式 (7) , 它 可 能 对 于 Nr- 这 一 项 不 正确 。 例如 ， 
对 于 4= 4;, 若 Di=Da Ds=Di， 则 算 子 Llu]=D,D,D,Du+DD, Due 具有 形式 
ORTE. 不 过 ， 可 以 设想 多 重 特征 是 由 参数 的 连续 变动 使 得 一 些 原来 不 同 的 
导数 Di 变 为 相同 而 得 到 的 。 表 达 式 Nei 也 采取 (7) 所 给 出 的 形式 ,其 中 只 有 相应 
的 因子 D: 相 重合 ， 现 在 我 们 把 这 个 言 之 人 理 的 说 法 写成 为 “条件 人 4"， 这 个 条 件 就 
是 约定 L[w] 能 够 写成 形式 (7) ,其 中 没有 一 项 所 含 导数 Di HRATE BAM 中 
所 含 导数 的 替 。 于 是 (1) 的 化 为 对 角 线 型 标准 形式 的 方法 在 字面 上 是 保 持 不 变 的 . 
因此 ,在 “条 件 4” 之 下 ,Gauchy 问题 仍 是 唯一 可 解 的 ,并 且 对 于 多 重 特 征 也 是 “ 适 定 
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BPDP, 
4. KREME. P. Ungar 给 出 的 一 个 定理 
在 上 一 小 节 中 ,我 们 避 开 了 额外 的 特征 ,但 却 引 入 了 大 量 的 未 知 有 秃 数 ， 这 表明 特 
征 有 高 度 的 多 重 性 ， 
a) P. Ungar 已 经 用 下 述 著名 的 定理 ”证 明了 将 单个 方程 化 为 对 角 线 组 时 , 既 可 
避免 引入 额外 的 特征 ,又 可 避免 引用 过 多 的 方程 . 
如 果 L RRR RE PNA BIE ATE L= fy Cauchy 
问题 化 为 从 好 是 A tO BAA ARRAY Orchy RH 
对 因子 的 次 序 稍 加 修改 而 将 (5) 写作 ， 
L=D, Dz e Drt Nei, 
这 里 相等 的 Dj 依次 编 了 号 .存在 一 个 算 子 链 ， 
Lo=1, 
Li=DLot+R,, 
Li-i= Dx-iLx-2+ Raa, 
L=Ly=D Ly t Renn, 


这 里 R=" Ls, BARER =u, =Liu(i=1,2,…,% 一 1) ,我 们 得 到 一 
个 对 角 线 方程 组 l 


v-1 ` 
u,=D,u, + $ alu, > (v=1,2,+++,4-1), 
i=0 


(10) 


k=-1 
f=Drurit Yat tu. 


象 前 面 一 样 ,对 指定 的 Cauchy 数据 导出 对 函数 wi 的 相应 的 初始 数据 。 特别 是 ， 
当世 的 Cauchy 数据 为 0 时 ,wi 的 初始 值 均 为 0 . 


D 关于 前 几 小 节 和 下 一 小 节 , 参 考 E. E. Levi 的 著作 [3]。Auueli Lax 了 [1] 独 立地 得 到 了 这 些 结果 .在 
这 篇 文章 中 ,对 于 常 系数 的 傅 形 证 明了 多 重 特征 的 “条 件 4” 是 使 Cauchy 问题 成 为 适 定 的 充 要 条 件 。 
对 于 常 系数 的 1 个 变量 的 方程 ,Lars Girding[2] 给 出 了 关于 相应 于 算 子 的 多 项 式 的 根 的 性 质 的 充 要 
判别 法 。 

2) 见 P. Ungar[l]。 
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b) 将 86,1 中 给 出 的 wy= 一 aus 一 bu +f 的 解 直接 推广 ， 得 到 求解 的 另 一 种 
方法 我们 简短 地 描述 如 下 ， 
将 微分 方程 5[ 四 = 一 了 仍旧 写作 
L[uj=Mu+ Np u= f 


Mu=— Nu—f. 


方程 
Mu=—Nv—f (11) 
和 初始 条 件 一 起 定义 了 一 个 变换 
u=Tv 
我 们 需 证 明 迭 代 函 数 
v= Ty! 


收敛 ;特别 是 要 证 明 


[To —Tor |< eon, 


这 里 1w| 是 一 个 适当 的 范 数 . 使 用 

bel = gouge 
是 方便 的 .因为 在 一 个 适当 窄 的 带 0<t<h E, WFAA Cauchy 数据 的 函数 w, 
利用 沼 着 特征 的 累 次 积分 及 重复 应 用 第 2 小 节 的 引 理 a) 及 b), 容易 证 出 佑 算式 


max| Vw|<tmax|Mw], (12) 
0<t<h 2 o<t<h 


因此 ,可 证 明了 是 一 个 压缩 变换 ,并 在 一 个 毗邻 于 初始 线 的 适当 窜 的 域 上 , 迭代 

函数 v7 一致 收敛 于 函数 故 有 
u=Tu 
即 
Mu+Nu=—f, 

不 难 证 明 , 这 个 不仅 具有 一 切 有 关 的 方向 导数 ,并 且 满 足 初始 条 件 ， 因 此 解决 
了 我 们 的 初 值 问 题 . 

5. 附注 

象 双 曲 型 组 的 情形 一 样 ,上面 Cauchy 问题 的 解 不 仅 是 唯一 的 而 且 又 连续 地 依 
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赖 于 初始 数据 ， 因 此 Cauchy 问题 在 第 三 章 8 6 的 意义 下 是 “ 适 定 的 ”这 种 适 定 性 
在 解 的 构造 中 是 固有 的 .违背 了 “条 件 4” 可 以 损害 Cauchy 问题 的 解 对 初始 条 件 的 
连续 依赖 性 .这 可 用 例子 来 说 明 ， 


Llul=ut us=0, u(v,0)=0, t(x, 0) =en, 


显然 当 n>% 时 ,对 于 二 0 一 致 地 有 w=0,u->0, 而 u(*,t) 在 每 个 域 z>0 上 发 
散 。 男 一 方面 ,对 于 Ry 的 初 值 为 0 时 的 初始 值 问 题 有 便 等 于 0 的 解 ， 因 此 违背 
了 连续 性 条 件 , 于 是 ,Gauchy 问题 对 这 个 算 子 l 不 是 适 定 的 . 


S 9. 解 的 间断 性 ， 激 波 


波 的 传播 现象 用 具有 指定 的 初始 数据 及 边界 数据 的 双 曲 型 方程 的 解 来 表示 。 若 
已 给 数据 是 不 连续 的 (例如 由 冲击 引起 波动 的 情形 ) , 则 解 也 是 不 连续 的 . 

我 们 的 目的 是 “间断 解 ?的 确切 定义 、 例 如 ,函数 “= +) 是 波动 
方程 ww: 一 ws=0 的 真正 的 解 ,只 要 S Me 是 二 阶 可 微 的 。 如果 和 8 不 是 可 微 
的 , 则 u 应 看 作 是 “广义 解 >。 现 在 我 们 将 给 出 这 种 概念 的 一 种 本 质 描述 . 

1. 广义 解 。 弱 解 2 

象 在 $ 3 中 一 样 , 令 Llu] =0 表示 未 知 的 函数 矢量 u! u, -e.u 的 线性 方程 组 

L[u]=4u,+ But Cu=0. 
我 们 用 EL[u] 一 wuL*[51 是 一 个 散 度 式 的 条 件 来 定义 伴随 于 L 的 算 子 5*; 即 
L*[0]=—(Ab),— (BE): +C% 
且 
CL[u]—uL*[(C]= (Au), + (CBU), — 

在 4 的 所 论 域 G 上 引入 “试探 函数 ”5, 它 在 G 的 子 域 及 的 外 部 便 等 于 02。 在 

R 上 将 (1) 积 分 ,由 Gauss 定理 得 到 
{fa Lu tt Dardi=0. (2) 
# L[u]=0, I 


1) 有 一 种 稍 异 于 此 但 更 局 密 的 讲法 ,参阅 第 六 章 $4 和 附录 。 
D 这 种 函数 有 时 间 做 列 紧 支 集 的 函数 ;在 其 上 函数 不 为 0 的 域 是 函数 的 “ 支 集 "。 
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人 wz]axaz=0. (3) 


反之 , 若 (3) 对 于 具有 连续 导数 的 函数 < 成立, 并 对 C 的 一 切 子 域 R&R 上 的 所 有 容 
许 的 试探 函数 都 成 立 , 则 由 (2) 得 到 


用 Zaaxa=o (4) 


因此 ,根据 “ 变 分 法 基本 引 理 ”( 参 考卷 ,第 四 章 §3,1) ,得 到 L[x]=0. 

现在 我 们 给 出 解 的 概念 的 推广 ， 我 们 人 允许 矢量 函数 二 及 其 导数 是 分 块 连续 的 ， 
即 沿 着 分 段 光滑 的 曲线 C 具有 跳跃 间断 。 若 对 一 切 容许 的 试探 函数 5 及 G 的 一 切 
FRAR, : 


Sin uL*[C]dxdt=o0, 


则 这 种 解 < 叫做 方程 Llu] =0 在 G 上 的 弱 解 ”. 

假定 LE]==0 的 间断 解 在 不 包含 C 的 所 有 域 上 都 是 正则 的 , 我 们 将 证 明 间 
断 性 曲线 C 必定 是 特征 曲线 。 假 定 C 将 域 分 为 Ri 及 Rs 两 部 分 , 分 别 在 Ri 及 
R, 上 用 分 部 积分 法 积分 (2) 。 因 为 在 这 两 个 域 上 都 有 Z[z]= 0, 且 因 在 R 的 边界 上 
5=0, 帮 得 (用 [4] 表 示 4 跨 过 C 时 的 跃 度 ) ， 


fas Aes + Blu]s) ds=0, 


这 里 $2, % 表示 C MERA TMA, Ts 表示 C 上 的 弧 长 . 但 在 C 上 是 任意 
的 ,因此 ,由 变 分 法 基本 引 理 得 知 
(psA + $B) (uJ =0, (5) 

在 跃 度 [u] 不 为 0 HREF, XP REAR BERE ERE $4+ $B 是 奇异 的 , 即 
C 是 特征 曲线 ( 见 § 2 )， 作 为 例子 , 如 果 函 数 f 和 8 是 间断 的 ， 读 者 容易 验证 «= 
fitt) 十 g(* 一 t) 是 波动 方程 的 弱 解 . 

对 于 高 阶 方 程 可 给 出 弱 解 的 类 似 的 定义 . 

沿 着 特征 曲线 ,x 变 为 无 穷 大 时 也 可 以 引入 广义 解 。 例 如 , 取 一 个 由 函数 ”的 导 
BELHAR u= 为 弱 解 ,? 可 以 出 现 跳 跃 间断 ， 并 约定 对 一 切 光 请 的 试探 函数 
和 有 


D 当然 ,可 只 要 求 u 的 可 积 人 性 ,来 推广 这 个 定义 ,但 这 对 我 们 的 目的 不 特别 有 用 。 
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Sf, v 2 1*[t]dade=0, 
象 前 面 一 样 ,我 们 发 现 2 的 间断 性 只 能 在 跨 过 特征 曲线 时 出 现 , 并 且 [v] 象 前 面 的 [uj 
一 样 满足 同样 的 关系 式 ， 即 
(4g, + Bd,)[v]=0, 
2. RAPER HWS Ee arte. Rik 
拟 线性 方程 组 ,车 其 具有 散 度 方程 或 “守恒 定律 2 的 形式 
TL[ul=pi(%,t, 4) + 92(%, t, u) +n(%, t,u)=0,7 (6) 

其 中 pgn ERC 上 的 自 变 量 v,i 以 及 某 个 给 定 域 上 的 4 的 二 次 连续 可 微 的 函数 
RE? , 则 对 其 间断 解 有 一 种 类 似 的 理论 , 在 可 压缩 流体 动力 学 中 极为 重要 。 X, 除 
此 之 外 ,与 Hamilton 原理 相关 而 产生 的 微分 方程 也 呈现 这 种 形式 

要 定义 守恒 定律 的 方程 组 的 弱 解 ,我 们 再 考虑 在 RKCG 上 光滑 而 在 五 之 外 为 0 的 
FERIA BRS. MERO FER LBD, AA 


f f g lu]dxdt=0, 
对 于 光滑 的 4, 据 Gauss 定理 得 
ff PEt Gant) dxdt=0. (7) 


反之 ,如 果 (7) 对 于 具有 连续 一 阶 导数 的 函数 及 所 有 容许 的 试探 函数 $ 成 立 ， 则 又 一 
次 应 用 Gauss 定理 ,得 到 


f f [manat= 0. (8) 


像 前 面 一 样 ,我 们 可 归结 出 Z[x]=0。 如 果 函 数 ADPRERN RADRERH— 
阶 导数 ,并 且 如 果 (7) 能 为 G 的 一 切 子 域 六 上 的 一 蕊 容许 的 试探 函数 % 所 满足 , 则 称 
我 们 还 要 时 出 对 于 间断 的 弱 解 4 的 跃 度 的 关系 式 ， 令 C 是 将 了 分 为 两 个 域 的 
间断 性 曲线 。 对 每 个 域 分 别 使 用 Gauss 定理 ， 并 注意 到 在 之 外 5=0 以 及 在 C 外 

工 [wj]==0, 我 们 得 到 
D 参考 本 小 节 末 尾 的 附注 ()， 它 指出 这 种 守 伍 律 不 是 单独 由 这 个 微分 方程 所 唯一 确定 的 ,还 必需 外 加 物 


HBR. 
2) 线性 组 总 可 以 写成 这 种 形式 。 
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Jf Elros =o, 
因此 我 们 也 有 跨 过 C 的 跃 度 条 件 
$LP] + b.l9]1=0, (9) 
这 里 be, be 仍然 表示 C HERA AIR, M Le), Co] 表示 跨 过 C 时 Pp 及 9 的 跃 
度 . | 

在 拟 线性 和 线性 的 情形 之 间 有 几 点 深刻 的 区 别 。 

G) 在 拟 线性 情形 中 ， 间 断 性 之 间 的 关系 和 曲线 C 的 斜率 的 关系 不 是 分 开 来 的 
而 是 互相 牵连 的 。 间断 性 曲线 C 或 < 激 波 "不 是 特征 曲线 . 

(i) 在 线性 情形 下 ,间断 解 可 作为 真正 解 的 极限 而 得 到 ; 事实 上 , 人 们 可 用 此 法 
定义 弱 解 。 然而 , 对 于 非 线性 的 守 便 定律 ， 间 断 的 弱 解 不 能 作为 光滑 解 的 极限 而 得 
出 . 

(ii) 在 线性 情形 下 , 跃 度 条 件 (5) 对 给 定 的 不 连续 初 值 (或 混合 初 . 边 值 ) 问 题 足 
以 定 出 唯一 的 间 煌 解 .在 非 线性 情形 下 , 跃 度 条 件 (9) 必 需 加 以 补充 ,例如 用 所 谓 “ 录 ” 
条 件 来 补充 ,才能 从 它们 得 出 相应 问题 的 唯一 的 解 ， 

(iv) 线性 方程 的 解 仅 当 预 先 给 定 的 数据 为 间断 时 才 是 间断 的 ， 与 此 相反 , 具有 
光滑 的 (甚至 解析 的 ) 初 始 数据 的 非 线性 方程 的 解 经 过 一 段 有 限 的 时 间 后 ， 却 能 发 展 
成 为 间断 的 . 

O 将 各 组 不 同 的 守恒 定律 视 为 微分 方程 组 可 能 是 等 价 的 ,也 就 是 说 , 一 个 组 的 
光滑 解 也 是 另 一 组 的 光滑 解 .但 是 ， 一 个 组 的 间断 解 却 未 必 是 (而 且 一 般 地 不 是 ) 另 
一 组 的 解 。 一 个 生动 的 例子 是 ， 一 个 组 是 表 质 量 ,动量 和 能 量 守 恒 的 方程 组 , 另 一 组 
为 表 质 量 .动量 和 焙 守 恒 的 方程 组 . 

Riemann, Hugoniot, Rankine 和 另外 一 些 人 在 连 系 到 可 压缩 流动 时 研究 了 间断 
性 了?。 关 于 守恒 定律 方程 组 的 解 的 间断 性 ,P. D. La 发 展 了 一 般 理论 ?>。 


1) ## R. Courant MK. O. Friedrichs[1]), O. Oleivik[4], 和 i. M . Gelfand[1}, 
2) HP. D. Lax[2]。 


am 


第 五 章 ”两 个 自 变 量 的 双 曲 型 微分 方程 401 


第 五 章 附 录 I 
特征 作为 坐标 的 应 用 
§ 1， 关 于 一 般 二 阶 非 线性 方程 的 附注 


非 线性 微分 方程 的 Gauchy 问题 可 用 一 般 性 的 方法 化 为 一 阶 拟 线 性 组 的 Cau- 
chy 问题 ， 有 趣 的 是 ,在 二 阶 方程 的 情形 下 ,引用 特征 坐标 系 a, 8 去 处 理 这 个 问题 要 
更 直接 些 ?， 这 样 就 导致 了 用 这 两 个 特征 参数 表示 的 八 个 量 *, 9,4, P,9,7,5,¢ 的 一 
阶 方程 组 (参考 § 2,3). 

1。 拟 线性 微分 方程 

我 们 先 考虑 拟 线性 方程 

L[u]=au,, + bu,, +cu,,+d=0, (1) 

Herp a,b,c,d x,y, u,p=u,, =u HO MAR, 它们 在 *, 9,4, p, 9 空间 的 所 论 
域 中 有 连续 的 二 阶 导数 。 


如 果 
agit bspy+ cH;=0, (2) 
则 曲线 族 $(%,y) = 常数 是 特征 (参阅 1,1 和 2); 我 们 要 求 
b?—dac>0, 


即 在 =, y, u, ,9 空间 的 所 论 域 上 (1) 是 双 曲 型 的 ,而 且 不 失 一 般 性 ， 可 假 定 240, 
2 天 0, 就 是 说 直线 * 一 党 数 ,? 一 常数 不 是 特征 . 

和 人 2，3 一 样 ,对 于 解 “(x, y) 的 两 个 特征 曲线 族 是 mw 一“(z, y) = 常数 和 $= 
AG, 轨 = 常 数 , 沿 着 特征 曲线 C 对 它 的 参数 求 导 将 用 字母 上 面 加 一 个 点 表示 使 用 
缩写 符号 

Uss =r, Ursy =S, uy, =t, 


则 方程 (1) 及 沿 特征 C 的 成 带 条 件 可 写成 
ar+bs+ce,+d=0, 


1) 详 见 Haus Lewy[7] 和 Hadamard 的 书 [2] 中 的 介绍 。 对 于 二 阶 非 线性 Cauchy 问题 的 Hans Lewy 
的 解 是 本 章 所 述 理 论 中 决定 性 的 一 步 ,挑选 出 二 阶 的 情形 是 因为 可 引用 两 个 特征 参数 作为 自 变 量 。 
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zrt+ys —p=0, (3) 
£8 + yt—q=0, 
一 方面 ,C 是 特征 ,~, s, t 不 能 由 (3) 唯 一 地 确定 ; 另 一 方面 ,如 果 有 一 个 解 5(x， 

2)， 那 末 (3) 中 诸 方 程 必 定 是 协调 的 。 所 以 ,矩阵 
a b c d 

2 y 0 J 

0 ££ y -9 

的 秩 最 多 是 2, 由 此 又 得 到 特征 条 件 


a b c 
i ý o|=1}—biý+cit=0, (2°) 
0 ż ý 
和 
a c d 
0 -P |=diýġ+aýp+cřżġ=0, (4) 
0 ý -9 


因为 如 一 4 ac>0, H a740,c740, REIT HF (2) 写作- 


Sna ; . 
a2) —b2 +c=a (#2) a2 )-0, 
x x x x 


Rp r(x, 9,4, p,q), PCX, y, u, P, D EAT A BL IE A E 


t!t4-- Ya=0, vtp— Yp=0, 
规定 两 个 特征 曲线 族 。 要 想 用 a, p 作为 坐标 ,Jacobi 式 
O(%, y) 


BCG, B) IT * pve (22— Tl) x Hp 


必需 异 于 零 , 即 ,不 失 一 般 性 ,可 设 *z + 4540. 
现在 我 们 能 写 出 五 个 量 *, y, 4, Pp,9 的 六 个 微分 方程 的 组 ， 


(a) zl1Ya 一 ya =0, 
(b) TX g— Vp =0, 
(c) dix, © Har PatCqa=0, (5) 
(4) dz2wp + at*pgt+cqs=0, 
(e) 一 P4Xc 一 49c 十 za =0, 


(F) —p%p— Fy p+ up =0, 
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头 两 个 来 源 于 (2 ) ,中 间 两 个 来 源 于 (4)， 最 后 两 个 是 i 的 成 带 关系 这些 方程 中 有 
一 个 是 多 余 的 ， 它 是 其 它 五 个 的 当然 结果 ”。 因此 我 们 已 经 导出 了 关于 五 个 量 的 五 
个 一 阶 方程 的 组 . 
这 些 方程 形成 一 个 以 特征 参数 e, 8 为 自 变 量 的 一 阶 双 曲 型 组 ， 是 $7 所 讨论 过 
的 类 型 。 如 果 对 于 原来 的 方程 在 某 个 无 处 为 特征 的 曲线 上 给 定 了 初始 值 ,4,, WR 
在 那 条 曲线 (现在 在 a, 8 坐标 中 考虑 ) 上 , 可 立即 导出 v, y, u, p, 9 的 初始 值 。 
根据 $7, 肯定 了 (5) 的 解 的 存在 和 唯一 性 .再 者 ,由 (5) 的 初 值 问题 ( 它 的 Gauc- 
hy 数据 是 由 原来 对 (1) 的 Gauchy 数据 导出 的 ) 的 解 可 得 到 方程 (1) 的 原 Cauchy 问题 
的 解 . 证 明 如 下 ， 
首先 ,由 于 Jacobi Ñ Xoyp 一 *pya PAS MSA,» 作为 自 变 量 , H u, P, 9 是 
x,y 的 连续 可 微 函 数 ， 为 了 证 明 =p, u=, 我 们 考虑 等 价 的 关系 式 
A=ua— P%a—q{ya=0, 
Baup— pxg— 9yp=0. 
根据 (5 e) ， 关 系 式 4=0 成 立 ; 如 上 所 述 ， 关 系 式 8=0 是 (5) 中 (a) 一 (e) 及 初始 值 
B=0 的 结果 .最 后 ,我 们 需要 验证 由 (5) 得 到 的 量 4 P, 9, Ure™T, uny 二 5, uyy 二 ! 满足 
微分 方程 (1)。 事 实 上 ,根据 
Pa=rXat SYa, 9a=sSXot+ tye, 
由 (5) 得 到 关系 式 
O=de!x + at! (18a +SYa) + c(sXat tya) 


=zxo[ d+artets (art )]. 


D 事实 上 ,要 想 得 出 方程 (5 了) 是 其 它 几 个 方程 的 当然 结果 ,我 们 将 表达 式 
B=ug—paa-qye 
对 a 微分 ,并 将 方程 (5e) 对 8 微分 。 相 减 得 到 
了 Be 一 PPxa 一 Paxp+48ya 一 9ayp。， 
借助 于 方程 (5 a,b) 将 yo, yp 用 a 3 表示 出 来 ,然后 利用 (5 c,d) 将 后 两 项 合 供 , 得 到 


=(See-ljoom-pzo 


但 是 ,由 特征 条 件 (2'), 我 人 有 zz 一 全 ,于 是 
Ba=0. 
这 说 明治 着 每 条 曲线 8 一 常数 ,有 B= 常数 ,又 因 假 定 了 初始 数据 满足 我 们 的 方程 组 , 故 知 处 处 有 B= 0。 
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但 因 zx 天 0, 且 根据 二 次 方程 a7!+ =), 得 到 


O=ar+bs+ct+d, 
这 正 是 我 们 要 证 明 的 。 
因此 解决 了 拟 线 性 方程 的 Cauchy 问题 ,也 蕴含 着 证 明了 解 的 唯一 性 . 
为 建立 解 所 做 的 假设 可 总 结 如 下 ， 无 处 为 特征 的 且 处 处 光滑 的 初始 带 储 同 有 连 
续 导数 的 初始 值 Pp,9; 系数 4,2,c, 4 有 直到 二 阶 的 连续 导数 . 解 的 唯一 性 和 存在 性 
肯定 的 ,点 了 的 依赖 区 域 由 过 卫 的 两 条 特征 和 二 特征 之 间 的 初始 曲线 弧 所 界定 ”， 
还 须 指 出 ,特征 初 值 问 题 也 可 用 相同 的 方法 叙述 和 解决 
2. 一般 的 非 线 性 方程 
对 于 具有 相同 的 主要 部 分 的 拟 线 性 组 , 即 形 如 
au, t+ busyt+ cuy t+ d1=0 (j=1,2,..*,m) (1’) 
的 方程 组 (其 中 2, b,c, 4! 都 是 2, y, w, Po RD), ， 上 小 节 的 方法 几乎 可 逐 
字 逐 句 地 照样 使 用 上 去 . 
一 般 的 非 线 性 双 曲 型 方程 
F(x, 2 2 P,7,7,8,t)=0 (6) 
也 可 化 成 有 相同 主 部 的 等 价 的 拟 线 性 方程 组 ,方法 是 将 方程 (6) 对 * 和 对 ?微分 . 
一 般 地 我 们 得 到 以 特征 参数 为 自 变 量 的 一 个 等 价 的 一 阶 典型 组 ， 不 像 前 面 有 五 
个 方程 ,而 是 有 作为 w 6 的 函数 的 八 个 量 *, y, u, Pp,9,7,s,t 的 八 个 微分 方程 ?> (对 于 
Monge-Ampére 方 既 的 特殊 情形 将 在 下 节 中 进行 论述 ) . 
于 是 用 与 第 一 小 节 相 同 的 方法 得 到 关于 “, y, u, p,9,7,s,t 这 八 个 量 的 十 二 个 方 
程 ,并 且 可 以 证 明 ，a) 这 十 二 个 方程 中 的 四 个 是 其 它 方程 的 结果 , 它们 之 中 只 有 八 个 
是 独立 的 .Pb) 如 果 对 方程 (6) 提 出 了 一 个 初 值 问题 , 则 对 于 这 八 个 一 阶 方程 的 组 可 推 
导出 相应 的 初始 值 。 再 用 选 代 法 造 出 这 个 组 的 解 多 »,4,7,9,7,5,4, URE) 得 
到 解 
u(x, y) =u(a(%, y), B(%, y)). 
c) mF e, y, ,Pp,9,7,5,t AMIR ERT AARE ART, y, u, P,9,7,8,¢ 
的 直到 三 阶 的 连续 导数 , 则 这 个 组 的 解 x 有 直到 三 阶 的 连续 导数 . 


D QA. Douglis[13] 指 出 的 那样 ,这 个 假设 可 稍 减弱 一 些 ( 也 可 参考 Hartman 和 Wintuer 的 [1])。 
2) LH. Lewy[7] 和 J]. Hadamard[2]。 
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8 2. Monge-Ampére 方程 的 特殊 性 质 


在 各 个 领域 中 ,如 在 微分 几何 中 ,都 有 很 大 兴趣 的 Monge-Ampare 方程 
F=Ar+Bs+Ct+ D(rt—s?)+E=0 (1) 

是 真正 非 线性 的 一 一 它 对 于 7s, :是 二 次 的 , 但 是 ,与 一 般 的 得 化 为 八 个 微分 方程 的 
组 的 非 线性 方程 对 比 之 下 ，(1) 的 初 值 亲 题 丛 如 二 阶 拟 线性 方程 初 值 问题 的 情形 一 
样 , 可 以 化 为 一 个 只 含 五 个 一 阶 拟 线性 方程 的 组 .这 个 事实 产生 一 些 有 趣 的 结果 , 例 
dn, 对 于 Monge-Ampare 方程 的 可 容许 的 初始 数据 的 种 类 要 比 -- 般 非 线性 方程 更 广 
泛 些 ( 即 少 一 些 严 格 的 光滑 性 的 要 求 ). ' 

考虑 方程 (1) ， 其 中 4, B,C, D, E gE v, y, u, p,q 的 光滑 函数 ， §1 中 的 特征 
条 件 (9) 变 为 


(4+ Dt) y*— (B—-2Ds)y2+ (C+ Dr)#=0, (2) 
可 假定 4+ Di 天 0,C+ Dr 天 0。 如 果 方 程 (1) 是 双 曲 型 的 , 即 若 判 别 式 
At=F?—4F,F,=B?—4 4AC+4ED>0, . (3) 


则 方程 (2) 有 不 同 的 实 根 rt z?。 有 意义 的 是 ,二 阶 导数 7, *, 上 不 进入 判别 式 的 表达 式 
中 . l 
再 者 ,下 面 的 恒等式 是 由 方程 (1) 和 判别 式 A? 得 到 的 结果 ， 
0=D{4r + Bs+Ct+ D(rt—s?) +E} 


= (4+ Dt) (C+ Dr)—+ (B—2Ds}+ Lat 


1 


A, (4) 
tg- Ds—A) C+Dr 


fH (2) Hh ae, AARNA 


_ B-—2Ds+a 2 一 卫 一 2 Ds—A 
~ 9(44+Dt)’? ~~ 2(44+Dt)°* 


q! 


用 特征 自 变量 表示 ,得 到 方程 ， 
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(4+ Dt) ya + (B— 2Ds+A)*,=0, 


(5) 
(A+ Dt) yg—3(B—2 Ds—A)%p=03 
或 
Di(tyg+s%_) + dya- (B+ A)*,=0, 
ʻa (5°) 
D(tyg+ 8%) + Ayp—-(B—A)¥9=0, 
根据 成 带 关系 
ġ=si +t}, 
得 到 
4(B+4)#_— 4y,—D4,=0, 
(5”) 
L (BA) a p— Ayp Dap=0. 
利用 恒等式 (4), 由 (5) 得 出 两 个 附加 方程 
(C+ Dr) #,——(B—2 Ds—A) y.=0, 
(6) 
(C+ Dr)xp 一 去 (8 一 2 Ds +A) ¥p=05 
或 
D (rxat sya) 十 Cxo 一 去 (8 一 A)%o 一 0， 
(6°) 
Drxp 十 syp) + Cvp— 二 (B+A) yp=0. 
再 利用 成 带 关系 
p=ri+ sř, 
得 到 
于 (3B 一 A)9。 一 Cxo 一 DPo 一 0， 
(6”) 


+ (B+ A) »g—C%_g—Dps=0, 


注意 ， 由 (5”), (6") 和 成 带 条 件 
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uc 一 pxXo 一 99c 一 0 (7) 
这 五 个 方程 组 成 的 方程 组 在 下 述 意 义 下 等 价 于 原来 的 Monge-Ampere 方程 (1)， 如 
Xx, u, p,q 是 这 组 方程 的 一 组 解 ， 它 的 初始 值 是 由 对 (1) 给 定 的 初始 值 推导 出 来 


的 ， 又 如 果 Jacobi RSE 多 不 为 0, 那 末 


u(a(x, y), B(X, y))=u(%, y) 
就 是 (1) 的 初 值 问题 的 解 。 
为 了 肯定 这 个 结论 ,我 们 先 从 四 个 成 带 条 件 


Xar + Yas— Pa=0, 


Xer + yps— Pp=0, 
Was 十 2et 一 9c 一 0， 


(8) 


% gS 十 ?6 一 98 一 0， 
算出 三 个 量 ", s, t 由 前 两 个 方程 消去 ~, 由 后 两 个 方程 消去 t, 得 到 


Yapp— XpPa VIa— Yale 
c=" Ox,y) s= I(x, y) 


形 如 Ia=Fe%at Wal 的 关系 式 说 明 只 要 q= Py, (8) 中 诸 方 程 就 是 相 容 的 . 由 (8) 得 
出 的 函数 ”, s, t 显然 满足 方程 (5) 和 (6 ) ,因而 也 满足 (5) 和 (6)。 由 (5) 和 (6) 中 的 第 
一 个 方程 得 到 恒等式 
D{Ar+Bst+Ci+D(ri—s)+E}=0, 
或 者 ,由 于 D 关 0( 否 则 (1) 就 是 拟 线 性 的 了 ) ,得 到 
Ar + Bs+Ct+ D(rt—s?) +E =0, 

因此 ,方程 组 的 解 导致 了 (1) 的 解 ,并 且 可 立即 验证 这 个 解 有 正确 的 初始 值 . 

只 要 要 求 Monge-Ampere 方程 的 初始 数据 u(*, 0) 是 二 次 可 微 的 , uy (7,0) 是 一 
次 可 微 的 ， 这 样 的 光滑 性 就 够 了 。 换 句 话说 , 要 求 只 象 对 拟 线性 情形 的 那 种 严格 程 
度 , 而 不 象 对 一 般 非 线性 情形 那么 严格 . 

另 一 点 也 是 说 明 Monge-Amptre 方程 的 特殊 性 质 的 。 它 牵涉 到 初 值 问题 , 对 于 
二 阶 导数 是 二 次 的 微分 方程 

Ar? + Bs?4Cr24+ Drs+Ert+ Fst+Gr+Hs+It+K=0, (9) 

其 中 4,.…, 都 是 *, 9,4, ,9 PRR, RA in PA AA, 沿 着 曲线 x (A), 
y OJEE uC), P(A), 9() 的 值 使 之 满足 成 带 关系 立 = pz 十 97。 我 们 由 (9) 和 成 带 关系 
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T2E--SY=P, se+ty=q, 
AH r,s, t 的 初始 值 而 将 这 条 一 阶 带 扩展 为 二 阶 积分 带 ， 由 于 (9) 的 二 次 性 质 , 这 种 
扩展 一 般 能 由 两 种 途径 进行 。 不 过 ,能 够 证 明 ， 在 形 如 (9) 的 一 切 方程 中 , 唯 独 Mon- 
ge-Amptre 方程 只 允许 用 一 种 方法 将 任意 的 一 阶 初始 带 扩展 为 积分 带 ， 


入 TE 


S=at+--++) r=at+-. 
后 面 的 一 些 点 表示 沿 一 阶 带 为 已 知 的 那些 量 ， 把 "和 s ,的 这 两 个 表达 趟 代入 (9)， 我 
们 得 到 e 项 的 系数 
Aa! + Da + (E +B) t+ Fat. 
这 个 表达 式 对 一 切 "为 零 等 价 于 方程 
A=D=F=C=0, E+B=0, 

这 就 证 明了 我 们 的 结论 . 

对 于 初 值 问题 的 这 个 结果 似乎 特别 值得 注意 ,因为 在 第 四 章 §6,3 中 , 对 于 椭 贺 
型 的 Monge-Ampére 方程 的 边 值 问题 证 明了 可 能 有 两 个 解 。 


§ 3. 利用 复数 域 由 桶 贺 型 转变 为 双 曲 型 的 情形 


在 本 书 各 处 ， 对 一 切 变 量 本 质 上 都 假定 是 实 的 ， 复 值 量 只 偶然 地 在 形式 上 引 
入 . 不 过 ,在 下 两 节 中 ,我 们 将 简短 地 叙述 关于 复 变 量 的 颇 为 深入 的 运用 , 它 始 于 H. 
LewyD 而 为 H. Lewy, P. Garabedian22 和 另 一 些 人 所 推进 . 

考虑 具有 分 量 u, w, u HARE usr, y) 的 一 阶 线性 方程 组 


n 
uy 十 Da =f, (¥=1,2,+++,7). 
u=1 


其 中 a,, MS, Er, y RR. AR So 和 系数 2, 是 实 变量 *, vi RIER R, A 
面 对 线性 方程 所 讲 的 一 切 对 这 个 方程 仍然 适用 ”。 我 们 可 把 解 分 离 成 它们 的 实 部 和 
HEB, usu tiu E, 我 们 得 到 关于 函数 入 的 相同 类 型 的 2 个 方程 , AR 


D AH. Lewy[6]。 
2) 参阅 P. Garabedian #7] H. M. Liebersteiu[1]。 


3) 原 书 这 里 漏 掉 一 段 。“ 考 虑 具有 分 景 …… 仍 然 适用 ”这 一 段 是 译 者 根据 后 面 的 文字 加 以 揣测 而 补 上 去 的 
( 译 者 注 )。 
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代 具 有 复 值 系数 的 = 个 方程 。 积 分 理论 ,唯一 性 定理 ,和 前 面 关 于 解 对 参数 的 连续 及 
可 微 的 依赖 性 诸 结论 都 保持 不 变 . 
再 者 ,如 果 一 个 实 微分 方程 (x, yu, e) =0 的 左边 是 它 的 所 有 变量 的 解析 函 
数 ,并 且 如 果 我 们 还 知道 解 x(%*, ») 解 析 地 依赖 于 *, y, 那 末 当 我 们 把 *, » 看 作 是 复 
Wik, v=, + ing, y 二 yi 十 iys 时 ,就 能 把 这 个 微分 方程 和 它 的 解 解析 延 拓 到 复数 域 
上 去 。 当 我 们 这 样 做 的 时 候 ,类 型 之 间 的 区 别 消失 了 ,所 以 原则 上 能 够 把 椭 贺 型 的 转 
变 为 双 曲 型 的 . 
最 简单 的 典型 例子 是 微分 方程 
AUS Ugg + Uyy = f (%, Y, U, Uz, Uy), (1) 
它 是 本 圆 型 的 (在 实数 域 上 )。 假 定 右边 是 它 的 五 个 变量 的 解析 函数 ， 如 果 解 解析 
地 依赖 于 My, 我 们 可 将 4 看 作 是 复 变量 “= xi+iza yoy tiy 的 函数 或 者 看 
作 是 四 个 实 变量 trta 91, y2 的 复 值 函 数 ， 于 是 ,在 实数 域 上 ,微分 方程 具有 形式 
Uy yb yy =F NL, Vis, Ux Uy). (2) 
但 因 在 复 平面 上 , 我 们 能 够 象 对 yı 一 样 对 iy 微分 ， 把 复 解析 函数 “看 作 四 个 变量 
%1,%2, 1, 39a 的 国 数 , 则 它 也 满足 方程 
Uyy Uyy =S (X,Y, U, Uy, itty), (3) 
这 个 方程 呈现 了 双 曲 型 性 质 ， 之 所 以 能 做 这 样 一 个 变换 , 道理 在 于 对 解 所 假设 的 解 
析 性 , 即 在 于 函数 在 复数 域 上 的 导数 与 求 导 的 方向 无 关 . 
现在 把 我 们 的 推理 倒转 过 来 ,就 是 , 从 原 方程 的 一 个 实 解 出 发 , 把 它 按 如 下 方式 
向 复数 域 延 拓 ， 使 得 延 拓 函数 满足 汉 曲 型 方程 (3) , 或 相应 的 方程 组 , 然后 论证 这 样 
得 到 的 复 值 函数 的 解析 性 。 这 是 Hans Lewy 在 他 证 明 椭圆 型 微分 方程 解 的 解析 性 
的 方法 中 首先 使 用 的 基本 思路 ?. 


§ 4. 在 椭圆 型 情形 中 和 解 的 解析 性 


l enri 
-ARAPE A BB wC, X2, Yi, Y2) =W, tr, 当 它 在 四 维 空 
间 %1,%2, 91, Y2 的 域 3 上 满足 Cauchy-Riemann 方程 


VwEwy, bin, =0, dwew, t+iw, =0 (1) 


1) 见 Haus Lewy[6], 
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时, 叫做 域 3 上 的 两 个 复 变量 v=x tis, M y= y tiy: PTB. 一 个 等 价 的 
定义 是 ， 如 果 存 在 一 个 正 数 M, E [r| <M, |y <M, ae v BERR —- TER 
m . 


w= Z Aye” Y", (2) 


YU 


那 末 函数 ww 叫做 在 点 “=0, y=0 的 邻 域 是 解析 的 ?; 如 果 ww 在 域 了 的 每 个 点 的 邻 域 
是 解析 的 ,就 称 它 在 域 5 上 是 解析 的 . 

2. Au=f(x, y, u, p, 9) 的 解 的 解析 性 

假定 在 微分 方程 

Au= f(*, y, u, p, 9) (3) 

中 ,函数 / 是 它 的 五 个 变量 的 ( 实 的 ) ERAR, 并且 ul, y) 是 微分 方程 在 *=0, 
y=0 的 一 个 ( 实 的 ) 邻 域内 的 一 个 已 知 的 二 次 连续 可 微 解 。 对 了 所 假定 的 这 个 解析 
性 可 以 认为 是 在 这 个 邻 域 以 及 由 所 论 解 确定 的 x, p,9 的 值 域 上 成 立 的 。 我 们 断 
言 ,问题 中 的 解 4 不仅 是 二 次 连续 可 微 的 ,而 且 是 解析 的 . 

我 们 将 借助 于 向 复数 域 的 延 拓 来 得 出 证 明 , 就 是 将 4 连续 地 扩展 为 xb Ya, Y1, 2 


D 这 个 性 质 可 从 Cauchy-Riemaun 定义 借助 于 重复 运用 复 变量 的 Cauchy 积分 表示 式 而 推导 出 来 ， 设 
Cauchy-Riemanu 关系 式 (1) 在 由 || <M, y <M RAR BERL. AF 18| < 党 中 的 每 个 数 对 


En Ee KULE Ky w- E= Anat B A MAR -E TONA A 也 都 包含 在 BA. 所 
ASRI Yo Ya 看 作 参 数 时 ,根据 Cauchy 积分 公式 ,w 在 x 内 可 表示 为 


. = l w(E1, Ëz Yo Ya) . 
w(%1, Na; Vi» y= EEEn EA) (dt, +id&,), 


RE SARRA <NE n MaN, M Kyy- F RRABBAF EH, 因此 w 又 可 表示 
为 


: =l. w(Er, Ess Ti a) d i 
w(Eq, Es Yr Va) xi f xy Gutim) Or F ivy Otin ny +idna)e 


代 人 前 式 得 到 Cauchy ERDARA 


. a_l . (dE, +idk,) (d +idne) 
w(44, Xo Vir Ya) ax. Sx, wën $2: my mE iE Ont im- y) . 


现在 将 被 积分 式 中 的 分 式 象 单 变量 的 情形 那样 展 成 4 和 DRRR, 然后 逐 项 积分 。 于 是 ,我 们 得 到 所 
需要 的 w 的 第 级 数 表 示 式 ， 
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的 复 值 二 次 连续 可 微 函数 , 使 之 满足 条 件 (DP. 引入 复 变 量 =x tix, y= yt 
iy2, 我 们 要 构造 一 个 这 样 的 复 变 函数 (Xi, *2, 1, 92) 一 一 以 后 将 证 明 它 对 * 和 y》 是 
解析 的 一 一 使 它 当 *s 二 ys 二 0 HBA MAR u(x, y) =u, y). 

延 拓 是 逐步 进行 的 。 对 于 固定 的 *1, 我 们 先 将 原来 的 函数 w(x1, oT RAR 
函数 (x1, *2, 91), RAFAT RET BH BBB uC, £a, 1,92). HS 
延 拓 为 复 变量 的 解析 函数 ,于 是 它 对 于 这 些 变量 就 自然 而 然 地 是 连续 可 微 的 了 . 

我 们 的 第 一 步 是 将 *! 看 作 参 数 ,并 借助 于 微分 方程 

Uyy, Uun = J (41+ 1% 2, Yi, U, —iUy,, Uy,), (4) 
AERAR uC, *2, y1) .方程 (和 是 由 原来 的 方程 (3) 将 * 换 成 ir HBA HE 
得 到 的 。 这 里 把 +, 看 成 是 一 个 固定 的 参数 , 而 y 和 *z 是 复 值 微分 方程 中 的 两 个 实 
的 自 变 量 . 对 于 这 个 方程 ,我 们 考虑 初始 曲线 为 xz=0 的 初 值 问题 , 
在 此 曲线 上 ,一 个 初始 条 件 的 形式 是 


u(%1,0, 21) =4(%1, Y1), (5) 
它 的 右边 是 (3) 的 原来 的 实 解 . 
关于 第 二 个 初始 条 件 , 我 们 用 *z=0 时 的 初始 要 求 
Vl Uy, + ity, =0 (6) 


来 确定 w， 这 个 等 式 说 明 在 初始 曲线 上 满足 Cauchy-Riemann 条 件 ， 因此, 根据 前 
面 的 理论 ,4(%1, 2) 能 够 在 初始 曲线 的 一 个 适当 的 邻 域内 扩充 成 为 w(st xz  yD ,又 
因 在 某 个 区 间 上 ulm, yi) 连续 可 微 地 依赖 于 参数 *;( 见 第 五 章 $ 5)， 所 以 在 点 x 一 
0, ¥2=0, 和 一 0 的 一 个 长 方 体 邻 域 内 函数 (41, %2, 1) 有 定义 且 对 v: 是 连续 可 微 
的 ,同样 ， 导 数 ww 对 *1 也 是 连续 可 微 的 、 

将 第 二 个 初始 条 件 (6) 对 参数 x1 Hy, ABI uy, t ity =O, 当 xa=0 
时 ,由 (3) 减 去 (4) ,得 到 


Ug y, T Uyw 0 (*:=0) 
或 者 ,利用 上 面 的 关系 ,得 到 
Uy ey ily, =0 


或 


D “对 于 这 个 微分 方程 ,使 用 势 论 的 方法 来 证 明 ,原则 上 是 同样 简单 的 。 不 过 ,这 里 陈述 的 Haus Lewy 的 
方法 本 身 是 有 趣 的 而 且 为 更 多 问题 的 解法 开 嫉 了 道路 (参阅 Hans Lewy[5]，[3]J 和 [4])。 ASRS 
间 扩 展 的 类 似 想法 已 成 功 地 在 各 不 同 的 然而 是 相关 的 课题 中 得 到 证 明 。 
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ð ð . 
Ox, Vu = x (Mw, + iy.) =0. (7) 


现在 对 方程 (4) 使 用 Cauchy AF v. 为 简便 计 , 令 vu=o, 经 形式 地 微分 , 得 到 
Opp — Onn, =s V% + fuvu—if pVus, + fqVuy,. 
Al v*=0 ,我 们 最 后 得 到 
Oyy, —Px,x, =f ,0—if oy, + f gy, 
右边 的 系数 是 y 和 *; 的 已 知 复 值 函 数 ， 所 以 这 个 方程 是 w 的 一 个 线性 齐 次 双 曲 型 
微分 方程 ,根据 前 面 的 结果 ,这 个 方程 的 初 值 问 题 的 解 是 唯一 确定 的 。 但 因 根 据 (6) 
和 (7)，w 及 -92-- 的 初始 值 为 0, 所 以 在 原点 邻近 的 三 维 域 Q HEAT 0 =0, 
现在 需要 进行 延 拓 的 第 二 步 , 就 是 把 4 延 拓 到 四 维和 的 zu *a, ?5 23 域 中 去 。 为 
此 且 的 ,考虑 RERE v: 和 yi, 并 在 双 曲 型 微分 方程 
Uy Uyy =F (4%, Y, U, Uy, — My,) (8) 
的 基础 上 将 4 对 新 的 变量 进行 延 拓 ， 在 *1, 平面 的 直线 y= 二 0 上 , 规定 初始 条 件 
U(%1, Ka, Yi, 0) =U #4, ¥2, Y1), 


并 且 我 们 要 求 4 %=0 时 ,有 
Au 三 | —— + i= ju= 
“= 人 On t: TA 0, (9) 


作为 第 二 个 初始 条 件 ， 于 是 唯一 地 规定 了 函数 ul, xz Y, ?2)。 由 于 偏 微分 方程 
(8) 的 解 对 于 参数 x2, yi 的 连续 性 质 , 得 知 这 个 解 在 原点 的 一 个 四 维 邻 域 3 上 确实 有 
定义 并 且 对 于 参数 是 连续 可 微 的 . 

要 证 明 u 的 解析 性 ,只 要 证 明 在 B 上 处 处 潢 足 关系 式 vu=0 和 Au 二 0。 RAK 
Au=0 当 ys=0 时 恰好 是 我 们 的 初始 条 件 (9)。 再 者 ,对 于 y=0, 方 程 (8) 和 (9) 都 得 
到 满足 ,将 二 者 相 减 ,得 到 当 y= 二 0 时 

| Uys Wyss + Une, — Uy,y, = 0. 
但 因 根 据 前 面 的 讨论 , 在 ys 二 0 上 也 有 vu= u, + iy, =0, HEM *: As 微分 并 相 
减 ,得 到 Uy, t Mew, =0, 因此 对 于 y=0, 我 们 得 到 
yy, + Uy,7,=0, (10) 
BHA, (9) BUF y2=0 成 立 ， 因此 把 它 对 参数 V 微分 ,得 到 uyy, + ity, y,=0, 再 
利用 (10) ,得 到 在 92-0 上 
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现在 就 象 前 面 那样 ， 由 初 值 问题 的 唯一 性 定理 推 知 在 四 维 域 3 上 处 处 有 4w=0. 仿 
此 ,可 证 明 在 上 关系 式 vu=0 R. 

由 于 这 样 推 出 了 Bea, y= y 的 复数 邻 域 上 是 解析 函数 ,椭圆 型 方程 = 
FRIAR oC, 9) OR Ha TE 

3. 关于 一 般 微 分 方程 下 (x, 5, u, p,q,r,s, t) =0 的 注 记 

Lewy 的 想法 也 可 用 到 两 个 变量 的 二 阶 解 析 微 分 方程 的 一 般 情形 上 、 下 列 定理 
Re Se a, SVA I OE AIR EERE YE 
对 它 的 所 有 这 元 是 解析 的 , 敢 本 (<, ARSE AERC PIER A BRER. 

关于 详细 的 证 明 ,读者 可 参考 文献 0. 基本 思路 如 下 ， 象 前 面 一 样 ， 将 微分 方程 
换 成 拟 线 性 微分 方程 组 ， 不 过 ,由 于 椭 贺 型 性 质 , 不 能 引入 实 的 特征 参数 a, 8， 但 却 
可 以 化 为 形 如 

Meat vpp= f Ca, p, v', v7, oso, vl, gh, oF, oo +) 

Bt PAR PB o'o, + 的 微分 方程 组 。 对 于 这 样 一 个 方程 组 , 几乎 可 以 不 变 地 使 
用 $2 的 理论 ,于 是 在 这 个 基础 上 ,可 作出 解 的 解析 性 质 的 证 明 . 


§ 5， 对 于 解 的 延 拓 使 用 复数 量 


设 4 是 一 个 解析 棋 园 型 方程 的 解 , 这 个 解 在 定义 域 的 部 分 边界 上 满足 解析 边界 
条 件 . 

H. Lewy”, 还 有 P. Garabedianw， 利 用 向 复数 域 扩张 完成 了 椭 园 型 方程 的 解 越 
过 边界 的 解析 延 拓 ， 这 方法 对 于 极 小 曲面 的 延 拓 、 对 于 广义 反映 原理 的 叙述 ,对 于 自 
由 边界 问题 以 及 对 于 激 波 计算 的 问题 上 的 有 意义 的 应 用 可 在 引用 的 文献 中 找到 ?. 

在 本 节 我 们 只 用 一 个 很 初等 的 例子 来 六 明 这 个 方法 . 

在 §4 中 我 们 已 经 得 知 ,如 果 是 实数 域 上 一 个 解析 的 楷 园 型 方程 的 解 ， WEE 
可 以 通过 求解 某 个 双 曲 型 方程 的 初 值 问题 而 延 拓 到 复数 域 上 去 如果: 在 边界 的 解 
析 线 段 上 满足 解析 边界 条 件 ， 我 们 能 用 边界 条 件 向 复数 域 的 扩张 得 到 关于 双 曲 型 广 
程 的 混合 初 边 值 问题 ,它们 提供 了 向 更 大 区 域 的 解析 扩张 。 这 个 扩张 了 的 区 域 含 


1) 见 瑟 .Lewy[6] 以 及 J Hadamard[3] 对 Lewy 证 明 的 讲解 。 
2) J H.Lewy [2]. 

3) 见 P. Garabediao[2]。 

4) 也 可 参考 P，Garabedian py $801), 


414 数 学 物 理 F 法 


有 越过 原来 给 定 的 存在 区 域 边界 线段 的 外 延 . 

要 颇 为 一 般 地 得 出 这 个 结果 ， 会 牵涉 到 相当 复杂 的 几何 知识 与 分 析 知 识 。 到 目 
前 为 止 ,最 广泛 的 结果 是 Garabedian 给 出 的 ,那里 把 Lewy 和 Hadamard 的 早期 著作 
列 为 参考 文献 . 

我 们 用 一 个 最 容易 的 非 显 然 情 况 来 说 明 这 一 方法 ， 在 下 半 平 面 的 矩形 R: 一 o << 
IKE, 一 5<yS0 LAE S§ 4 HR) 的 一 个 解 。 设 在 y=0 上 4=0, 并 假定 4 在 闭 
域 R 上 有 连续 的 三 阶 导数 .我 们 将 把 4 向 上 半 和 平面 y 二 0 延 拓 。 

引入 xi 和 x 如 前 。 上 节 中 具有 初始 条 件 (5) 和 (6) 的 方程 (4) 加 上 边界 条 件 : 
在 y=0 上 w=0, 组 成 一 个 双 曲 型 半 线 性 边 值 问题 。 我 们 知道 这 问题 在 某 个 适当 小 
的 三 角形 域 上 可 解 ,这 个 三 角形 域 的 周 办 一 边 是 特征 曲线 , 另 一 边 是 具有 指定 的 边界 
值 的 直线 y=0( 见 图 35(4)). 

显然 ,这 样 一 个 三 角形 域 可 表示 为 

[yl + l%2l<e, y<0, (1) 


X2 Xo 


图 35 


xi 只 作为 参数 进入 初 值 问题 . 而 *2, 9 平面 上 使 得 $4 的 方程 (4) 有 解 的 最 大 区 域 依 
赖 干 *:。 当 。 取 某 个 足够 小 的 值 时 ,对 于 一 切 |*i|<o 以 及 一 切 满 足 (U 的 wa yA 
一 个 解 . 
现在 我 们 知道 在 vy =0, |2| <P, |z] <o bu, u, 的 值 ， 这 些 数据 使 我 们 能 够 在 
Y>0 的 某 个 域 上 通过 求解 (4) (8 4) 的 Ganchy 问题 而 得 出 4 这 个 域 包含 着 实 半 平 面 
y>0 E r=0 的 一 部 分 . 

我 们 还 应 该 验证 所 得 到 的 延 拓 是 原 方程 的 解 ， 这 可 像 前 面 一 样 通过 证 明 4 在 四 
维 复数 域 上 满足 适当 的 方程 来 完成 ,这 里 我 们 不 做 下 去 了 ， 
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应 该 注意 的 是 ,对 于 形 如 (4) (8 4) 的 线性 方程 , 4 可 延 拓 出 去 的 域 只 依赖 于 以 
及 系数 的 奇异 点 的 位 置 ,而 不 依赖 于 该 解 a. 特别 是 , 当 系数 没有 奇异 点 时 , 则 
u 可 延 拓 到 整个 反映 矩形 上 去 ”.。 


第 五 章 附 录 [2 


瞬 态 问题 与 Heaviside ZARR 


瞬 态 问题 或 混合 问题 ( 见 第 三 章 § 8) 在 应 用 上 (如 电机 工程 上 ) 起 极 重要 作用 . 
讨论 这 一 问题 的 文献 很 多 ,其 研究 重点 都 是 Heaviside 的 符号 算 子 法 。 这 方法 处 理 问 
题 直 捷 惊人 ,往往 能 给 出 不 能 以 其 他 方法 同样 简单 地 获得 的 明确 解答 。 原先 发 表 这 
一 方法 时 对 于 符号 运算 步 又 并 无 严格 道理 可 讲 ;事实 上 , Heaviside 对 职 业 数 学 家 的 
BEE EWA, ATi Heaviside 方法 的 成 就 压倒 一 切 , 使 人 们 非得 从 数学 上 去 弄 
清 它 的 道理 不 可 ,结果 完全 证 明 这 种 方法 有 理论 根据 ,而 一 起 大 为 促进 符号 方法 的 发 
展 . 

详尽 讨论 将 超出 本 书 范围 >， 但 这 里 至 少 可 讲述 最 简单 的 几 类 膀 态 问题 的 理论 ， 
并 略 举 数 例 . 


8 1. 用 积分 表示 解 瞬 术 问题 
1. BA. 波动 方程 求 波动 方程 


Utt — Uy, =0 (1) 
在 区 间 O<*<) ERR u(r, 1), RE ORE 
u(x, 0) =0, 4e(%,0) =0 
及 边界 条 件 
(a) “u(0,Q=f(), u(l,t)=0; 
或 


1) 正如 Garabedian 所 指出 的 ,Lewy 的 反映 原理 ( 见 H. Lewy[2 卫 可 在 此 基础 上 得 到 。 

2) 本 附录 虽 与 第 三 .五 六 章 中 讨论 的 问题 密切 相关 ,但 应 看 作 是 穿插 的 内 容 , 它 与 本 书 其 他 部 分 在 行文 上 、 
重点 上 稍 有 不 同 。 ° 

3) 读者 可 在 MikmsinskifI] 书 中 找到 详尽 讲解 ,其 中 并 含有 许多 新 近 的 发 展 材料 。 
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(8) u(O,t)=f(t), uyll,t) =0, 
这 里 的 “ 力 ”f(t) 是 已 给 函数 ， 

第 一 个 问题 (a) 可 以 看 作 是 蓄 振动 问题 ,该 弦 在 +:=0 时 静止 ,其 一 端 +=] 固定 ， 
另 一 端 *=0 受 函数 (四) 所定 的 力 运 动 而 引起 偏 移 u. 

在 第 二 个 问题 (8) 里 ,*=0 处 受 同样 的 运动 , 但 苞 的 另 一 端 却 可 沿 HE AT x Fh 
Gh bie BE) i BR A HED. SR ee a ee EEE 
u(x,t) 的 问题 ,在 那 种 输电 线 上 终端 处 的 电流 为 零 。 在 这 两 个 问题 中 , 都 假定 :<0 
时 

f(t) =0, 
解 这 问题 不 难 , 只 要 使 波动 方程 一 般 解 
u(x, t) =+) + Y(t—%) (2) 
中 的 函数 OQ) 及 包 ()) 适 合 初 值 条 件 与 边界 条 件 就 行 了 ， 把 / ER 7 
<< (+1), 然后 在 各 区 间 上 依次 定 出 阔 数 上 及 多 
先 来 看 第 二 个 问题 ,这 相当 于 终端 处 有 反射 的 情形 。 从 :=0 时 的 初始 条 件 , 得 
所 需 函 数 应 满足 的 关系 式 
p(x) + Y(—2)=0, 
(3) 
p'a) +y'(—*) =0. 
将 上 面 第 一 式微 分 ,得 
p (x)— Y (—*) =0, (3) 
这 里 * 在 区 间 ALO RAL WETA 8) YO) ERA A 
都 是 常数 ;可 以 假定 (只 要 适当 调整 $ 及 乡 所 含 的 任意 常数 ) 这 些 常 数 是 零 . Ax=0 
处 的 边界 条 件 , 可 知 
b(t) + pe) =f) (4) 
对 所 有 区 间 7, 都 成 立 。 从 另 一 端点 处 的 反射 条 件 得 


lim #! (e+ 2) Y(t—%)]=0 (5) 
假定 和 (t+ 站 一 (1 一 人 ) 处 处 连续 , 便 可 积分 而 得 
PETD—Y—D)=0 (6) 
由 此 得 出 递 推 公式 
$(t+ 21) = (7) 


对 区 间 J, Jo, …: 中 的 所 有 + 都 成 立 .由 (4 及 (7) ,可 通过 递 推 ,对 所 有 >0 之 值 只 
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一 确定 函数 $ RY, 从 而 也 唯一 确定 了 uw。 不 难 验证 , 解 的 显 式 可 以 写 出 如 下 ; 


u(x,t) = f(t—*) 十》 (—1)’[ft—#*—2 wl) —fet+x—2vl)], (8) 
v=] 


这 里 右边 的 形式 虽 为 无 穷 和 , 但 对 每 一 时 刻 纪 其 中 只 有 有 限 项 是 异 于 零 的 。 可 设想 
这 一 级 数 表示 列 波 ; 这些 列 波 具有 波形 SORS OC, MER oao 朝 两 个 
方向 行进 ,它们 又 加 的 结果 就 构成 解 。 

关于 这 个 解 应 指出 一 件 事 . Be (0) 表 一 脉冲 ?, 即 在 一 小 区 间 0<t<€ 上 
SOC)=1 MERRER SO =0. TRE tcl + € 这 眉 时 间 内 函数 在 终点 “一 
! 处 的 值 是 2( 见 图 36)。 应 用 在 电机 工程 上 ,4 REE, 这 说 明 若 输电 线 终 端的 电阻 
为 无 穷 大 , 则 加 在 输电 线 上 的 电压 可 以 倍增 . 

终点 固定 情形 下 的 问题 (a) 也 可 同样 简单 地 得 出 显 解 ， 


u(x,t)=f(t—%)+ L Cf(t—x—2 vl) — f(tt+x—2 vl), (9) 
v=] 


这 可 以 看 作 是 形状 一 样 的 一 些 波 的 全 加 .图 37 相当 于 有 这 样 一 个 外 力 沙 数 SO 的 
脉冲 , 它 只 在 区 间 0<+<€ ERE 1, 其 余 各 处 的 值 均 为 零 ， 图 中 x, 平面 上 所 论 的 


36 37 
带 形 域 被 划分 为 一 些 子 域 ,其 上 的 函数 二分 别 取 值 1, 一 1 或 零 。 
2. 问题 的 一 般 性 提 法 ”在 更 一 般 的 观点 下 来 苦 察 朋 态 问题 时 , 可 限于 考察 一 维 


了 “脉冲 ”这 个 词 常 用 来 描述 性 时 现象 。 
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空间 AURA IE, 至 于 多 维 空间 的 情形 可 类 似 地 来 处 理 ， 我 们 来 看 下 面 
的 问题 
问题 1， 设 给 定 微分 方程 


aust + bu, 一 LL}= puxx + Uy + ru, (10) 
其 中 a,b, P, 9,r 是 在 区 间 0<*<1 上 的 * 的 连续 函数 ,并 满足 下 列 诸 条 件 ， 
(a) p>0; 
j 
(8) ae ,在 双 曲 型 情形 下 ， 


a=0,5>0 在 抛物 型 情形 下， 
现 要 求 微分 方程 (10) 在 区 间 OSs 上 及 对 于 时 间 上 之 0 的 一 个 解 (4,0), EZ 
Reape 
u(*#,0)=9(*) 


(1) 
u(x, 0) 二 W(x)( 在 双 曲 型 情形 下 ) 


以 及 边界 条 件 
u(0,t) = f(t) i a2) 
pu, (l, t) + hu, (l, t) =0u(l, t), 
这 里 pr) PR (ORPEREHAK, 04,0 是 指定 的 常数 . 
特别 是 ,要 考察 p=y=0 时 的 情形 ， 这 是 一 种 最 重要 的 情形 , ME :一 0 时 整个 
系统 处 于 静止 状态 的 情形 ? (AHEM PRA). 

3. Duhamel 积分 “这样 选 定 了 初始 条 件 之 后 , 即 在 双 曲 型 的 情形 下 选 定 <(x， 
0)=uw(*,0)=0, 在 抛物 型 情形 下 选 定 x(*,0)=0， 就 容易 把 一 般 问 题 了 化 为 有 特殊 
函数 /(#) 的 问题 ( 见 第 三 章 8 4)。 我 们 注意 到 ， 既 已 假定 各 系数 不 依赖 于 £, W ue, 
Ure, EFA R CAERE E AmI REEF” SO, SO, 
的 解 . 

引入 一 个 解 U (x,t), 它 适 合 间断 的 边界 条 件 

1 24 t>>0 
xD=7O=| | seco 
以 及 给 定 的 初始 条 件 
U(x,0)=0, 


D 如 在 第 三 章 S 8 中 所 见 过 的 ,一 般 情形 总 可 以 用 形式 方法 化 为 这 种 情形 。 
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并 假定 带 <<, t> 内 每 一 有 界 域 可 分 为 有 限 个 闭 子 域 ， 使 其 上 UU 及 其 高 达 二 
阶 的 导数 为 连续 。 这 个 函数 上 可 定义 为 ， 或 者 它 是 适合 边界 条 件 
t2/2 4 t>0 
0 当 t<0 
的 一 个 解 02(*, 纪 对 时 间 的 二 阶 导数 ,或 者 干脆 用 广义 函数 或 分 布 概念 ( 见 第 六 章 ， 
§ 3 及 附录 ) 来 定义 

这 样 就 有 Duhamel gM, SORRE OE >0 时 分 眉 连 续 , 则 Du- 
hamel 积分 


fo=| 


u(x, t) =f Ue, t—r) f(r dr (13) 
PAOD ALAIKI T I. 
函数 U(x, t) AES A RAR, EE AERA 有 间 
断 性 , 因 边 界 条 件 0(0,)=1 及 初始 条 件 Ux, 0) =0 的 意思 就 是 说 ， 在 “=0 点 
及 t=0 时 出 现 一 个 驴 冲 , 它 把 数值 已 =(0,0)=0 一 下 子 增 大 到 数值 1。 这 就 立刻 给 
出 Duhamel 积分 (13) 的 直观 意义 ， 
FE“ Hy” fC) (在 区 间 左 端 ) 的 效应 想象 为 出 现 于 时 刻 oo 0,01 502, t, 7 的 一 些 
个 别 脉冲 ,每 一 脉冲 使 数值 《0,1) 跃 增 f(y) 一 f(z,-1)。 E U(x,t) 是 以 上 定 
义 的 特 解 , 则 相应 于 这 些 脉冲 的 解 ulr, ) 可 以 合 起 来 写成 下 列 形式 ， 


u(x, t) = SO U(x, t—t OF Cra) — SF (6) 1+ U (x,t) f0), (nyt =t). 
v=9 


者 假定 SO) 在 t>0 时 连续 可 微 但 /0) 可 异 于 零 一 一 这 相当 于 :一 0 时 出 现 有 限 的 
跃 度 , 且 车 令 每 段 时 间 趋 于 零 而 取 极 限 , 便 得 到 解 


u(x, 1) =U (2,1) f (0)+ f U(x, Df (eds 


= f U (e,t) fede . (13°) 


与 (13) 所 断言 者 一 致 
可 以 不 用 这 一 启发 性 论证 ,而 不 难 根据 一 个 恒等式 来 直接 验证 。 这 一 恒等式 是 


Sf Uair) f@draU (a, t) f(0) +U ,(%, t) f' (0) 
0 


十 U,(x, t) f*(0) + 人 U(x, t—r) f!" (c)dz, 
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这 恒等式 成 立 , 因 U, 0) =U (x, 0)=0,X E U, DREW RRE 


: :>0 
0 t<0 
下 的 解 .这 恒等式 告诉 我 们 ， 微 分 方程 和 D, Us U 在 “一 ! RE u, OB 
满足。 至 于 4 的 初始 条 件 则 由 下 一 事实 得 出 ， 微 分 方程 与 条 件 U2(*, 0) 一 U1(%,0) 
=0 A U(x,0)=0， (*,0)=0. Ha, 因 0 (C0, 四 =1, 故 (13') AA vu (0,)= 
fC0)+ ff @)de=f (© BAZ) BHABHA. 

Duhamel 积分 公式 (13) 可 以 看 作 是 这 样 一 个 线性 算 子 的 表示 式 ， 它 把 给 定 
的 边界 值 OBRAR C4, 站; 即 是 说 ,(13) 表 示 4 了/， 但 是 Duhamel 积分 公 
式 不 仅 对 所 论 微分 方程 的 REAT T 成 立 ， 而 且 对 满足 以 下 条 件 的 一 切线 性 算 子 
RIL” | 

D HET MAAR OBRUS O =04 <0, TH T E SOR 
RAAR TSO, 它 在 :<0 ASE CSO 除 依赖 于 ¢ 之 外 可 能 还 依赖 于 其 他 
变量 *，…)?. 

b) T f? fer) deaf" TFG, dnik BEM, 


o 4 f(0)=08 SO Hb, Wl 


AD=| 


d 
£ afar, 


dD T(t) =4(t), WIRE >>0 
Tf (t—t)=$(t—2), 
要 证 明 (13), 只 需 把 f(t) 表 成 如 下 形式 就 行 了 ， 


or eAR oe 
这 里 
1 4t>0 
(t) = 
7 4t<o. 
由 此 ,再 由 条 件 a), b),c), 及 a), 可 得 


D 这 段 话 来 自 本 书 德 文 原著 俄 译本 的 附注 。 
2) ”函数 对 其 他 这 些 变量 的 依赖 关系 不 表 为 显 式 。 
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TfO= f T-S de= UD fdr, 
这 里 
U=Ty. 

可 以 看 出 ,条 件 a), b), c),d) 主 要 地 刻画 了 Duhamel 积分 所 表示 的 那 一 类 线 
性 算 子 . | 
4， 实 验 解 双 加 法 “在 第 三 章 §$7,1 中 讨论 初 值 问题 时 ,我 们 用 了 Fourier 积分 
的 方法 ,也 就 是 用 了 指数 函数 所 表示 的 解 的 到 加 法 ;这 方法 经 适当 改变 后 也 能 用 来 解 
瞬 态 问题 ， 这 里 我 们 仍 限于 作 启 发 性 的 论证 ,而 以 § 3 的 一 个 存在 定理 来 完成 它 。 考 
察 对 u(0,t) =0,u(%,0) =u; (x, 0) 二 0 的 特殊 问题 ， 并 求 出 前 一 小 节 所 讨论 的 那个 
函数 U(*,t)， 先 构造 微分 方程 (10) 

aur + bu,= L[u] 


的 特 解 ,使 之 具有 形式 
u=e"v(x,y) (y=atip), 
于 是 得 出 对 2 的 常 微分 方程 
Liv]= (ay?+ by)v, (14) 
这 里 7 作为 一 个 参数 出 现 ， 若 在 终点 t=] 给 ”加 上 边界 条 件 
pvr, =(o—dy)v, (15) 


则 umo(t, ye” 显然 满足 边界 条 件 (12) 中 所 给 的 第 二 个 条 件 
Puy + Mus—=ous 
”对 于 具 不 同 参数 7》 的 这 类 解 的 任何 线性 组 合 ,情况 也 一 样 . 现 把 这 些 解 登 加 , 设法 使 
之 满足 边界 条 件 :>>0 时 u0, =1 KIRRI, 0) =0,u (4%, 0) =0, 
为 此 ,假定 ”及 其 有 关 导 数 是 复 参 数 ?一 c+z 胡 在 上 半 平 面 c>0. 上 的 解析 函 
数 ， 沿 复 变 量 ” 右上 半 平 面 内 的 一 条 路 线 工 积分 ,得 到 微分 方程 (10) 的 满足 边界 条 
件 (12) 中 第 二 个 条 件 的 新 解 。 这 些 新 解 的 形式 是 


— 1 v(%, 7) yt 


在 “=0 处 有 
__1 v(0,7) on 
uO) =F L y es 


现在 的 问题 是 怎样 选取 积分 路 线 工 以 及 可 能 有 的 边界 值 2(0,7), 以 使 
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u(0,t) =1 当 :>0， 
u(0,2) =0 当 <0. 
# Be 
v(0,7)=1 (15°) 


FEE LEETE y 的 右上 半 平 面 (c>0) 中 平行 于 虚 辅 的 任 一 直线 ， 则 “= 0 处 的 
边界 条 件 可 以 满足 ， 选 定 了 这 些 之 后 ,得 积分 
1 ati” eft et w eft 
u(0, 1) = y dy= aS. a+ip dẹ, (17) 
根据 初等 定理 ,这 积分 对 一 切 oA0,t 40 Oe, ORES e 轴 一 段 有 限 长 2 一 4 
直线 上 的 积分 全” -dy 随 161 的 增 大 而 趋 于 零 , 改 知 积分 (17) 并 不 依赖 于 o. 
这 是 通常 从 Cauchy 积分 定理 得 出 的 结果 ( 见 图 38). KES e 无 限 增 大 ， 则 立即 
可 知 !:<0 时 方程 (0,!) =0 成 立 , 对 过 0 的 情形 ,应 用 Cauchy 积分 定理 并 考察 ?=0 
的 留 数 ,得 方程， 


ert 


7 


1 atio 
u(0,t)=1+ +f | 


2 mia 


dy, 


Æ 38 


这 里 c 是 任意 负数 . 令 o> 一 > 取 极 限 ,得 :>0 时 4(0,4)=1. 


很 可 能 是 方程 (10) 的 解 。 附 带 指 出 ,不 能 总 指望 这 积分 绝对 收敛, 因 对 于 给 定 的 v, 
U(x, 7) 一 般 对 :有 间断 ， 但 这 一 缺点 可 用 以 下 方法 来 克服 ， 对 足够 大 的 考察 表 
达 式 
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1 1 v(x,y) 
U,(%, t)= Dmi ETE „p edy, 


这 在 t>0 时 相当 于 初始 函数 O =n] 而 在 t<0 时 相当 于 f(t)=0. U,(4,2) 
的 这 种 表示 式 对 大 的 肯定 收敛 并 易于 证 明 就 是 朋 态 问题 的 解 . 于 是 就 可 通过 对 
thon U. 这些 初 步 讨论 目前 还 是 启发 性 的 ,以 后 在 § 3 中 还 要 从 略微 不 同 的 观 
点 重新 提出 ， 


§ 2. Heaviside 算 子 法 


Heaviside 符号 方法 在 实践 上 比 之 于 §1, 4 的 方法 有 很 大 优点 。 它 的 严格 道理 
可 以 根据 § 1 及 § 3 给 出 的 概念 来 论证 。 它 的 好 处 是 将 求解 的 形式 计算 与 数学 内 容 
的 意义 脱离 关系 ， 这 一 脱离 就 有 可 能 使 符号 方法 得 出 的 结果 暂时 无 需 有 什么 实际 意 
X. 而 且 符 号 算 子 的 结果 还 可 以 事先 列表 备查 .这 样 就 可 在 许多 应 用 问题 上 ， 除 了 
形式 计算 之 外 ， 避 免 由 数学 内 容 引 起 的 难点 . 

这 种 形式 算法 的 基本 思想 是 考察 那个 把 解 x 与 所 给 边 值 函数 连 系 起 来 的 线性 泛 
RAF, 而 不 去 直接 求 §1,2 中 微分 方程 的 解 w(*,*)， 这 里 仍 服 于 讨论 本 来 意义 下 
KRAHE, ME: =0 时 整个 系统 处 于 静止 状态 的 那 种 问题 . 

1。 最 简单 的 算 子 ”这 方法 的 基础 是 引入 代表 互 逆 运算 的 微 分 法 算 子 » 和 积分 
算 子 po. 考察 对 t>0 的 时 间 变量 的 函数 SO (可 规定 它 在 <0 时 E 等 于 零 而 
加 以 延续 ) ,并 以 


PFO =E) = f fds (1) 
来 定义 积分 算 子 r. H P 为 微分 算 子 , 合 
prO = f=, (2) 
则 以 性 质 
pp =p ip=1 (3) 


HEMT YAH, FOLLY. WRERH ME” 
关系 确实 存在 , 必须 外 加 一 个 限制 性 很 强 的 条 件 , 算 子 只 能 使 用 在 适合 € (0) =0 
的 那 种 函数 eO 上 .否则 我 们 将 有 | 


pipe=f -SA dr elt) el0), 
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pp'g= Ff edema, 
于 是 
Pp 'pg-pp'g, 
AMAT PO 却 不 象 算 子 p CAREER ERM L, 4# 
Q(A) = ag t aht 26+ Fami” 
是 任 一 mm 次 多 项 式 , 则 可 按 显 见 的 方式 来 定义 有 理 积分 算 子 O, 并 将 它 施 之 于 
任 一 函数 /， 相 应 的 算 子 Q(P) 定义 为 m 阶 线性 微分 算 子 ,但 只 能 施行 在 那样 的 也 
数 f b S 及 其 直到 mm 一 1 阶 为 止 的 导数 都 必须 在 :=0 时 等 于 零 ， 
* P(A) =b)+ b+ +++ tbn" 
ÈR- n 次 的 多 项 式 , 且 若 Q(0) = a440, iil 
R(p™) =P (p7) /QP !) (4) 
HA SRE AO 
RD f(t) =s@ 
这 一 算 子 可 用 各 种 方式 来 定义 ， 7 
第 一 , 若 所 给 函数 S 在 :>0 时 是 分 段 连续 的 , 则 可 认为 4 是 下 列 微分 方程 的 解 
agg + ABD Eee H amg =H”, (5) 
这 里 | 
=P(p")f, 
这 个 解 s 可 唯一 确定 , 如 车 要 求 它 满足 以 下 初始 条 件 ， 
a,g(0)=$(0), 
aye’ (0) +aig (0) =4' (0), 
agg” (0) + ag’ (0) + 428(0) =" (0), (6) 
agg ™-D(0)+ 480"? (0) ++ ** + Fm 18 (0) =F" (0). 
第 二 ,8 可 以 这 样 来 确定 ， 把 有 理 函 数 
P(A) /Q(A) 一 及 (0) 
CRAM ILD 4 ty RG 
RQ)= Low, 


r=0 
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”然后 不 难看 出 相应 的 级 数 
R(p') f= S a,p-* f (t) 


对 + 的 一 切 正 值 收敛 ,其 结果 与 以 前 所 定义 的 函数 e0. 
车 系数 = 0, 则 有 理 算 子 就 叫 非 正则 的 ,并 可 表示 为 
peR(p-!) . 
这 种 形式 ,而 这 里 R 是 正则 的 .要 把 这 样 的 算 子 用 于 函数 S, 就 必须 假定 / 满足 条 
tp: f(O)=f'(O)=---=fFPO)=0, 
显然 ,我 们 可 以 按 代数 法 则 对 这 些 算 子 作 有 理 运 算 ， 对 这 些 算 子 , 81 的 Duba- 
mel RAAB, BEM Heaviside “单位 函数 29(D) 为 
101 ` 4 t0, 
n(t)=0 当 上 <0， 
BETETT, RRR” 
Ty(t) =H (2), (7) 
ARS, WP ER BR SOR 


A foods (8) 


要 使 运算 微 积 成 为 一 种 有 用 的 工具 ,重要 的 一 点 是 不 仅 要 对 p 的 有 理 函数 作出 
解释 ,而 且 要 对 Pp 的 更 一 般 的 函数 作 合 适 的 解释 ,以 使 代数 法 则 、Duhamel 原理 及 其 
他 一 些 法 则 (以 下 即将 介绍 ) 对 范围 扩大 了 的 算 子 都 能 适用 . | 

2. 算 子 实例 及 应 用 ”本 小 节 里 要 讨论 一 些 简单 算 子 ,并 指出 如 何 把 它们 用 于 解 
微分 方程 . 


1) AF 
_ 1 
T= 1l+ap™ 
使 我 们 能 得 出 


Trae, THO=Ff een f(a)de=8(®), 
这 里 gs 是 微分 方程 e'tag=f' ERE (0) =f 0) FHM. 


D 单位 函数 x(z) 在 文献 中 往往 不 明显 写 出 ， 那 里 算 子 符号 TRARRTRART, HANS 要 表明 定义 
于 1>0 的 函数 A(z) 是 要 延续 到 对 (<0 取 零 值 的 , 那 就 往往 把 f(t) 写 成 f(t)n(t). 
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2) AF 


使 我 们 能 得 出 
T= cos vt, Tf=80)=4 t cos v(t—r) f (4) dz, 
0 


这 里 8 是 微分 方程 


gl tgs f’ 
在 初始 条 件 
gs(0)=f(0), 8’(0)=f'(0) 
PHY AR. 
3) 考虑 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 | 

` ayu™ + aur) + 66. tamu= f(t), (9) 

它 的 解 须 满足 初始 条 件 
u(Q) =u! (0) 一 一 Km (0) 一 0， (9’) 


在 这 些 初始 条 件 之 下 ,可 把 微分 方程 (9) 写 为 符号 形式 
Q(pyu=f(t)  (QA)=4 A+ H am)s 
它 的 解 可 用 符号 形式 得 出 
uO =y O, (10) 
车 代数 方程 
Q(4) =0 
有 m 个 不 同 的 根 cl ca +++, wm 天 0, 则 可 以 用 部 分 分 式 非 常 优雅 地 解释 这 个 解 . 自 


1 iT co 
PQ(P) =p tpa’ 


"0 = OaS Ot De gigs O. 


在 
l SO =e — (twee) 
的 特殊 情形 下 ,可 以 不 用 Duhamel 积分 ,而 用 下 列 甚至 还 要 优雅 的 方法 来 实现 这 算 
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子 所 代表 的 运算 . 


把 /GD 写成 
f= p— io Ny 
得 
p 
u= Lip] Ns 


ERP L[pj 是 一 种 缩写 , 它 表示 
Llp] = (Piw) =a (p—m%) +++ (P— Gm) (Pt), 
P/ZLP] 这 个 有 理 算 子 可 写成 如 下 形式 ， 


p dop T dp 
Tip] pit 2 p—a,’ 
这 里 ,部 分 分 式 中 的 各 系数 由 
1 1 1 
DEG baaa) 


给 出 ,利用 第 一 个 例子 的 结果 ,立即 得 出 所 要 求 的 解 ， 


-umd,et+ 》 d eart, 


v=1 


系数 do 在 应 用 上 当然 是 最 重要 的 ， 
4) 再 一 个 例子 是 “奇异 算 子 ” 


L ~ 
pi, pr? 
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(11) 


(12) 


如 果 要 把 我 们 的 算 子 的 种 数 前 后 一 致 地 扩充 起 来 ， 就 必须 按 以 前 的 法 则 来 定义 这 两 


个 算 子 . 分 数 阶 的 微分 法 与 积分 法 理论 提示 我 们 可 以 这 样 来 定义 ， 


p- y=2y iis PT fO =( van. Vt—t (cdr . 


e fant 
P? n=1/VY ats P f(t)= =a J 


容易 验证 ,这 定义 确实 符合 要 求 


tL 
po? p Iq=p in, 


(13) 


同样 的 定义 也 可 愉 观 察 如 下 事实 的 结果 得 出 ， DEP =m 成 立 (= 汉 ). 记 以 有 
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可 信和 的 理由 来 写 出 
p-Ty=ct, 
但 这 里 的 常数 “ 必须 另行 合适 地 确定 ， 如 果 要 求 Duhamel 原理 及 关系 式 
pt p- Tq=p =i 
得 到 满足 ,就 会 有 
=i: f YEV Tdr=2 e f ， VI deo 


于 是 


这 样 就 确定 了 常数 c, 与 (13) 相符 . 
5) 一 个 极 重要 的 非 有 理 算 子 是 指数 算 子 ， 它 是 用 定义 
e-+ f (t) = f (t—h) (14) 
引入 的 ,其 中 为 常数 .这 是 从 e A SEA fy Taylor 级 数 启示 得 出 的 .不 过 这 
一 可 信 的 理由 不 能 作为 充分 的 论据 , 因为 算 子 的 定义 不 能 依赖 于 它 所 施 函 数 SO) BD 
解析 性 质 ， 我 们 这 个 定义 之 所 以 合理 毋 宁 说 是 因为 由 它 可 得 出 关系 式 
e-ipe -hp F (t) =e~hthyp f (t) 


及 


d 
Do Pf lt) =- pe F(t) 


而 后 一 式 则 等 价 于 | 
2 fe-h=-2 fah), 
6) 现 考察 算 子 

ev 万 


(15) 


其 中 h<0. 这 算 子 的 意义 将 在 第 5 小节 中 解释 .这 里 只 指出 ， 若 假定 算 子 能 对 参 
Bh hay MW ev? fas, 得 方程 


ð S-A) 
TVP" f. 


当 参 数值 =0 时 ,可 望 从 下 式 给 出 函数 98/64 的 值 ， 
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ög t f@) 
Oh hee -y p f=- = + oy t—t dr. (16) 
这 例子 说 明 算 子 方法 之 直 捷 了 当 . 


D 作为 这 方面 的 最 后 一 个 例子 , 我 们 讨论 Heaviside 位 移 原理 ， 
若 工 =@(P) 为 一 算 子 而 4 为 一 常数 , 则 可 给 出 算 子 中 (P 十 名 为 
P(p+k) =e tpp)". (17) 


这 对 一 切 有 理 正则 算 子 都 可 立即 证 明 。 先 用 n 推 到 +1 归纳 法 (或 称 数学 归纳 法 ) 
证 明 位 移 原理 对 算 子 1/p” 成 立 。 于 是 就 对 一 切 有 理 正 则 算 子 都 成 立 , 因 它 们 都 能 表 
为 1/ 的 震级 数 。 现 作为 一 个 可 信 的 公设 来 引入 对 非 正则 算 子 的 位 移 原理 。 例如 ， 
我 们 定义 

ena 4. ter f (nD) 


V pHa fO eV p LO = Wet) 
特别 是 
VPA I= S— Ff a ae 
2e" d . fvt 
i Gelert 六 evar). (19) 


要 充分 证 明 这 些 非 正则 算 子 合理 ， 需 证 明 它 们 的 引入 符合 初等 代数 计算 法 则 . 
这 一 证 明 将 在 第 5 小节 中 给 出 . 
3. 应 用 于 传 热 问题 下 面 把 算 子 方法 用 于 几 个 典型 例子 。 
考察 半 无 穷 区 间 上 的 传 热 方程 
Us— Uy =0 (20) 
设 初始 条 件 与 边界 条 件 是 ， 
u(x, 0)=0 
u(0, 6) = f(t), u(%,t)=0. 
需要 有 这 样 一 个 算 子 二 T(x) (依赖 于 参量 v), 使 之 能 把 所 给 函数 fo 变 换 为 待 
求 的 解 (x,t)。 把 微分 方程 写成 形式 | 
(Tas PT) f=0, (21) 
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并 把 边界 条 件 写 成 形式 
T(0)=1, (0) =0, 
假定 对 于 负 的 : 这 些 国 数 是 零 , 则 在 (21) 中 写 
uy = pT f 
时 ,已 把 初始 条 件 写 进去 了 。 把 微分 方程 
Te pT =0 
中 的 p 当 作 参数 看 待 ,立即 得 到 解 
T= "F 
现在 要 问 ， 人 怎样 来 解释 这 个 符号 式 子 的 意义 ? AF 
ent VP y, e*vF f(t) 
ARTARSA 这 里 至 少 可 以 给 出 直接 与 应 用 有 关 的 部 分 回答 ， 按 通常 法 则 对 卫 进 
FER, 可 求 出 在 端点 *=0 处 的 传 热 率 ,也 就 是 ,可 求 出 wy(0, 人) 的 显 式 , 应 用 第 2 小 
节 例 (6) 的 结果 ,得 


(22) 


ac fm, 
ty (0, j= =T <Of=—-VP f=- > “ar Warned 


ASicRARHPEBRRZ— ERFRARAA TARA BR 来 完全 解释 算 
子 的 意义 ,而 有 可 能 得 出 部 分 结果 ， 

同样 可 以 处 理 更 一 般 的 传 热 方程 一 — upy + oP 0, 其 中 规定 * 在 区 间 0 过 *< oo 
上 ,而 初始 条 件 与 边界 条 件 辣 前 ， 对 于 给 出 解 w(*,?) = 二 2 Oso) WATTE), W 
足下 列 符号 型 微分 方程 


Tes= (PHAT. (23) 
这 方程 在 边界 条 件 
T(0) =1, T(%)=0 
之 下 的 符号 解 是 
Tae OO (24) 


这 算 子 比 起 前 例 的 算 子 来 更 难于 完全 解释 . 但 我 们 仍 能 回答 问题 的 重要 部 分 ， 我 们 
能 求 得 440, DH RAK 


eet d pte “LO 4 
Vx at ay t—r 


wl0,0) =T, 0) f =V pte? f=- 
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这 右边 的 式 子 得 自 第 2 小 节 例 4). 
在 单位 国 数 /= 的 特殊 情形 下 ,得 


(0, = — 2 aml otf" ord), (25) 
4. 波动 方程 ”81,1 讨 论 过 的 简单 退 态 问题 也 可 用 运算 微 积 来 说 明 ， 我 们 考察 
在 区 间 O<*<! 上 解 微分 方程 
Use — Ugy =O (26) 
的 问题 ， 其 初始 条 件 和 边界 条 件 是 
`- u(x, 0) =u; (%, 0) =0 
u(0,) =f), us(l, t) =0., 


设 
u(x,t) =T (2) f. 
得 到 关于 算 子 了 的 微分 方程 
Tw— pT=0 (27) 
及 其 应 满足 的 条 件 
， T(0)=1, T) =0. 
这 样 就 导致 符号 式 
cos — e7% j e-r 了 一 多 ? 

T( )= (28) 

或 ,展开 后 ,得 


T(x) =e} S (—1) "em Petar) — empar -0] 。 
v=1 


依据 第 2 小 节 中 各 例 , 解 释 这 个 算 子 就 很 简单 ,我 们 有 
u(x, t)h=f(t-*) + D(—-1) "Lf G—*— al) — f (e+ *—2yl)], (29) 
5 §1,1 所 得 结果 相符 . 
那里 讨论 的 另 一 问题 (有 固定 终点 的 问题 (c)) 当然 也 可 以 同样 解 出 ， 相 应 的 算 
子 取 


sinh p(l— x) 


T(x ) 一 一 sahzy (30) 
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T =e Ph 4 > [emrit — ePi- 


v=} 


于 是 
u(x,t) =f (t=) +37 [f(t—*—2ul) — f(t+#— 21) (31) 
v=] 


§. 运算 微 积 的 原理 所 在 . 其 他 一 些 算 子 的 解释 ”运算 微 积 可 以 严格 论证 .我 们 
先 给 出 这 些 算 子 的 一 般 定义 ,然后 依据 这 定义 验证 所 规定 的 运算 法 则 ,位 移 定 理 以 及 
Duhamel 原理 都 正确 ， 还 要 验证 这 定义 与 以 前 所 给 各 定义 相符 . 

在 8 1,4 的 讨论 启发 之 下 ,可 导致 如 下 定义 ， 

PO) BER —e BPM >o EI EMIN RM. W L EEEN 
>a EPTFE ER RE, PoCo LEAR, BARN 
39 AR. 那 未, 条 者 积 分 (1/127) YUP) Ir] ordy 存 在 且 对 一 切 0 不 取决 于 

pp gig f Soray, 


7 
(32) 


d tt F 
F (p) f = 去 | yf ode rai f er 


保证 (32) 的 积分 存在 的 一 个 充分 条 件 是 , 例如 , 存 在 这样 
一 个 取 正 值 的 函数 @(p), 使 

IZOL 
收敛 , 并 使 所 有 一 c+ 访 (其 中 c>ao+d(8>0)) 满 足 不 等 式 


je <®((A|)- 


这 样 ， 就 可 在 (32) 的 第 二 个 积分 的 积分 号 下 对 = 积分 ;从 而 ， 


Diy, = f f@erdr, 
-l1 4f E 
P) fera a) y 


对 这 样 定义 的 算 子 , 运 算法 则 的 正确 性 由 乘法 定理 


D (y, t)e” dy. 
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F(p)G(p) =FG(p) (33) 
得 到 保证 ， 或 者 用 话 来 说 ,乘法 定理 就 是 ， 相继 施 生 TAT AT FRG 所 得 的 结果 ， 
也 可 由 施行 j 一 个 算 子 一 一 相应 于 乘积 函数 的 算 子 FG 而 得 出 . 
只 要 对 单位 函数 nt) HE WS ERE AT 证 明 时 ， 关于 函数 FRE MEF 


的 假定 "， 在 每 一 半 平面 “>m+ 9 上 存在 一 取 正 值 的 函数 VO, ERY f Vde 收 


敏 且 使 在 这 半 平面 上 处 处 有 
1P1<sy%d8D，lG1<y(1p0)， 


Ts 
也 存在 -一 -第 一 个 积分 之 所 以 存在 是 因为 有 Schwarz KER 
Jito [Jre TE 


于 是 相应 于 函数 乙 G, PG 的 积分 (32) 绝 对 收敛 。 今 若 设 


这 样 ,积分 


G 
f= Gp)1= sie S ea 
及 a 
dre GQ) etmi 
DGD= 人 7 dr 一 sar, 6 jay t, 
便 得 
d F 
FGn= i Pz n ——D(y, t) eridy. 


基于 所 假设 条 件 ， SLU Fake TRB Bea St, (410) ERA; 
KA 


F G(6) dedt—yert 
FGy=——} f (7) dy f 2 bere" da. 


(2 wi)? J, 0 一》 
KER L 为 工 右边 平行 于 L 的 一 直线 ( 见 图 40)。. 因 从 估算 式 
dca 


D 这 两 个 假定 对 有 些 重要 问题 限制 得 太 房 害 ， 但 定理 可 在 弱 得 多 的 假定 下 予以 证 肯 。 例 如 ,可 参看 Ww. 
von Koppenfels[ 1], f 


434 数 学 物 理 方 & 


见 前 式 内 积分 的 第 二 项 随 e 的 增 大 而 变 得 任意 小 ,所 以 积分 趋 于 零 ， 因 而 


__l1 TO 4 5e 
aero E A Sy day 


su Rie, Sa By BP RARER. 得 


1 Fry) 
FC n= Gaps p eO f Stay, 


这 样 ,只 待 证 明 关系 式 o 


1 Fy) _ FQ) 
zai), yO- T 


就 行 了 ， 但 这 关系 式 是 Cauchy 积分 定理 的 一 个 结果 . 
位 移 定理 也 可 从 积分 的 复数 表示 式 立 即 证 明 其 真确 性 ， 若 一 (P) 是 一 给 定 算 子 ， 
从 而 


于 是 有 


D RL, 是 直线 L 上 在 纵 坐 标 一 人 工 与 T AOTEA TEE 40), WA 


= ot (7) 
FGy am air f Hare af, -> aoe. 


于 是 从 估算 式 
San BN eeN S i ) 


以 及 从 积分 f yrd p 立即 得 知 所 作 上 断言 
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_ 1 [Ether ef FO) 
Pees Bam aig h, y b= Fi | yk” 


上 式 即 表示 


F(pt+ k)n=e 


而 由 于 二 二 5 一 en, 故 有 


F(p+)n=e“F(p) e"n 
-也 容易 证 明 以 前 各 例 中 所 用 的 定义 与 现今 这 积分 的 定义 是 等 价 的 .我 们 有 ?， 


1 1 f e 
1) ` pP ni wy! 


其 中 心 是 个 正 整 数 ， 积 分 路 线 可 变形 为 环绕 原点 的 任 一 曲线 ;所 以 


Z= d” or | =" 
p” nil dy” yo nL 


dy, 


P — 1 et 一 egett 
2) r ga d= ' 
P i ev ,att 
3) DTT Tai), re M, 
» eft 1 1 er 
A eh eh 


若 将 积分 变 By 换 为 =y y ,由 此 得 


1 e! 1 x 
2 ni LFF dir=- Sy? dx 
* 平面 里 的 积分 路 线 L (参阅 83,3) 是 任 一 等 轴 双 曲线 的 右 分 支 , 故 等 价 于 虚 轴 。 这 
样 就 有 


一 1 1 3 1 
二 一 一 一 -d8 一 一 一 一 
VP yt 天 n B y at. 
s__1 e” vats 工 e! 
5) P= sal ym dy=t 2 ni rics 


积分 值 可 求 得 为 


D 为 书写 简便 ,此 后 以 FOR E. 
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1 er 


“Oni Lye s dy= Fasy’ 


ik 
t7s 
Ce) CSD. 
6) tp 1 feer $ (<4) 
e 一 -一 一 = 
ra J y li E>). 
p i ev 
” araga Sprat 


Ait L 变形 为 环绕 点 tia 的 曲线 , 便 得 


-2 1 1 \,, sinat 
pita oni e 2ia\y—ia y+ia dy= a “ 


8) 再 举例 来 解释 其 他 一 些 算 子 。 考察 


— wr l (ee 
V pe nn VY dr. eo 
右边 的 积分 容易 计算 ， 我 们 有 
ype”? =“ eint, (35) 


对 于 算 子 ”来 说 ,我 们 不 直接 计算 积分 


or -ty 
L Y 


2m 
而 按 下 法 来 解释 它 的 意义 ， 
ave pm l ore 2 /一 
e NP =y p Vp VP Va? 
RA 
asy da ft eM ie 2 _ 1 en ht 
On” =a faa pat a «Sees 7 
9) 从 公式 


—=-dy=J (at) (36) 
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可 得 出 乘法 定理 的 一 个 重要 应 用 。 若 把 算 子 P/( 己 二 2) 分 解 为 乘积 


则 由 Duhamel 原理 得 出 
wegen f Taat- alarde 


另 一 方面 , 据 例 7), 有 


p*+ at Ta 
这 就 得 出 Bessel 函数 积分 定理 如 下 ， 
f J,(a(t—t))Jq(ar) dr = 22 


10) 最 后 ,考察 Abel 积分 方程 (参阅 卷 , B= HGS10,9) 


p sin at 


sin at 


fO=f Lpi o<, (38) 
这 也 就 是 算 子 方程 | 
pf=I(1—a) pd. 
Ee RR 
l a 
er S 
或 


_ 1 d ff f(r) 
*= Ta) G—a) aS Zone (39) 
FE, N (Ora) = 地/ sin ra, RA 


sin wa 1 t f(r) di 


me o (t—2) 1% 


5S 工 第 三 章 8 10,9 所 得 结果 一 致 . 


P(t) = (40) 


§ 3. 瞬 态 问题 的 一 般 理论 


上 面 这 一 大 节 中 包含 算 子 方法 的 一 些 应 用 而 不 是 完全 的 理论 根据 ， 值 不 值得 搞 
出 一 些 一 般 性 定理 ， 由 此 依 演绎 方式 来 论证 这 些 方法 呢 ? 这 问题 还 是 存疑 的 。 算 子 
方法 的 引 人 妙 处 在 于 它 可 以 那么 容易 、 那 么 自然 地 应 用 到 很 不 相同 的 问题 上 .要 把 
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这 些 长 处 都 归 集 到 一 个 包罗 万 象 的 定理 中 ， 最 好 也 得 有 颇 为 宛 长 不 堪 的 论述 . 这 里 
并 不 打算 完全 实行 这 种 尝试 ,但 是 要 继 § 1,4 之 后 朝 这 个 方向 前 进一步 . 我 们 不 仅 要 
昌明 如 何 论证 这 方法 合理 ， 还 要 陈述 一 个 能 统辖 相当 多 复杂 例子 的 定理 .我 们 的 讨 
论 基 于 Laplace 变换 ,这 是 作 同 类 讨论 的 常用 工具 ,特别 是 为 G. Doetsch 所 常 FAD. 

1. Laplace SH MRE Mellin 积分 公式 的 两 个 定理 中 (参阅 卷 I 第 二 章 
8 10,8) ,把 变量 * 换 成 。*, 把 函数 s(x) RM ge”) =p), 那 就 立即 得 出 Laplace 
变换 .但 是 我 们 要 在 稍 宽泛 些 的 假定 下 , 再 一 次 独立 地 (用 Fourier 积分 定理 ) 证 明 
Laplace 反 演 公式 . 

定理 1， RARR mo + i EM 8(s) 在 复 平面 的 带 。<o<B 上 是 正则 解析 
的 ， 设 在 - 较 兴 的 带 a+3<o < 一 6 (3>0 FEE) LEA THUR mR 


IAO | 入 @(lrl)  (s=0 +irt). (1) 
PE UPB + Ro 


v= f eds o O 
存在 ， 且 在 带 =<c<p 上 成 立方 各 
p= S peds, (3) 


m2. EVORRD 1 RODEAR LERA S Weds ace 
CA Bit SEW BM HH (3) HT FE OTRAS (2). 

推论 ， 著 B= 从 而 (5) 在 整个 半 于 面 o>. 上 是 正则 的 , HE SO 满足 前 述 
各 附加 条 件 ”, 则 对 *<0 有 (%) 二 0， 因 此 在 这 情形 下 ,有 互 逆 的 两 个 公式 


atio 
Ve) = Bf Oeds, 
=- (4) 
= -zsd . 
p) =f wed 
先 证 定理 2. $ 
1 oti? ssd e7. 7 J izt 
Wr(*) = 7 wid on p(s) eds = an f e+ it) e'*"dr. 


D WG. Doetsch[2] 及 [1]。 
D 特别 要 指 那样 一 个 条 件 ， 对 所 有 ce 十 上 存在 一 个 合适 的 瑟 (p)。 
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.以 b=) w@eterindg 
代 #(o+i), 得 


vosi , dz { pye te te-mrdg, 


因 wae 分 段 光滑 且 [1V(*)1o-*d% 对 区 间 a<o<8 内 每 一 固定 的 o 收 
BK fice Fourier 积分 定理 (参阅 卷 ,第 二 章 $6,1) 可 知 积分 


随 工 的 增 大 而 趋 于 由 (4)e-*; 天 Yr) AFV), BARNER. 
为 证 定理 1, 作 积分 
w= S" Alot iede, | 
在 所 述 假定 下 ,这 积分 在 区 间 <o <P KEIKA. 
现 证 这 积分 不 依赖 于 o， 在 一 段 平行 于 实 轴 的 直线 上 
(这 有 段 线 有 定 长 cj 一 ci>0 RA BEM a+ d<o<p-6 
内 ) ,考察 积分 


J=f" plo FIT) HM do. a z B 

用 Cauchy 积分 定理 ,可 知 车 当 了 通 过 一 合适 的 无 限 增 大 

PAT | Tal, RE AFERRA M VO) RRA 

依赖 于 cc。 而 由 于 佑 算式 | 图 41 
ise f” Jalo + iT) | do Som)T) (71—01), 

积分 7 确 是 趋 于 零 的 ; 由 于 积分 】 中 (P)dp 存在 ， 必 有 一 ARABET, Ta tE 


O(\T))BFS. 
自 方程 


w(sye* =) bo—ir)e-i*dr 


i y(r) 是 销 数 8(o 一 if)( 它 对 7 肯定 是 分 段 光滑 的 ) 的 Fourier BRR. TH, 
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因 积分 |b(o—ic)| de ed, Hct Fourier 反 演 定理 得 
plo—ir)= f w(ae*erinda, 


$C) = y(ae rade, 


如 定理 1 所 述 . 
为 证 推论 ,我 们 指出 ,在 那里 假设 的 条 件 之 下 ,估算 式 


Iv <S Bedr (5) 


对 一 切 o>et IS URIAH * Rin. Hse HH HUM oe 足够 大 时 变 为 任意 小 ， 故 
对 *<0 有 

p(x) =0, 
这 就 是 推论 中 所 说 结论 ， 

2. 用 Laplace 变换 解 瞬 态 问题 现在 可 以 在 比 以 前 (参阅 8 1,4) 更 一 般 的 形 
式 下 来 解 $ 1 中 的 退 态 问题 TI ， 即使 初始 状态 不 是 静止 状态 也 行 ， 我 们 的 解法 依据 
这 样 一 件 事 实 ， 问 题 I 可 化 为 减少 一 个 自 变量 的 不 同 的 问题 氏 .在 Laplace 变换 及 其 
反 演 的 基础 上 ,这 两 个 问题 是 等 价 的 ,但 在 许多 情形 下 第 二 个 问题 可 以 简单 地 用 显 式 
处 理 , 而 第 一 个 问题 则 不 能 .我 们 还 希望 使 用 变换 的 条 件 足 够 宽泛 ,以 便 包 括 重 要 的 
实际 应 用 。 - 

我 们 对 问题 I 的 解 w(*,t) 加 上 以 下 条 件 ， 存 在 一 实数 co 使 函数 

u(%,t)e et Uy(%,t)e et, Lo (ee l (6) 


当 上 无 限 增 大 时 对 * 一 致 有 界 。 在 这 条 件 下 ,有 关 的 Laplace PRA, BA 


nan tef u(x, the~"dt, 
它 对 Re y=a >a, 存在 且 是 半 平 面 on 上 y=a+ip 的 一 个 正则 解析 函数 . 根据 这 
些 假设 ,得 到 这 函数 的 导数 

waf dye dr, 


v oo 
Hh = it, e-ridt. 
y 0 ‘4% 


从 这 些 条 件 可 推出 函数 ur, wet 的 Laplace 变换 式 也 存在 ， 我 们 有 
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in u(x, t)e-tidt=u(x, T)e-7? — g(x) +f u(x, t)e-tidt. 
因 右 边 在 工 > oo 及 Re y >a MILB MAL CO RA 
f ue-ttdt=v(x,y)— (2). 
在 双 曲 型 情形 (ae 之 0) 下 又 可 推 知 积分 
f upet dt 
存在 .我 们 得 到 
fiedt= (0—)y— 


MFA e Fe § 1 中 微分 方程 (10) 并 对 上 从 0 到 积分 ， 则 得 "的 非 齐 次 常 油 
分 方程 
Llv] + (ay? + by) ot ayp= (ay? +by)v. 
如 果 初 始 状态 是 静止 的 ,方程 就 变 成 齐 次 的 .相仿 地 ,得 边界 条 件 
v(0,y) =r f (De db 
pvx= (0 —A7)v+ pI) (4 +=)... 
这 就 产生 自 变量 * 及 复 参 数 7 的 函数 2 的 一 个 下 列 常 微分 方程 边 值 问题 ， 
HAN: 
Ll] + (ay? + by) p+ ayp = (ay? + by)v, (7) 
vO, =r f fle rat a) 
pvy=(0—iy)jo+ ayo) (r=) 
BES ORSO BABAR RB f Sedi 对 >a MIAE $(*) 及 
YES LER, 
REMEH, ARES at BOR >a) METER- MEGN, M 


Laplace 变换 有 唯一 反 演 , 故 问题 1 车 有 两 个 不 同 的 解 则 相应 问题 了 将 有 两 个 不 
同 的 解 . 
但 更 重要 的 一 件 事 是 证 明 ， 我 们 可 用 Laplace 反 演 公式 从 问题 的 解 得 出 问题 


44s 数 学 b E È 


I 的 解 , RIEL FER aun AN TTR TERN O<*<! 上 连续 


. > oe oe oe o o 
e © è >o e o è o 


EE Cr FREIEN 


IEn | <@(lAl), (8) 
这 时 的 中 应 使 】 (1) do 存在 ,个 考 由 积分 
u(x, => ad, ED endy (9) 


FERA « EKI O<* <!, t>0, “+% OVE PD EES 


oer o @ o o o 


Seg MEMBE- ERA ROCO A AERD ME 43962,5) 
z”, 

PEU, MERIH. WALES RH A a RE A, 在 进 
TABOR GSA ARNS. 中 提 过 多 次 的 一 套 办 法 。 先 作 畏 助 函 孝 


1 ” v(%,7) 
一 一 一 r, y) p eridy. 


w(%, D) = 37 | (10) 


因 有 假定 (8) ,这 函数 对 二 ESI, (30 可 在 积分 号 下 对 时 间 上 二 次 求 导 .特别 是 ， 
有 


Wy, =Uu(%, t). 


另 一 方面 ,由 于 微分 方程 (7) ,积分 


l f olen dy 
27), 


EER ESIS, 《< 入 7 上 -Hkg heH 


L 
Liw l=saf, sre ridy 


R’. 于 是 便 推 得 
D SHE, RAR § 1,3 中 用 Duhamel 积分 表示 解 的 结果 相间 。 
2) 只 要 验证 
或 ,由 于 p>0, 只 要 验证 


Pv 
= aie L C purdy= (pwx)x 
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ev! 
aw, + bw,— L[w] = sms, 7 [y+ bye Lv ay. 


这 样 ,从 微分 方程 (7) ,得 


ert 
aw, + bu,— LLw]=3 af sal (ayt+ by) bt ayp dy 


awut bw,—Llw]=adt (bpt+ avy)t. (11) 

若 对 BIK (HEBRE u(x,t) 两 次 连续 可 微 )， 则 得 “ .的 微分 方程 aunt 
+bu,=L[uv), Ex 0<+<l,t>0 上 的 一 切 r,t 成 立 ， 

至 于 4 在 点 *=0 满足 初始 条 件 这 件 事 ， 则 可 从 反 演 定理 以 及 对 u(x, D 所 假定 
的 在 ¢>0,0<4</ 上 的 连续 性 立即 推出 . 

MT FD aR w, 可 推出 它 在 点 v= 处 满足 条 件 
i 
2 xiJ, 


AC) 


Qu 


yt 
Pwy 十 Ni 一 GZ 一 Ír Lev, + Ay—ao)u]dy 


fp. 
故 对 :微分 两 次 后 ,得 


pu, + hu,—Tu=0, 


为 验证 初始 条 件 , 先 指出 ,由 于 


1 v 
wa D =f, yey 


w,(%, O=saf, dy, 
并 由 于 所 假定 的 条 件 (8)，w(*, 0) 以 及 “4, NE >o 肝 都 等 于 零 ， 事 实 上 ,估算 
式 


成 立 就 够 了 , 这 里 已 令 Pox) =exp) f 1 fax! 3 
把 以 上 用 积分 定义 的 2 加 以 积分 ,出 见 


% dx! n 
: Fey Qdx" =w(%, t)-w0E, £)- aay fF 4 ao 


这 里 AOHRRRAT x。 对 最 后 这 一 方程 求 导 , 便 直接 得 出 中 一 (Pox)x。 
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1 


w(x, 0) |<- 


人 中 (p)dp， 


1 


[w(x, 0) | < Na 


f Plp) dp 


成 立 , 而 当 «> oo 便 得 欲 证 结论 。 根据 对 (+, ORE me 及 wi 以 及 它们 的 迄 


二 阶 为 止 的 导数 在 区 域 
O0<v<l, t>0 
上 连续 ,因而 当 ‘OW Lek L[w] 都 等 于 零 ， 方程 (11) 变 为 
alw,,(*, 0)— p(X)J=aLu(%, 0)—$(%)j=0. 
微分 (11), 当 := 0 时 有 
a(wi— W) + (wy: — 4) =0 
或 ， 
alu, (*, 0)—W(%)] + bul, 0)—4(*%)]=0. 
在 “天 0 的 情形 下 推出 
u(x, 0) =$(%), u(x, 0) =Y); 
而 在 @=0,040 的 情形 下 ,有 
u(x, 0) 一 省 (4%)， 
HE HA SEER. 
最 后 指出 ， 由 于 (8) ,关于 的 估算 式 
luce, Dicter (" (pe) dp 


对 任意 的 oa 成 立 ， 当 '<0, 得 
u(x, t) =0 


而 当 (之 0, 得 
l at. 
lu(*, D| <e f P(p)dp 


这 说 明 原 先 对 函数 4 BEEN Boe (6) A be TA. 
3. 举例 .波动 方程 与 电报 方程 ”我 们 用 电报 方程 
Up =U ru (7 二 常数 ) 
为 例 来 说 明 这 方法 ， 初始 条 件 是 
ul(%*, 0)=u(%, 0) =0, 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 


(16’) 
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边界 条 件 是 ? 
£3 
“(0,D) = (16") 
pz 十 一 ICU (4 x=1), 
我 们 有 相应 的 问题 T， 
Ves = RV, (17) 
1 
(0,7) =F 
Pvy=(a—dAy)u (3 ¥=)) (17’) 
这 里 须 设 
ney? +r? 
解 由 下 式 给 出 ， 
_ pk cosh e(i—%#) + (Ay—o)sinh kx(7 一 %) 1 
v(%,7) pecohxrlt (Ay—o)sinhel yy 
-4 E RAO) 1 
= (18) 
这 里 的 
Ker? — pe— 
E(x) 2 VE r? 一 PK 一 CT (19) 


AV 人 一 二 十 pk 一 


同 以 前 一 样 , 可知 存 在 一 co>0, 使 (18) 的 分 母 在 半 平 面 Rey>oo 内 没有 零点 ;于 是 2 
在 这 半 平 面 上 处 处 是 正则 的 。 在 半 平 面 Rey>a t 内 虚 轴 的 任 一 平行 线 上 上 ,成 


立 不 等 式 


v(%, merl< 
ETID 


这 里 4>0 与 3>0 是 不 依赖 于 * 和 ?7 的 常数 ， 由 此 ， 并 由 对 vw/7 与 对 vww/7 的 相 


应 不 等 式 , 显 然 可 知 


D 我 们 不 构造 脉冲 函数 U(x，t) 而 构造 函数 UC, DA $ 1,3) 以 保证 (根据 第 2 小 节 的 定理 ) 相 应 积分 


(aati) f , Coy) edy 


表示 所 要 求 的 解 。 所 说 定理 中 的 条 件 不 为 属于 UC%, t) 的 积分 所 满足 。 但 是 以 后 可 用 算式 U Cet) = 
-名 Tax 从 Us 得 出 0. 


ors 


+ 


446 x 学 b 理 FHF 法 


Ua Deraf, perar 


(20) 


表示 一 个 在 区 域 OSI, t>0 上 连续 且 有 连续 一 阶 及 二 阶 导 数 的 函数 . 所 以 这 函 


数 就 是 (16) 的 解 . 
我 们 仍 来 考察 特殊 情形 ， 
u,(1, t)=0 €(x)=—1 
u(l,t)=0 E(x) =1, 
同 以 前 一 样 ,我 们 把 2 展 成 级 数 


. . 
yo (x,y) = Pensa Jeret, 


r=0 v=] 


并 把 这 级 数 代入 (20)， 由 于 对 上 积分 显然 是 可 以 的 , 故 得 下 列 形式 的 级 数 


U, (x,t) =S(4,1) + sels (grt #,t)—S(2vl—x,t)], 


val 


这 里 的 S, DAEA TER 
S(x, t)= oa f exe} 一 区 VP +7 


4 r=0, Vi 


dy 


=- ere dy 
S(x, t= zaf, ye 


于 是 


(t—*)* 


4 tor 
sc.o-se-o- 31 
0 5 <x, 


因而 最 后 得 


ug (%, t) =S(t—%) + ses (t—x—2 vl) —S(t+ *-271)], 


w=] 


与 $ 1,1 中 对 特殊 情形 
t 
fosy (¢>0) 


(21) 


(22) 


(23) 


(24) 


(25) 


(26) 


D 另 一 重要 情形 是 所 谓 “matching”e= 0 的 情形 ,但 这 只 当 r=0,0=0, 及 4=p 时 发 生 .在 这 情形 下 不 出 


BLS Beas” Be 
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得 出 的 结果 相符 。 级 数 (26) 中 只 有 有 限 项 不 恒 等 于 零 , 而 这 些 项 中 的 每 一 项 都 具有 
迄 二 阶 为 止 的 连续 导数 以 及 分 段 连续 的 三 阶 导 数 。 所 以 可 用 微分 法 得 出 函数 U G4 
r=0); 


U(x, t)=n(t—*) + Tene- yl) —n(t+%—2 vl) ], 


v=] 


这 里 
,二 f (4 t>0) 
0 (4t<0). 
为 计算 r~0 时 的 积分 (24) ,用 方程 
y=ir cos $ 


引入 积分 变量 b=o+ic REY. 得 


S (x,t)= -z zl, exp{ir (ix sin 中 十 zcos p) } aS dh. (27) 
这 里 Z' 是 直线 工 在 $8 平 面 上 的 象 , 即 L 是 图 42 所 示 的 曲线 
Re (ir cos p) = FR > ay. 
Atx, 则 指数 
ir (ix sin 中 十 zcos 中 ) 
的 实 部 , 即 
r sino (t sinh r— % cosh 7)， (28) 


在 区 域 0<e<r,r>0 上 当 r> co 时 变 为 负 无 穷 大 . 这样 二 可 收缩 为 通过 这 区 域 的 
二 重 直线 ( 见 图 43), 从 而 
SCz,Ds0 (<x). (29) 
# x, MAER- <0 <0,7>0 内 的 +->co 时 (28) 变 为 负 无 穷 大 , 于 是 上 可 
拉 开 成 为 沿 着 整个 带 一 <c< 的 曲线 LOLE 44)。 由 于 (27) 中 的 被 积分 式 是 周 
期 函数 ,得 


SC%,1)= $ do, (30) 


a _expir (isin +1008 $)} < cost 


APS PEE EO = 0/2 除外 . 
SLE REBAR (WS =— fs) 


f(a, = 


f exp{ir (ix sing +teosp) oe, (31) 


1 
2 nrt 


(31) 对 上 的 四 阶 导数 可 立即 得 出 


4 i a 
PLGA tf" expt sin d +tcos p) ydo =J (ryt x2), 


Mean, f, ORR ME=MALHPRSTS. EKL EE (31) 中 设 /二 * 
并 引入 c=e* 作为 积分 变量 , 则 得 

— 8 28 irýs 

IG, =r baw dz, 
这 里 取 z 平面 的 单位 圆 为 积分 路 线 ， 并 使 路 线 在 == + 处 开 缺 口 将 这 两 点 除去 .我 
们 立即 得 到 f (*, *) = 0; 同样 可 推出 导数 在 :一 “时 为 零 . 于 是 得 
f(x, 9= 二 | (一 7)3J (r Wet x? )dr, 

从 而 得 出 最 后 结果 


-2 t E=) Jar y E= xdr (4 t>x) 

S(x, 日 = Ja 31 (32) 
0 ( 当 t<*)、 

在 "=0 的 特殊 情形 , 仍 得 以 前 结果 


(t—*)§ 


{ (344 t>*) 
S(«,t)= 3! 
0 ( 当 : 上 < x) ， 


. 在 7340 的 情形 下 , 按 (32) ,级 数 (23) 中 只 有 有 限 项 不 恒 等 于 零 ,而 每 个 这 样 的 项 
”具有 迄 二 阶 为 止 的 连续 导数 以 及 分 段 连续 的 三 阶 导数 。 于 是 ,用 微分 法 得 出 脉冲 函 


0 = SO sh 


SLE ”两 个 自 变量 的 双 曲 型 微分 方程 449 


U(x, t)=S(x,t) + Lie [S (2 ri +z, t)—S(2 rl—x,1)], (23’) 
v=] 


其 中 设 


8 t 
san- [a Jya )dt (4 t>) an) 
0 


( 当 <r), 
这 函数 是 问题 (16) 在 边界 条 件 0 (0,t) =1 下 的 解 . 
其 他 还 有 许 许 多 多 重要 的 例子 ,请 读者 参阅 文献 。 


多 于 两 个 自 变量 的 双 曲 型 方程 
引 $ 


数学 物理 学 中 多 于 两 个 自 变量 的 双 曲 型 微分 方程 的 理论 包罗 之 广 ， 即 使 我 们 主 
要 限于 讨论 线性 问题 ， 在 这 本 书 里 也 不 可 能 作 全 面 的 阅 述 ， 本 章 选取 波 的 传播 的 观 
点 来 讨论 这 个 论题 ， 在 Cauchy 初 值 问题 与 辆 射 问题 的 探讨 中 ， 特 征 面 和 双 特 征 线 
(扰动 沿 着 它们 而 传播 ) 起 着 重要 的 作用 . 

在 多 于 两 个 自 变量 的 情况 ， 再 用 第 五 章 中 简单 的 选 代 法 去 构造 解 是 行 不 通 的 、 
不 过 ,在 适当 的 特殊 情况 下 ,我 们 仍 能 说 明 解 的 一 般 结构 ,并 且 给 出 详尽 的 分 析 . 

我 们 将 主要 处 理 单个 的 任意 阶 方程 的 Cauchy 问题 和 关于 儿 个 未 知 函数 的 任意 
阶 方程 组 的 Cauchy 问题 。 在 较 浅 近 的 前 两 节 中 ,对 单个 的 二 阶 方 程 特别 予以 注意 ， 
以 后 各 节 将 着 重 于 一 阶 对 称 汉 曲 型 方程 组 。 处 理 这 些 方程 组 比 处 理 一 般 的 高 阶 方程 
或 方程 组 可 能 要 简单 一 些 ， 重 要 的 是 ， 数 学 物理 学 中 几乎 所 有 偏 微分 方程 都 以 一 阶 
对 称 双 曲 型 方程 组 的 形式 出 现 ， 一 -有 必要 将 第 三 章 的 某 些 材料 以 修改 的 形式 重 述 
一 下 . 
本 章 第 一 部 分 专 论 解 的 唯一 性 , 存在 性 ,结构 ,与 几何 问题 ;第 二 部 分 主要 叙述 如 
何 用 数据 表示 和 解 和 有 关 的 问题 

第 一 部 分 中 的 推导 将 突出 一 个 基本 事实 一 一 存在 着 有 限 的 依赖 区 域 ， 解 取决 于 
它 上 边 的 Cauchy 数据 (关于 两 个 自 变 量 的 情况 已 经 在 第 五 章 里 见 过 了 )。 KZ. Æ 
第 二 部 分 中 获得 了 用 “平面 波 * 表 达 解 的 明显 公式 ， 同 时 却 冲 淡 了 有 限 初始 依赖 区 域 
这 一 特色 

应 当 永远 记 住 ,所 有 银 述 和 结论 照例 都 只 是 针对 “小 范围 ”的 情况 而 言 的 ; 然而 ， 
凡 有 可 能 时 ， 我 们 都 把 结论 拓展 到 与 所 论 问 题 相 适 应 的 更 大 的 区 域 上 去 . 

虽然 我 们 将 主要 讨论 线性 问题 ， 但 是 我 们 也 将 充分 详尽 地 指出 对 于 拟 线性 方程 
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组 的 推广 . 

最 后 我 们 回忆 一 下 ,在 线性 双 曲 型 的 问题 中 ，Duhamel 表 示 式 (第 三 章 8 4, 并 参 
看 810,1 与 812,5) 用 齐 次 问题 的 解 表示 非 齐 次 问题 的 解 ， 所 以 我 们 可 以 限于 主要 地 
讨论 齐 次 的 初 值 问题 . 

我 们 将 考虑 z+1 个 自 变量 Fo, ti ,xm 并 以 矢量 * 记 之 ， 不 过 , 我 们 常常 将 
变量 % 别 记 为 时 刻 忆 并且 将 自 变量 记 为 二 4。 当 方便 时 ,我 们 也 用 诸如 


n 
a,b; => >， a,b; 
i=) 


之 类 通常 的 缩写 法 ， 


第 一 部 分 


解 的 唯一 性 ,构造 ,与 几何 性 质 


8$ 1， 二 阶 微分 方程 。 特 征 的 几何 性 质 
1. 二 阶 拟 线性 微分 方程 ”我 们 考虑 一 个 二 阶 拟 线性 微分 方程 
[[ujtd= S diktir td=0, (1) 
i k=0 
这 里 采用 了 缩写 u= 0u/ 0x; 和 wih 二 024/0xi0X%h AAR ai= ar EAB BX, 
Xite, Sn BR See wi HOR, TERRE, 我 们 永远 假定 所 
遇 到 的 量 在 所 论 的 区 域 上 都 是 连续 的 . 
与 第 一 章 和 第 三 章 中 所 述 相同 ， 特 征 的 概念 起 源 于 要 把 在 曲面 C:$(%o， 和 
Xn) 二 0 而 grad$ 取 0 上 给 定 的 初始 数据 拓展 为 (1) 的 一 个 解 ”。C 上 的 初始 数据 包括 
4 的 值 ( 它 确定 了 4 的 内 导数 ) 和 一 个 外 导数 的 值 , 如 必 = 忆 ”ugi。 于 是 在 C 上 
zx 的 所 有 一 阶 导 数 都 被 确定 了 ?。 
D 在 本 章 中 , 受 微分 算 于 作用 的 函数 的 右 下 角 符号 表示 求 偏 导数 ,例如 ,upnyno 而 已 知 系数 的 右 下 角 
符号 仅 表 示 号 码 , 例 如 aid Cie 


2) 在 本 章 后 边 我 们 将 修改 记号 但 对 特征 面 保留 字母 Ng. 
D 对 于 普 阶 方程 ,相应 的 Cauchy 数据 包括 u 的 值 和 u 的 直到 m -1 阶 外 导数 的 依 ， 
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Cauchy 初 值 问题 的 目的 是 在 C 的 某 整个 邻 域内 求 〈1) 的 一 个 解 , 但 是 仅 沿 着 
考虑 微分 方程 时 提出 的 问题 要 简单 得 多 ， 把 初始 数据 扩充 为 一 个 积分 带 ; 即 , 求 函数 
u, Ui, uik, 要 它们 在 C 上 满足 (1) (参看 第 三 章 8 2)。 正 是 这 个 简单 问题 直接 导出 特 
征 的 概念 ". 

PRE to, tet, Cn, 我 们 引入 新 的 自 变量 o, eee, An 其 中 A= T do, te, An EC 
上 的 “内 变量 ”; 于 是 可 将 问题 更 确切 地 陈述 如 下 ， 在 C 上 给 定 了 量 

u(ho, tt, Anai), Ug (ho, +++, Ant), a’) 
要 构造 一 个 函数 (%, t, En), HEA 它 对 由 的 导数 在 C 上 与 0 …… LEA 
函数 (1 ) 相同, 并且 4 在 C 上 满足 (1) . 

显然 ,借助 于 量 (17 对 内 变量 求 导 ,利用 'C 上 的 数据 可 以 唯一 地 确定 “的 除了 
ugg 外 的 各 个 二 阶 导数 .现在 ,我 们 来 考查 是 否 微分 方程 (1) 和 初始 数据 还 能 够 确定 
Hugs 沿 C WA. FARE ho, A+++, 和 ;二 4$ 表达 时 ,方程 (1) 是 形状 是 

ugg (Pi) + ** :=0, (2) 
APEYA 
Q($i) =Q(4i, $8) = x indie (3) 
(2) 中 三 点 表示 由 初始 数据 已 知 其 值 的 表达 式 ,其 中 仅 包含 的 内 导数 和 “的 一 阶 导 
数 ， 所 以 在 C 的 每 一 个 使 (2) 中 ugs 的 系数 一 一 二 次 形 ($2) 一 一 不 等 于 零 的 点 P 
上 ,初始 数据 唯一 地 确定 了 二 阶 导数 ugp。 于 是 对 于 C 上 的 每 一 个 点 上 得 到 了 下 边 
的 两 抒情 况 ， 或 者 微分 方程 和 数据 唯一 地 确定 了 所 有 的 二 阶 导数 ， 包 括 二 阶 外 导数 
uggs 或 者 微分 方程 表示 对 于 数据 的 附加 限制 . 

以 后 假定 ,对 于 (1 中 的 数据 来 说 ,两 层 情 况 之 一 在 整个 曲面 C 上 都 成 立 ， 在 第 
一 种 情况 下 ,我 们 称 初始 曲面 是 自由 的 (参看 第 三 章 $2) ,在 第 二 种 情况 下 ,我 们 称 初 
始 曲面 是 特征 的 、 在 第 二 种 情况 下 ,将 数据 所 给 的 “ 值 和 值 代入 系数 ase 之 后 , 特 
征 条 件 


=- 


n 


Q ($i, $8) =Q ($i) = 2 airpipk =O (4) 


i, k=0 


在 C ERY. 


1) 全 都 与 第 三 章 中 的 讨论 作 比 较 。 
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虽然 特征 条 件 (4) 形 式 上 是 由 的 一 个 一 阶 偏 微分 方程 ,但 是 函数 
中 (X0 Li, ttt, Xn) 
未 必 恒 满足 这 个 微分 方程 ;按照 定义 , 它 仅 在 C 上 一 定 满足 (和), 即 当 $=0 时 (4) 才 
一 定 成 立 。 不 过 ,如 果 C 由 下 列 形式 给 出 ， 
Xo=W (NX, Ka, tee, Mn ， 
则 (4) 确 表 TCR WT RD AB 
O aigYiyp—2 Ý ait aw=0, (5) 
bel i=1 
其 中 应 以 ti, ya tEn 的 表达 式 代替 系数 中 的 Xo 和 及 i. 
特别 是 ,车 a00= —1,41,0=0URiS7"), H tik 与 Yo=t 无 关 , 则 (1) 化 为 


— SO aiuit =0, (5') 


t,k=1 


而 关于 V RTE mo BB 
x airpipr =l, 
在 物理 学 中 经 常 遇 到 这 种 情况 . 

对 于 微分 方程 (1) 的 一 个 已 知 解 x 二 u(xo,*1,，…*,*n), 量 和 导数 wi BE Xo, 
My, An 的 已 知 函 数 ， 用 这 些 函 数 代 替 ay 中 的 一 切 w 和 wi, 则 特征 条 件 (4) 确定 
了 对 于 已 知 解 “ 的 特征 曲面 ， 如 果 (4) 不 仅 在 $ 一 0 时 成 立 而 且 是 0, oo, Ml 
BER, 那么 $ 一 。 常数 就 构成 二 个 依 王 于 。 的 单 参 数 特 年 曲面 族 。 反之 ， 如 果 
$c 是 那样 的 一族 特征 曲 而 , 则 多 濡 是 作为 - 阶 信 微 分 方 各 看待 的 特征 条 件 (). 

还 有 ,方程 (2) RA, 对 于 一 个 特征 曲面 C:Q(9i, p) =0 而 言 , 二 阶 微分 算 子 
Z [四 在 下 述 意义 上 是 一 个 内 微分 算 子 :车 沿 C Se Bh u 和 导数 :的 值 , 则 知人 [tj 
的 值 . 事实 上 ,zx 和 uy 的 一 切 内 导数 值 都 可 以 由 所 给 数据 推 知 ， 由 于 二 阶 外 导数 
ugg 在 Ugg 的 形式 中 出 现 而 QQ=0, 因 而 L[uj 中 不 含 pg， 所 以 在 C 上 可 将 LL[w]=0 
看 作 关 于 一 阶 外 导数 uy 的 一 阶 偏 微分 方程 . 

如 同 在 第 三 章 中 已 经 指出 过 的 , 仅 当 有 实 函 数 $ 满足 条 件 (4 时 ,特征 曲面 才 存 
在 ;而 这 时 二 次 形 Q(4a) 必 为 不 定 的 。 在 本 章 中 将 不 考虑 那样 的 方程 (抛物 型 方程)， 
AD, 可 以 用 线性 变换 把 它 的 二 +1 元 二 次 形 化 为 变 元 较 少 的 类 似 的 形式 . 
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即 , 在 每 一 个 考虑 的 点 了 上 ,可 以 用 自 变 量 *; 的 适当 的 局 部 线性 变换 把 Q 化 为 下 边 
的 形状 ， 
Q=Gi+ DBF. + PD, 
在 这 种 情况 下 称 微分 方程 (1) 为 双 曲 型 的 。 它 的 主要 部 分 在 点 已 处 用 新 的 自 变 
量 表示 时 具有 和 波动 方程 的 主要 部 分 相同 的 简单 形式 ， 
Uy, + Uat +++ + Uan— Ugg, 
n 维 面 元 2o=0 称 为 类 空间 的 ，DPo 轴 的 方向 可 以 认为 是 点 了 处 的 时 间 Ha. 后 边 在 
§ 3 中 ,我 们 将 给 出 双 曙 性 概念 的 一 个 更 一 般 的 分 析 ( 参 看 第 三 章 82)， 它 不 以 & 的 
二 次 特性 为 基础 E 
最 简单 的 例子 是 上 边 所 给 的 波动 方程 
Uy, + Ugg t + unn Uo0=0, 
其 特征 条 件 为 
Pit pit +++ +$2—$3=0, 
当然 ,二 次 形 Q 的 惯性 指数 还 可 以 取 别 的 值 .我 们 将 在 本 章 后 边 $ 16 中 再 回头 
来 讨论 这 种 “ 超 双 曲 型 ”的 情况 ， 典 型 的 例子 是 微分 方程 
yy + az 一 L33 一 2L4 二 0， 
其 特征 条 件 是 
. $i + $3—-$3-91=0, 
2. 线性 微分 方程 ”对 于 线性 微分 方程 
L[uy+d=0, (6) 
其 中 
L[u]= x Gik Uik + S aju; + au, (7) 


i, k=O i=0 
FM aun, cx a LI MLADEN Ho, 1, ……， xn 的 已 知 函 数 ， 第 一 小 节 简 述 的 一 般 
情况 化 简 了 ， 特 征 条 件 (4) (或 (5)) 此 时 仅 依赖 于 曲面 C 而 不 依赖 于 数据 因而 与 所 
考虑 的 特 解 无 关 ， 如果 仅 只 是 方程 中 主要 部 分 的 系数 on 与 + 和 它 的 一 阶 导数 无 
关 一 一 此 种 方程 称 为 半 线 性 的 ,此 时 上 述 结论 同样 成 立 ，* 空间 里 满足 条 件 (4) — 
QC) =0 一 -的 曲面 $= 0 称 为 线性 微分 方程 (6) 的 特征 曲面 ， 显 然 ,在 这 种 情况 下 
汉 曲 性 是 微分 方程 自身 的 一 种 性 质 而 不 依赖 于 所 给 的 Cauchy 数据 . 


OL 
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特征 条 件 (4) 与 偏 微分 方程 (5) 


> tir Wi Wa—2 SF Aig Wit 490 =0 

i=l i=l 
的 关系 可 以 说 明 如 下 ， 假 定 $=$(xo M1, 09°, 2%a) 是 偏 微分 方程 (4) 的 一 个 解 ， 若 将 
方程 = 一 常数 对 于 vo 解 出 ， 


Ho=W(%, Fo, ttt, En, C); 
WU #3 B75 FB (5S) AS 7 BS BARI =Y, *2,…, Xn,c)。 反之 ,车 
Xo=W(XI, Xo, tpn ©) 
是 偏 微分 方程 (5) 的 一 个 单 参 数 解 族 , 把 它 对 “ 解 出 ， 
c=p (Xo, Xi, 09°, En) 


则 5$ 是 偏 微 分 方程 (4) 的 一 个 解 ， 
现在 假定 $=0 是 当 $=0 时 满足 方程 (4) 的 任 一 特征 曲面 , 则 相应 的 函数 
No=Y (XI, Xa, ttt, Xp) 
是 偏 微 分 方程 (5) 的 一 个 解 。 这 样 的 一 阶 偏 微分 方程 的 每 一 个 充分 光 滑 的 解 都 可 以 
WA- TEARRE =Y, Xatt, An 6) 里 2。 对 *“ 解 出 ， 我 们 就 得 到 偏 微分 
方 各 (4) 的 相应 的 一 个 解 ， 所 以 每 一 个 特征 曲面 一 0 都 可 以 详 入 一 个 单 参 数 特征 由 
面 族 $~=c 里 . 所 以 我 们 可 以 假定 这 样 伐 入 而 无 损 于 一 般 性 ,以 后 如 无 相反 的 声明 我 
们 总 是 这 样 做 ,于 是 ,把 (人 作为 偏 微分 方程 看 ,$ 是 它 的 一 个 解 ， . 
作为 此 种 嵌入 的 一 个 例子 ,我 们 考虑 4 二 2 时 的 微分 方程 tee Ugs tyy = 0 和 特 
征 锥 % 三 ## 一 *? 一 ?二 0， 此 函数 满足 微分 方程 
—-XZ-W= 44, 
所 以 X=0 是 特征 锥 ,但 是 当 AO 时 曲面 *=c 不 是 特征 面 。 另 一 方面 ， 如 果 我 们 把 
原来 的 特征 锥 嵌入 锥 族 
. p=t— y x? yi=c 
里 去 , 则 . 
$I— Pp2— $2=0, | 
于 是 曲面 族 %=“< 当 c 取 任 一 常数 值 时 都 是 特征 曲面 ， 对 于 任意 维 数 的 波动 方程 , 相 
应 的 论述 也 成 立 . 


D 例如 ,根据 第 二 章 ,我 们 可 以 指定 依赖 于 一 个 参数 c 的 初始 数据 而 确定 偏 微 分 方程 (5) 的 解 。 
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3。 射 线 或 双 特 征 REA Ah — Wry LMG, i — A k ME hE p= R 
$ 一 常数 都 是 由 一 族 双 特征 线 或 射线 生成 的 ,后 者 与 二 阶 方程 (1) 紧 密 地 相 联 系 着 . 
如 果 (1) 中 的 系数 ai4 不 依赖 于 4 入,…, ny 即 车 方程 (1) 为 线性 的 或“ 半 线 性 
的 ”n, 则 这 些 射线 厌 适 当 的 曲线 参数 ;由 一 组 ”十 1 个 常 微分 方程 


= FO pi= Dead (i=0,1,.** ,7) (8) 

R=0 
而 确定 之 ， 对 于 一 个 拟 线性 方程 (1) , 我 们 考虑 一 个 固定 的 解 并 将 相应 的 x) 的 
值 和 wi(*) 的 什 代 入 系数 i4; 于 是 射线 由 各 二 元 Qp: 确 定之 ， 在 任何 情况 下 ,人 们 可 


以 引入 “ 双 特 征 带 ?xi(s) ,Pi(s) (其 中 Pi 二 和 9) 而 增补 双 特 征 线 , 并 以 典 则 方程 组 ( 参 
RPE, § 8) 


(i=0,1,.** ,7’) (8’) 


定义 带 量 。 于 是 方程 组 (8') 给 出 解 的 一 切 可 能 的 特征 带 ， 

应 当 记 住 , 沿 着 这 些 常 微分 方程 (8) 所 产生 的 每 一 个 解 名 有 Q= 常数 =c。 为 了 
挑 出 真正 属于 (1) 的 解 ,我 们 必须 在 每 一 条 射线 的 一 个 点 上 附加 条 件 Q= 0, 由 此 可 推 
出 沿 着 整 条 射线 有 Q= 0, 

在 条 件 Q==0 之 下 ,方程 组 (8) 的 积分 曲线 是 所 给 的 二 阶 微分 方程 (1) 的 特征 射线 
或 双 特 征 线 ; 它 们 形成 特征 曲面 族 $ 一 常数 的 全 体 . 

由 第 二 章 , 人 们 可 以 回想 到 ， 如 果 两 个 不 同 的 特征 曲面 Wt M =t 在 时 刻 (= 
射线 而 移动 ， 这 个 命题 是 和 下 列 定理 等 价 的 ， 一 个 一 阶 偏 微分 方 程 (在 这 里 是 特征 
方程 ) 的 两 个 积分 曲面 如 果 有 一 个 公共 的 面 元 则 必 有 整个 一 条 公共 的 特征 带 . 

由 (8 立即 看 到 这 一 点 ， 它 也 可 以 由 下 边 的 理由 推出 ， 因为 (4 的 完全 积分 是 线 
性 函数 族 , 作成 单 参数 子 族 的 包 络 时 ,我 们 自然 得 到 直 的 接触 线 ， 
D 在 这 种 情况 里 仅 要 求 二 阶 项 是 线性 的 ， 


D 在 稍 加 一 般 的 方式 下 ,我 们 可 以 给 任 一 曲面 族 (不 一 定 是 特征 面 )%= BRAS — RG) E “BR” 
曲线 ,使 这 些 曲 面 的 切 平面 和 相应 的 模 截 方向 是 关于 二 次 曲面 本 7,%=04m5 必 二 0 成 共 斩 的 。 


上 ,可 以 把 特征 条 件 直 接 写成 Dao p= 的 形式 。 
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最 简 单 的 例子 仍 是 波动 方程 
Hee — Uy yg 0 Uy 0; 
其 中 我 们 把 % SRT. 特征 关系 是 
$14), 48 =0, 


射线 是 *, 3 AIRY v= a + ot H-MHRR, HPD ci=1, 

如 果 不 在 一 个 +1 维 的 *, ¢ 空间 里 而 在 一 个 依赖 于 时 间 参 数 :的 n 维 x 空间 
里 去 解释 双 特 征 时 ,它们 是 任意 的 直线 ,点 * 以 单位 速率 沿 着 它们 运动 ， 特 征 曲面 的 
Fi PBK t= WH, a, tt, En) CREMAS DE 


Lysi. 
i=l 


于 是 波动 方程 的 特征 是 一 族 平 行 曲面 铺 = 上 (参看 第 二 章 8 6) ,它们 是 由 一 个 初始 曲面 
以 单位 速度 沿 着 法 线 作 平 行 运动 而 产生 的 。 射线 就 是 它们 的 正 交 轨 线 族 . 

4. 特征 曲面 作为 波 前 ”特征 曲面 起 着 “ 波 前 ”的 作用 , 即 ,它们 是 那样 的 曲面 ,在 
跨 过 它们 时 , C) 的 解 可 以 有 间断 性 ,例如 二 阶 导 数 的 间 断 性 . 这 种 间断 性 指 的 就 是 
二 阶 导 数 在 曲面 的 两 侧 取 不 同 的 值 ， 由 于 在 自由 曲面 上 的 二 阶 导数 是 被 CQauchy 条 
件 唯 一 地 确定 了 的 ,所 以 此 种 双 值 性 仅仅 可 能 发 生 在 特征 上 . 

例如 ,在 某 一 前 缘 之 外 在 时 刻 * 不 存在 激发 时 就 呈现 此 种 “ 波 前 "， K 达 扰 动 的 
解 在 这 个 前 缘 的 一 侧重 等 于 零 而 在 其 另 一 侧 不 恒 竺 于 零 . 

我 们 将 在 许多 场合 中 回 到 波 前 这 个 重要 的 概念 上 来 (特别 是 在 §2 中). 在 这 里 
只 须 提 到 下 边 的 注 记 ， 

现在 我 们 特别 假定 (1) 是 线性 的 ,并 且 仍 令 *o=t 和 $= (Yi, Ho, ee, nt, | 
我 们 把 : 解释 为 时 间 并 且 把 4 看 成 4 维 的 * 空间 ,里 以 时 间 为 参数 的 函数 ， 于 是 
我 们 处 理 的 是 (1) 的 一 个 解 (1, Xa …… xn 站 , 它 带 有 一 个 间断 面 

WX1, Y2 +, Ha) SE, 

这 个 间断 面 依赖 于 时 间 上 并 在 * 空间 里 运动 . 

为 方便 计 , 让 我 们 假定 微分 方程 的 形状 是 (50)。 WEHR, dt/ds=1， 于 是 ,上 
边 引入 的 曲线 参数 等 同 于 时 间 i, 射线 的 方程 是 
= 了 os (i=1,2,.**,7), (9) 


FE n 维 的 * 空 间 ;里 ,这 些 射线 穿 过 波 前 w=t 并 且 
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,入 一 》， aikPiPk=l. 
i=l | 
在 A 中 以 名 为 支 量 的 矢量 称 为 穿 过 流 前 =! 的 射线 . 
如 果 约 定 n 行 矩阵 (ai 是 正定 的 , 那 末 我 们 就 保证 了 方程 (5/) 的 双 曲 性 ， 在 这 
OCT APSR RN ERT HR 
xe aiki =l 
i k=l 
RREN. 
ENDUR eR AMEK V= EAA i M k 0 A 
KEHRA AARETE. CHAE n SS RY. R be A m h 
下 式 给 出 


et aT (4=1,2,°++,”), 


法 线 速度 和 射线 速度 由 下 列 等 式 连 系 着 : 


v= J ain. (grad Y)? (i=1,2,°++,7), (10) 
k=1 
详细 的 讨论 见 8 3, 
5. 特征 的 不 变性 ”一些 简单 的 不 变性 质 是 重要 的 . 


在 变换 
E =E, (2o, Xi, Mr) (二 01 7) 
之 下 ,4(*) 化 为 (5); 我 们 有 (参看 方程 (7)) 
LÇuj=L'[u]+ cu 


= = Cys Oy, + 2 Bucon + co 
u,v=0 ~=0 
= 4[wl= A'lo] + co 
于 是 ,不 仅 Llul= Alo], WH L [4]=A/w], 


由 特征 条 件 的 含意 来 看 ,这 是 明显 的 ， 为 了 用 形式 的 计算 去 证 明 它 : BINS 
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Ti 二 O87/0xi, 则 立即 可 证 ik= E3 229 4jzTij5h， 现 在 假定 
由 (Yo ¥1, tt, Xn) =Y Eo, Ei ***, Sn)» 
ABA BUT $, = Diao pt pr 得 到 恒等式 
y aik Piph = 5? ORY Wk, 
i,k=0 ik=0 
它 表 明了 特征 形式 是 不 变 的 . 
有 时候, 人们 可 以 利用 这 个 不 变性 把 一 个 特征 曲面 变 成 坐标 平面 *.= 二 0， 我 们 
| ann(X0, X1,***, ni, 0) =0 (11) 
PEO E MEE. e= Re Pe ED 
系数 


ect 
° 
om 
oF 

部 


Any (%1, a, ***, Yn) 
EFTE. 
同样 , 双 特 征 线 也 是 不 变 的 ; 其 意义 为 双 特征 方向 系数 各 = 地 Qy, Mt, = Fp 
表示 相同 的 矢量 ,二 者 的 关系 是 


所 一 ttn, 
?=0 

事实 上 ,由 前 边 的 公式 立即 得 出 这 个 等 式 ”". 

6. 射线 锥 面 ,法 锥 面 HASH ”经 过 一 点 了 的 射线 方向 构成 特征 微分 方程 
(4) 的 二 次 “局 部 射线 锥 面 "( 即 第 二 章 §3 所 说 的 Monge 锥 面 )。 微分 方程 (4) 本身 不 
是 射线 的 而 是 特征 面 元 的 法 线 的 方向 数 51= $i 的 约束 条 件 。 把 这 些 法 线 都 看 成 由 
直角 坐标 50,… ,Sn( 可 以 把 它们 和 o, #1, ttt, En 画 在 同一 个 坐标 系 里 ) 空 间 的 原点 
发 出 的 一 些 矢量 。 如 此 , 则 它们 的 终点 落 在 二 次 “法 锥 面 ” ROMER” Diro t 
es 一 0 E. 

射线 方向 是 由 方程 

hi ainSh (12) 


1) 同样 ， 横 截 导数 对 于 自 变 量 的 任意 变换 也 是 不 变 的 《参看 第 4 小 节 ), 因为 对 于 任意 的 函数 《来 说 ,与 二 
次 形 O 相伴 的 双 一 次 形 #=0X/0s 一 忆 ; p0 Ampel 是 不 变 的 。 
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给 定 的 ,其 中 54 满足 方程 


QE, 56)=0. (13) 
车 Air 是 矩阵 air 的 逆 和 矩阵 , 则 由 (12) 得 
Eh= Akiti, 
代入 (13) ,我 们 就 容易 地 得 到 射线 方向 的 方程 
Aiptith= 0. (14) 


RZE t RED MEE t 指向 一 个 双 特征 方向 . 

按 定义 ,射线 锥 面 是 过 P 的 一 切 特征 面 元 的 包 络 ， 与 此 相对 ,法 锥 面 是 过 了 的 
一 切 双 特征 母线 的 法 平面 的 包 络 . 

这 两 个 二 次 锥 面 的 对 偶 性 质 可 以 说 明 如 下 ， 我 们 定义 一 个 直射 变换 或 对 偶 变 
换 , 它 把 过 忆 的 每 一 条 射线 变换 (对 射 变换 ) RA TERN i097 = 0 的 极 平面 ( 即 
垂直 的 平面 ) ,于 是 这 两 个 锥 面 之 中 的 每 一 个 都 是 另 一 个 的 母线 的 极 平面 的 包 络 ， 

例如 ,对 于 微分 方程 

Urs— Uy n Uwe "°° — Uy 4 =0 

而 言 , 如 果 我 们 把 》 空间 和 + 空间 等 辐 起 来 , 则 两 个 锥 面相 互 重合 

另 一 方面 ,对 于 方程 

Uy — Uy u 2 Uy ye, =O 
来 说 , 法 锥 面 的 方程 是 
寻 二 2 如 一 癌 
而 射线 锥 面 的 方程 是 
?十 Sane, 

如 果 微 分 方程 的 系数 cin 不 是 常数 , 则 情况 基本 上 不 变 。 我 们 只 需要 在 每 一 点 处 
分 别 考 虑 特征 方向 的 法 锥 面 和 局 部 射线 锥 面 。 

不 论 对 于 常 系数 或 非常 系数 的 情况 ,射线 劈 锥 面 都 定义 为 由 过 点 PHEA P H 
于 局 部 射线 锥 面 的 射线 所 构成 的 曲面 (参看 第 二 章 )， 这 个 臂 锥 面 是 一 个 特征 曲面 或 
以 为 “扰动 中 心 ”的 波 前 ,又 称 之 为 点 了 的 一 个 球面 波 前 ?. 

在 $ 3 中 我 们 将 非常 -- 般 化 地 考虑 这 些 锥 面 的 关系 。 于 此 我 们 仅 指出 由 点 了 在 


D 参看 第 7 小 节 。 
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时 刻 e 发 出 的 射线 锥 面 的 两 个 部 分 常常 被 区 别 为 向 前 的 射线 锥 面 ( 它 指 向 时 间 增 加 
的 方向 、“ 指 向 未 来 ”) 和 向 后 的 射线 锥 面 ( 它 “指向 过 去 ”). 
7. 与 Riemann 尺度 的 联系 ”可 以 插入 下 边 的 注 记 ,虽然 我 们 并 不 马上 用 它 ， 
我 们 以 +1 维 空间 Ra 里 的 线 素 
do: 一 六 Aipd Xid xh (15) 
isk=0 
BIA-* RE. TE FRESH, SEHRE ee Se”, 即 , 沿 着 它 
dc=0 或 者 说 任意 两 点 之 间 的 距离 等 于 零 的 曲线 。 反 之 ,一 切 用 这 个 斥 度 衡量 时 的 
等 曲线 都 是 微分 方程 Clu]=0 的 特征 射线 ， 
如 果 我 们 仍然 把 =x*o 识别 为 时 间 坐 标 并 考虑 特殊 形状 的 微分 方程 
at 一 元 aipuik= Q, (16) 
Lk=1 
REER (oak) FTE Ee AY TI A ai4 不 依赖 于 时 间 t 那 末 上 述 关系 是 不 难 想像 的 . 
WOT AR TIE Y (41, Xa, ttt, 24) 一 上 一 0 满足 偏 微分 方程 Dietik PPR. 
通过 * 空间 一 个 定点 的 所 有 射线 构成 该 点 处 的 射线 劈 锥 面 。 我 们 把 它 表 示 为 
w(x, Xa tee, mth, x3, vee, x2) =w (%;%?) =t, 
其 中 0° 是 射线 臂 锥 面 的 顶点 ,其 坐标 为 *?. 
o=t 给 出 了 由 劈 锥 面 表示 的 球面 波 前 , EA) RAR (Gk) POE 矩阵 , 则 沿 
任 一 射线 此 有 ' 
x A jphitp= y aikoi = l, (17) 
i k= ik=l. 
假如 在 ” 维 的 * 空间 里 引入 以 
dp = y Aird xid% (18) 
ik= 
为 线 素 的 尺度 , 则 上 表示 沿 着 这 些 射线 的 长 度 ; 用 这 种 尺度 去 计量 时 , 如 果 人 们 沿 着 
射线 而 EMER, 那 末 曲面 o= 确实 是 以 x? 为 中 心 而 半径 为 上 的 一 个 球面 (与 第 
二 章 § 9 比较 ,可 知 这 些 射线 不 是 别 的 而 正 是 
fr L A igh hp dt 


i k=1 
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TS BB BR Be BBS BN Hs 2) 
正 象 我 们 在 前 边 对 于 波动 方程 的 情况 所 指出 的 那样 , 由 点 *, ! 至 参 变 点 35,7 的 
测 地 距离 的 平方 了 满足 偏 微分 方程 
2 Ailil 一 47。 
如 果 


dortadt?—dptadt?— Y? Aydxjdx,>0 


i k=l 


成 立 , 则 称 方向 dar, 为 类 时 间 的 ;如 果 
多 一 £ aiphibk>0 

isk=l 
成 立 , 按照 第 一 小 节 中 的 定义 , 则 称 曲面 $8 (xo, *1,'"*,*n)= 二 0 的 元 素 为 类 空间 的 
(与 第 2 小 节 末 尾 比 较 )。 所 以 ,作为 特例 ,时 间 轴 de= 确实 是 类 时 间 的 而 曲面 
P=t=0 确实 是 类 空间 的 . 在 8 3 中 将 对 “类 时 间 ” 和 “类 空间 ”这 两 个 概念 作 一 般 的 
讨论 . 

波动 方程 
u,,— Au=0 


这 个 例子 直接 说 明 我 们 的 - 般 概念 ， 相 应 的 线 素 是 d= Dida? 和 do?==dt? 一 
i=] 


Ldr, 
T a 对 射 变换 为 了 §3, 我 们 再 增加 一 个 关于 对 射 变换 的 注 记 , 它 与 二 阶 微分 
方程 的 应 用 无 关 . l 
在 第 6 小 节 中 已 经 定义 过 , 关于 过 一 定点 的 线束 的 对 射 变 换 是 把 每 一 个 由 矢 
量 5 表示 的 射线 变 为 以 * 为 流动 坐标 的 平面 
Ex=0 (19) 
亦 即 与 射线 垂直 的 平面 的 线性 变换 。 反之 , 对 称 关系 (19) 把 每 一 个 过 卫 的 平面 和 
它 的 法 线 方向 对 应 起 来. 
这 个 由 射线 到 平面 的 线性 变换 被 推广 为 由 射线 束 : 产生 的 锥 面 N 变 到 平面 束 
(19) 所 产生 的 锥 面 $ 的 变换 ， 假 定 射线 $ 摘 绘 一 个 锥 面 
N (bo, Es, °°, En)=N(E)=0, (20) 
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N 表示 一 个 K 次 的 齐 次 函数 , 那 末 我 们 用 (19) 配 给 NV 一 个 锥 面 $S , 它 是 由 与 VY 的 
射线 成 对 射 的 平面 生成 的 .确切 地 说 , 我 们 可 以 把 5 看 成 这 些 平面 的 包 络 锥 面 或 者 
由 这 些 平面 支持 着 的 锥 面 . 

一 个 二 次 锥 面 的 对 射 变换 的 结果 仍 是 一 个 二 次 锥 面 ; 但 是 在 对 射 变换 下 一 个 高 
次 的 4 次 锥 面 将 产生 一 个 次 数 不 同 于 弓 的 曲面 . 

由 于 关系 式 (20) 是 对 称 的 , 我 们 可 以 说 ， 支撑 一 个 锥 面 的 诸 平面 是 其 对 射 锥 面 


的 母线 的 极 平面 一 一 关于 虚 锥 而 E= 0 的 极 平面 , 原点 已 是 顶点 .我 们 还 可 以 挑 
7=0 


出 坐标 vo 并 在 n 维 的 5 空间 里 考虑 入 和 "平面 "50= 一 1 相交 成 的 曲面 "而 来 说 明 
这 种 情况 .同样 我 们 还 可 以 考虑 $ 与 平面 %o=1 相交 所 成 的 在 上 维 的 e, xm) 
空间 里 的 曲面 5*。 这 时 N 和 5 之 间或 者 NN” 和 3" 之 间 的 对 射 关 系 是 


x= Soa gi=1, (20a) 
i=} 


它 表明 ,对 于 一 定 的 * SAS ORs 关于 单位 球面 的 整个 极 平面 ,反之 亦 真 。 

为 了 解析 地 作出 由 一 个 给 定 的 曲面 7 E, «++, =0 到 5* 的 变换 ,我 们 必须 
构成 平面 族 (20 a) 的 包 络 , 这 些 平面 的 法 线 $ 受 着 TE) = 0 的 限制 。 RR E 
常 不 但 要 导致 $* 的 一 个 代数 表达 式 ,其 次 数 高 于 N 的 次 数 AD, 而 且 包 络 的 形成 还 
可 能 导致 诸如 孤立 点 或 者 洽 线 之 类 的 奇异 性 ,在 §3 和 8 3 。 里 我 们 将 由 重要 的 例子 
证 实 这 种 情况 。 然 而 ,变换 的 几何 定义 冲淡 了 这 个 复杂 性 ， 我 们 不 只 考虑 一 个 曲面 
的 切 平面 ,并 且 还 要 更 一 般 地 考虑 在 一 个 点 处 的 支持 平面 ， 即 ,通过 所 论 曲面 上 的 一 
个 点 卫 而 落 在 该 曲面 的 一 侧 (至 少 在 点 了 的 菜 个 邻 域内 如 此 ) 的 平面 ， 于 是 ,对 射 变 
换 把 曲面 V* 的 诸 点 变 为 Y* 的 诸 支 持平 面 的 极点 的 轨 足 S, 反之 , 它 把 5* 的 诸 
点 变 为 5* HOO AP ADELA SB N". 

当然 , N” 的 光滑 部 分 映射 为 这 些 点 的 极 平面 的 正则 包 络 上 的 点 . 包 络 上 的 象 尖 
点 之 类 的 奇异 性 只 能 发 生 在 与 V" 上 曲率 为 零 的 点 相应 的 点 上 >。 如 果 曲面 ”的 


D 我 们 用 NA h=1HROEXT “之 后 ,极点 和 极 面 就 成 为 对 于 以 虑 数 ;为 半径 的 球 而 言 的 了 ,实质 
上 这 并 无 年 大 差别 。 

2) 但 是 也 有 在 数学 物理 中 重要 的 情况 ,其 中 两 种 曲面 的 次 数 是 相同 的 ;参看 在 $ 3a 中 讨论 的 晶体 光学 的 
例子 。 

3) 例子 将 在 $3 和 §3a 中 讨论 。 
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RRDA -NAR CTE HOHE HB BARN LAO BA Pa PR HEI * 
流 形 的 一 部 分 , 它 在 边界 上 与 这 个 包 络 相 切 . 

奇异 性 出 现时 所 带 来 的 复杂 性 似乎 不 能 予以 简单 的 几何 解释 ， 这 是 和 我 们 对 于 
实 空间 中 的 代数 曲面 的 知识 不 足 的 情况 相符 合 的 . 

不 过 ,对 于 一 个 凸 的 闲 曲面 N CN 可 以 是 N" 的 一 部 分 ) 的 变换 来 说 , 情况 是 
明显 的 而 不 为 复杂 的 奇异 性 所 蒙 项 ， 这 时 不 难 证 明 ， 和 一 个 凸 曲 面 W“ 成 对 射 的 曲 
BS GRP: BERN’ 的 极 平面 的 普通 包 络 时 所 得 到 的 点 集 的 四 
= 


Ju 
° 


RA: ERNAL * 志 一 1 和 0 RESU E REECE —1=0 的 “ 正 ” 侧 ， 假 
定点 5= 0 是 在 N 之 内 , RIEN 的 内 闭 集 N OM he SN’ 的 每 一 
点 5 相应 的 半空 间 (E10 的 交集 .这 个 点 集 8 一 一 类 半空 间 的 公共 区 咸 -是 凸 
的 ,因而 它 的 边界 S BEND, S 显然 就 是 N 的 映 象 . 我 们 也 可 以 把 GER N 
的 对 射 映 象 定义 为 8 空间 中 一 切 不 与 浆 ' 相交 的 平面 的 极点 所 成 的 集合 。 读者 不 难 
认识 到 这 各 种 定义 的 等 价 性 , 

无 论 如 何 ,作为 N 的 光滑 部 分 的 点 的 极 平面 的 包 络 的 凸 沉 ,3 的 性 质 现 在 是 
明显 的 了 . 

在 83 中 将 进一步 阐明 对 射 曲面 对 于 高 阶 微分 方程 的 作用 . 

9. Huyghens 的 波 前 构图 法 “完全 积分 的 理论 和 相应 的 构造 一 阶 微分 方程 初 
值 问题 解 的 包 络 的 方法 直接 导致 下 述 重 要 的 波 前 构图 法 (比较 第 二 章 84 和 8 8 以 及 
本 章 83 )， f 

我 们 考虑 适合 方程 aisViVs==1 的 一 个 可 能 的 波 前 (x*1, xz ，… An) =1. 以 Po 
为 中 心 的 球面 波 可 记 为 oli Xa t, En Pr) =t, MRE t=0 时 波 前 和 一 个 给 定 的 
曲面 V7) 重合 , 则 Huyghens 构图 法 给 出 在 时 刻 : 的 波 前 如 下 ， 围 绕 厂 。 的 每 一 个 点 
Po, 作 一 球面 波 前 t= (x, Po), 对 于 一 个 固定 的 正 数 t， 令 Po 跑 遍 曲面 Fo, 作出 所 
有 这 些 在 x1, Xa tte, xn 空间 里 的 球面 的 包 络 。 这 样 就 得 到 一 个 曲面 Ys, ta, er, 
x) 二 t, 它 就 是 所 求 的 波 前 ， 换 句 话 说 ， 在 时 刻 ;的 波 前 是 以 :二 0 时 的 波 前 上 的 点 
为 中 心 而 在 上 述 尺度 下 以 :为 半径 的 所 有 球面 的 包 比 ”. 

D 我 们 提醒 注意 一 个 年 看 是 奇 论 的 事实 假定 uta tpt) 是 微分 方程 工 [四 =0 以 Y=t AR 


一 个 解 。 假定 这 个 波 前 是 由 在 R, 空间 里 随时 间 前 进 的 一 个 单独 的 曲面 构成 的 。 如 果 我 们 由 上 一 0 时 的 
HAT) 出 发 , 象 在 波动 方程 的 例子 中 那样 ,Huyghens 波 前 构图 法 将 给 出 两 个 不 局 的 “ 乎 行 曲面 " 玫 :和 


第 六 章 ” 多 于 两 个 自 变量 的 双 曲 型 方程 465 


10。 类 空间 曲面 ， 类 时 间 方向 ”我们 将 对 二 阶 双 曲 型 方程 进一步 阐明 “类 空间 
曲面 的 概念 ， 它 的 重要 性 在 于 (参看 § 8,89) ,如 果 初 始 曲 面 是 类 空间 的 , 那 末 初 值 问 
题 就 是 可 解 的 . 

假定 二 阶 算 子 工 [x] 是 双 曲 型 的 , 即 ,矩阵 xx 有 一 个 正本 征 值 和 个 负 本 征 值 ， 
那么 所 有 适合 Q= 0 的 方向 构成 空间 里 的 法 锥 面 。 若 过 点 P 的 一 个 面 元 的 法 线 E 
指向 锥 的 内 部 ,例如 , 如 果 ESO, 则 称 此 面 元 为 类 空间 的 ; 车 Q(5) 一 0, 则 称 之 为 
特征 的 ; 车 CE <0, 则 称 之 为 非 类 空间 的 .在 每 一 点 处 皆 为 类 空间 的 曲面 称 为 美 室 
ih a 

不 难看 出 ,下 边 的 定义 是 和 前 边 的 定义 等 价 的 ， 如 果 过 点 了 的 一 个 面 元 和 以 了 
为 顶点 的 局 部 射线 锥 面 仅 在 点 P 相交, 即 , 它 把 这 个 锥 面 的 两 叶 间 隔 开 来 , 则 称 之 为 
类 空间 的 . 

如 果 一 个 方向 指向 局 部 射线 锥 面 的 内 部 , 则 称 之 为 类 时 间 的 ， 

如 果 把 沿 着 一 个 类 时 间 方向 的 距离 和 时 间 :等同 起 来 , 则 称 点 了 把 “向 前 的 "(或 
未 来 的 ) 射 线 锥 面 和 “向 后 的 ”( 或 过 去 的 ) 射 线 匆 面 分 开 . 

在 §3 中 我 们 将 看 到 对 于 高 阶 方程 怎样 把 这 些 概念 推广 , 洪 清 ,并且 和 精确 化 . 


§2. 二 阶 方程 . 特征 的 作用 


在 8 1 里 我 们 把 特征 定义 为 那样 的 曲面 ,在 它 上 边 的 Cauchy 数据 是 不 能 任意 给 
定 的 。 这 个 定义 可 以 代 之 以 下 边 的 等 价 的 性 质 ， 后 者 强调 的 是 这 个 概念 的 稍微 不 同 
的 另 一 方面 ， 在 特征 面 C 上 ,微分 算 子 是 一 个 内 算 子 ,其 意义 即将 确切 说 明 。 在 第 
五 章 里 曾经 看 到 这 个 性 质 对 于 构造 两 个 自 变量 的 Cauchy 问题 的 解 有 决定 性 的 意义 ， 
对 于 多 于 两 个 自 变量 的 情况 ,除了 特殊 的 微分 方程 外 ( 见 第 4 小节) ,通常 它 将 不 能 导 
致 一 种 类 似 的 直接 造 解 法 ， 然 而 ， 一 般 地 仍 可 利用 微分 算 子 沿 特征 的 内 向 性 质 去 分 
析 解 的 主要 特点 以 便 研 究 解 的 间断 性 ， 于 此 ， 只 人 须 解 某 些 常 微分 方程 就 能 至 少 描绘 
出 解 的 一 个 轮廓 .在 适当 的 假定 下 ， 人 们 甚至 还 能 够 进 -一 步 构造 Cauchy 问题 的 完 
全 解 ， 对 于 波 的 传播 十 分 重要 的 有 关 的 事实 是 ， 解 的 有 物理 意义 的 间断 性 仅 能 跨 过 


特征 面 时 发 生 ( 因 此 在 行文 中 把 这 种 间断 性 叫做 波 前 ) 并 且 在 这 些 特征 里 沿 着 双 特征 
W; ,二 者 均 适 合 特征 微分 方程 。 但 是 按 假设 ,二 者 之 中 只 有 一 个 是 & 在 时 刻 : 的 闻 断 性 曲面 , 即 , 确实 
对 应 于 时 刻 + 的 那个 曲面 ,而 另 一 个 曲面 则 是 对 应 于 时 刻 -+ 的 。 
一 个 特征 曲面 可 以 是 但 未 必 一 定 是 解 x 的 间断 性 曲面 , 包 络 的 制作 也 可 能 给 出 那样 的 曲面 ， 在 时 刻 
t, 波 在 它 上 边 并 不 是 间断 的 ,这 与 我 们 的 理论 并 不 矛盾 。 
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线 而 传播 ， 这 种 传播 受 着 一 个 简单 的 常 微 分 方程 的 控制 . 

在 本 节 中 我 们 将 对 二 阶 线性 和 拟 线性 方程 扼要 地 指出 这 种 情况 , 以 便 在 $4 和 
$ 5 中 对 于 这 个 论题 进行 更 详尽 而 一 般 的 讨论 . 

1。 二 阶 间 断 性 ”考虑 一 个 曲面 C:%(xo +, An) =0,§ 1 中 方程 (1) 的 解 x 的 一 
阶 导 数 治 着 它 是 连续 的 D， 因 而 这 些 一 阶 导数 的 各 种 切 向 导数 ( 即 内 导数 ) 也 是 连续 
的 。 跨 过 C 时 ,二 阶 导 数 wjs( 如 果 它 们 不 是 内 导数 ) 可 能 发 生 跳 跃 . 

REKER ŞI 第 3 小 节 中 一 样 , 对 于 跨 过 曲面 C:$=0 时 有 跳跃 间断 的 任何 函 
Hf ,我们 用 (/) 记 它 的 跳跃 量 , 表 达 式 vabu 是 如 在 C 上 的 一 个 内 导数 ( 比 
较 第 二 章 附 录 § 1 ), 所 以 在 跨 过 C HEEE. upi uut 也 是 这 样 . 这 两 个 
连续 函数 的 线性 组 合 wis$j$1 一 p94 在 跨 过 C 时 当然 也 是 连续 的 。 所 以 我 们 得 到 
关于 跳跃 量 的 关系 

(uia) 由) 四 = (un) pibk, 
因而 ? 
(uir) = Abide, 
其 中 比例 因子 是 定义 在 C 上 的 一 个 函数 ， 它 在 使 的 二 阶 导 数 中 有 任何 一 个 发 生 
间断 的 点 上 不 能 等 于 零 ， 容 易 看 出 ， 
A= (ugg). 

显然 ,C 必 须 是 特征 , 因 若 不 然则 4 的 二 阶 导 数 沿 C 的 值 将 被 x 和 w 沿 C 的 值 只 
一 地 确定 了 而 不 可 能 发 生 跳 跃 ， 这 个 事实 也 可 以 由 考查 沿 着 C 的 跳跃 关系 (L[4]) = 
0 并 利用 上 边 的 公式 而 直接 看 出 ;我 们 得 到 


1 


O= YF aie (tik) 一 2 VO apip. 


i,k=0 i k=0 
一 种 人 为 的 “广义 解 ”x k — BS BS DT E T LAR D E A ERE 面相 
容 (比较 第 五 章 81 和 后 边 的 83 ). 不 过 , 在 与 物理 有 关 的 广义 解 ” 里 这 种 跳跃 事实 


D 此 处 可 假定 方程 是 线性 的 或 者 拟 线性 的 。 

2) 假定 在 $=0 的 同一 个 点 上 $$ 的 所 有 二 阶 导 数 不 能 同时 等 于 零 。 

D 可 以 对 于 仅 发 生 在 2+r 阶 导 数 中 的 沿 着 的 间断 性 作 一 相仿 的 分 析 ， 我 们 只 须 把 微分 方程 求 导 7 次 并 
对 所 得 的 方程 作 同 样 的 论证 。 结 论 仍 是 : C 是 特征 ;并且 如 果 第 "+ 2 阶 外 导数 的 跳跃 量 是 4= (ut), 
那 末 导 数 Doo + - Du 的 跳跃 量 就 是 

Apo. po lagt ++: +a,=7+2), 


Hh D, 表示 0/0%,。 
4) 以 后 在 $4 中 将 明确 “容许 " 解 。 
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上 都 是 局 限 在 特征 面 上 的 , 我 们 将 在 § 3 中 说 明 这 一 点 .同样 函 数 的 跳跃 和 其 它 
类 型 的 间断 性 也 是 如 此 ， 
在 $84 和 和 10 中 将 给 出 本 小 节 中 所 分 析 的 解 的 存在 性 的 证 明 . 
2， 沿 特征 曲面 的 微分 方程 ”为 简明 计 , 我 们 将 限于 讨论 线性 微分 方程 我 们 来 
分 析 由 方程 
L[u]= D QikUik t Saju; + au=0 (1) 


isk=0 i=0 
所 表达 的 沿 着 特征 曲面 %= 0 的 知识 。 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 已 经 把 曲面 族 =c 
常数 变换 为 坐标 平面 族 **=<= 常 数 . 根据 8 1 第 5 小 节 中 证 明 过 的 不 变性 , 可 以 把 
我 们 的 结论 针对 任意 的 曲面 族 =e 进行 陈述 ， 


我 们 把 (1) 写 成 下 边 的 样子 
n-i n—l n-1 
L[u] = 5 AikUik + Z aili + au + AnnUnn +2 Z Ainllin + Anun = 0. (2) 
i,k=0 i=0 i=0 


现在 把 仅 含 曲面 C: **=0 上 的 内 导数 ( 即 对 于 to, Xi, …… %n-1 求 导 ) 的 各 项 都 合 起 
来 ,把 它们 的 和 记 为 V。 我 们 得 到 
n-l 


Liu] SI + annin t anunt 2 > 4intin=0. (3) 


由 曲面 族 $= 二 4*, 二 常数 是 特征 曲面 的 假定 ,直接 推出 wow= 0, 反 之 亦 真 。 因此 , 在 这 
些 特征 曲面 上 有 
Llu =J + ay, +2 dintin=0. (4) 


i<n 


然而 , 当 p= n 时 ,特征 形 QC di, 4%p) 的 偏 导数 是 


根据 $1 ,矢量 Qs, 是 曲面 % 一 常数 的 切 向 矢量 并 且 指 向 双 特 征 线 的 方向 ， 引 入 外 导 
Bug=v 和 沿 $ 二 常数 上 的 双 特 征 线 的 一 个 适当 的 参数 s, 我们 可 把 (4) 写 成 下 边 的 
形状 


Ov 


J+ 35 +a,v=0, (5) 


0 ð 
hg lin 


Ox, ° 


根据 $ 1 ,在 将 平面 族 4, =o 变 为 别 的 特征 曲面 族 $= 二 常数 的 坐标 变换 下 , 特 


468 x 学 o E > 法 


征 导 数 是 不 变 的 >”， 此 外 , 按 定义 ,在 %=“ 上 Lp] 在 坐标 变换 下 是 不 变 的 (这 种 
不 变性 规定 了 世 的 系数 的 变换 ). 因为 对 于 6=2,=0RMA L[ol=4,, 并 且 更 一 
般 地 说 ， 对 于 p= £n =c 我 们 有 上 [9 一 器 一 ar， 现在 沿 着 特征 曲面 Ce 中 一 我 们 可 以 
把 (5) 写 成 


J+- + L[p—cw=0, (6) 


其 中 L[$ 一 0] 是 沿 C6 的 一 个 已 知 函数 , 并 且 只 要 知道 了 “在 Co 上 的 值 则 7 也 是 已 
. 知 的 ， 原 来 的 微分 方程 的 这 个 值得 注意 的 形式 今后 将 再 出 现 于 更 一 般 的 行文 中 ， 它 
表明 了 确实 不 能 在 C 上 任意 选取 Cauchy 数据 ， 现 在 我 们 将 利用 它 来 研究 间断 性 的 
传播 

3. 间断 性 沿 射线 的 传播 “方程 (6) 是 关于 外 导数 "一 zy 的 一 个 一 阶 线性 常 微分 
方程 。 这 样 的 一 个 常 微分 方程 沿 着 产生 特征 曲面 %=e 的 每 一 条 射线 皆 成 立 ， 

现在 我 们 暂 旦 回来 假定 整个 特征 曲面 族 是 由 平面 族 由 = *,=< 构成 的 ， 于 是 恒 
有 4nn=0, 

利用 (6) 和 在 cum=0 的 假定 下 对 %。=$ 微分 由 (1) 所 得 到 的 方程 ,于 是 得 


> Aiklikn T 2 >» intinni + > QU yy + AU, + (a) nt 


ik<n <n 于 


十 &ntzn 十 > (4ik) nik + 2 > ， (4in) nr 十 > (i)n = 0. 


ikan i<n icn 
在 $=0 上 ,函数 和 4 的 一 阶 导数 都 假定 是 已 知 的 ,因而 它们 的 内 导数 也 是 已 知 的 . 
把 它们 都 归 到 一 起 作为 一 个 内 算式 /” ,我 们 得 到 


J* +2 > AinWi t anw=0 (w= ugg) . 


如 果 象 在 (6) 中 那样 用 -5- 记 沿 C 的 一 条 射线 求 偏 导数 运算 , 则 可 将 上 列 等 式 写成 


* Ow — 
J $a + w=0, (5 a) 


象 在 第 一 小 节 中 那样 ,现在 假定 在 跨 过 C 时 “zy 具有 间断 性 
(ugg) = (w) =h, 
而 二 入 的 一 阶 导数 以 及 它们 的 内 导数 在 上 都 是 连续 的 。 那 末 , 由 于 * 的 连续 


1) 除了 一 个 没 双 特 征 线 的 任意 内 参数 之 外 。 
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PE, (5 a) 立即 导出 2" 在 C: ** 一 0 上 的 跳跃 关系 


Oh 
ast Pi=0, (7) 


sen ogee C EA MEER R ta Bim P= Le] Lir JC 上 是 已 知 的 ， 


方程 (7) 是 在 特征 间断 面 上 沿 着 射线 控制 间断 性 的 传送 的 规律 ， 它 的 形状 是 一 
个 常 微分 方程 , 并 且 从 而 表明 了 如 果 在 一 条 射线 的 某 一 点 处 这 个 间断 量 不 等 于 零 那 
末 它 在 这 条 射线 上 的 任 一 点 处 都 不 会 消失 . 

由 于 特征 面 和 特征 微分 的 不 变性 (8 1,5) ,等 式 (7) (其 中 = ZL$]) 不 仅 对 特征 
平面 成 立 并 且 对 任意 的 特征 曲面 %= 0 也 成 立 。 为 了 证 实 这 件 事 , 我 们 注意 , 当 把 tn 
变 为 几时 ,外 导数 wn BH geh +++, 这 里 的 三 个 点 表示 那些 项 , 它们 在 跨 过 C 
时 是 连续 的 ， 因 而 当 取 Le C 的 两 侧 的 差 时 这 些 项 便 消失 了 。 因子 最 ,仅仅 修 
改 了 射线 上 的 参数 ， 

如 果 间 断 性 发 生 在 跨 过 特征 曲面 $=c 时 , 那 未 方程 (7) 被 修改 为 

1 十 L[g 一 c]4=0， 

我 们 将 找到 一 个 相仿 的 规律 , 它 对 于 线性 微分 方 程 解 的 一 切 类 型 的 奇异 性 都 成 
立 ,例如 一 阶 导数 的 间断 性 , 甚至 函数 本 身 的 间 断 性 , 后 二 者 是 在 $4,3 中 将 要 证 
明 的 一 种 意义 上 的 间断 性 . 

最 后 ,我 们 提醒 注意 一 种 特殊 的 特征 有 曲面 一 -§ 1 中 所 引入 的 "射线 臂 锥 面 ". 它 
的 射线 把 局 部 的 间断 性 由 顶点 传 带 到 * 空间 里 . 

4. 例证 .三 维 空间 里 波动 方程 Cauchy 问题 的 解 引言 中 指出 过 ， 在 有 些 情 
况 下 ,利用 沿 着 射线 的 积分 确实 可 以 直接 作出 解 . 

重要 的 例子 是 方程 

L[u] Stee AUE yy — yy Uyy Lss = 0, (8) 
我 们 将 利用 上 边 发 展 的 概念 来 解决 这 个 方程 的 初 值 问题 , 在 第 三 章 §5 中 已 经 处 理 
过 它 , 并 且 还 要 在 § 12 中 更 详细 地 讨论 它 ， 我 们 给 定 当 t=0 时 的 初始 值 
u(x, 2 2930) 一 由 (4 9,2), 4%, 9, 2,0) =W(*, y, 2), 
引入 下 列 求 导 符号 


1) 在 C 的 两 侧 厘 近 C 上 某 点 的 两 个 点 处 考虑 《5 a) 的 差 并 取 这 两 个 点 趋 于 C 上 的 点 时 的 极限 即 得 、 
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4,=2 0 一 %% 一 一 4 x 0 


A= ys Ox Oz” Oy y Ox? 


0 
dz Oy’? 
以 及 (和 第 3 小 节 的 记号 略 有 不 同 ) 


.0. 1 「 .0 ð ð 0 
Os ta | ort ae Co], 


0 _ 1 ô 0 

Porr” Oe t Oy t Ge eae) rae 
于 是 在 过 点 (0 0,0,z) 的 特征 锥 有 

K: eens 一 22 一 0 
E, RIRS A, 4,, Ay 与 特征 偏 导 符 号 -5 -都 是 内 导数 符号 ， ie 表示 求法 向 偏 导 
数 ， 在 (i 一 z)? 二 x 十 六 +z? 上 成 立 的 恒等式 
Plu]=— (2) Llu] t- E ¢-) Sf (一 四 学 | 

= (44+ 424+ Aju . (9) 
RAT Me K 上 的 内 导数 。 EETA + ytz FH EF 
任意 的 函数 vv 来 说 ,因为 沿 着 由 4 二 常 数 截 出 的 图 上 4 IHR AS, 所 以 它 在 整 
个 球面 上 的 积分 为 零 ， 当 然 ， 这 个 论断 对 于 42[2] 和 4， Lv] 并 因 而 对 于 A+A + 
A3)v 二 [vj 的 相应 的 曲面 积分 也 成 立 ， 现 在 我 们 将 表达 式 ru] Co EREE 
面 E>) LERS 


JSS Estu, 
由 于 LL4] 二 0, 这 就 得 出 
[E-A oeoo 
然后 对 s 积分 即 得 
4 atu (P)— -ff udo—ef [Zk do= 0, (10) 


其 中 积分 是 在 球面 + te= bu. 这 正 是 在 第 三 章 8 5 中 已 经 找到 过 的 
解 ， 

同样 ,我 们 可 以 得 到 在 第 三 章 8 5 中 给 出 的 非 齐 次 波动 方程 的 解 . 

这 个 方法 主要 是 Beltrami 给 出 的 , 它 的 关键 在 于 我 们 能 厌 助 于 内 微分 运算 把 微 
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分 方程 所 提供 的 沿 着 特征 锥 的 关系 写成 极 简单 的 形式 "， 仅 仅 在 锥 的 表面 上 进行 积 
分 ,就 能 够 找 出 明显 公式 , 它 利用 沿 着 基线 的 初始 值 表达 出 顶点 处 的 4 值 ， 这 个 方法 
揭露 了 波动 方程 的 “Huyghens” 特 性 . 

人 们 不 能 对 于 任意 的 二 阶 线性 方程 发 展 一 种 与 此 完全 相仿 的 理论 一 一 利用 在 特 
征 劈 锥 内 沿 射线 的 积分 步 又 给 出 解 ! 这 样 的 理论 将 意味 着 Euyghens 原理 普遍 成 立 
而 这 肯定 是 得 不 到 的 . 剩 下 的 一 个 有 趣 的 问题 是 按照 与 本 节 相仿 的 想法 去 寻求 
Huyghens 原理 成 立 的 充分 条 件 ”. 


§ 3. 高 阶 算 子 的 特征 流 形 的 几何 性 质 


对 于 高 阶 方程 和 方程 组 , 我 们 需要 § 1 与 8 2 中 的 理论 的 一 种 重要 推广 (参看 第 
三 章 和 第 五 章 ) ,在 本 节 中 将 给 出 它 . 

128 将 采用 下 边 的 记号 ” 

仍旧 用 D; 或 D* 记 对 x 的 导数 


z ð 
D =O e («=0, s.n). 


有 时 我 们 把 to ee, n 写成 *; 但 是 当 挑 出 *o=t EARE, 我 们 将 用 * 表示 
n 维 空间 的 矢量 +1,…, *n。 梯 度 算 子 记 为 D, 
D= (Dp, +--+; Dn). 
A p= (Po, PARA +1 个 非 负 的 整数 支 量 的 任 一 矢量 ,5= Eo En) 
为 任 一 具有 +1 个 支 量 的 矢量 ,然后 定义 
名 一 5 


5 的 支 量 可 以 是 数 或 者 算 子 ;特别 是 当 5=D 时 ,记号 D? 表示 微分 算 子 


D 这 个 方法 已 被 M，Rieszf 32] 推广 到 二 为 一 切 奇 数 的 情况 。 
2) ZF L. Asgeirssou(1],K. L. Stellmacher[1],# A. Douglis[2]。 又 见 $ 18 等 处 。 
3) 有 时 这 种 记号 (由 Laurent Schwartz 提出 的 ) 的 优点 之 一 是 它 能 简化 Leibnitz 规 则 和 Taylor = 
理 的 表达 式 。 若 定义 
Pl=Pitpal* - Ppt 
则 有 


p! 
D? (w) = ——D%uD'o 
Z, qir! 


f+ b= Dl eps. | 
pp! 
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微分 算 子 D? 的 阶 记 为 |p1， 
1P1 一 Po 十 :十 PPm 
利用 这 种 记号 可 以 把 一 个 m 阶 微分 方程 写成 
L[u]= pru=f. 


RR? 和 右边 的 了 都 可 以 是 常数 ,它们 也 可 以 是 自 变 量 * 的 函数 , 或 者 依赖 于 * 和 
u 的 直到 mi 阶 的 偏 导数 . 
大 多 数 数 学 物理 方程 呈现 为 一 组 包含 4 个 未 知 函 数 YW, «+ ED HR 
们 把 这 些 未 知 吸 数 看 成 一 个 列 矢 量 上 的 支 量 ; 于 是 可 将 这 些 方程 写成 年 阵 的 形式 
L[u]= > A? Dru=f, (1) 


PI em 
这 里 微分 算 子 D 作用 在 舌 值 函 数 4 的 每 一 个 支 量 上 ,系数 4? 是 x 的 方 阵 , f 是 
一 个 具有 4 个 支 量 的 列 矢 量 . . 
和 上 边 完全 一 样 ,系数 4? 可 以 是 常数 ,它们 也 可 以 依赖 于 *; 对 于 拟 线性 方程 ， 
它们 依赖 于 上 和 “的 直到 m 一 1 阶 的 偏 导 数 . 
最 高 阶 项 构成 算 子 的 主要 部 分 : 
>> ArDr., 
着 眼 在 具体 的 情况 ,特别 注意 三 类 情况 . 
情况 a)。 一 阶 方程 组 
L [w]= Y AiDiut+ Bu= f, (1a) 
i=0 
Eb). BAH n 阶 方程 
| L [u]= L arDru= f, a b) 
Pin 


一 般 的 m 阶 方程 组 (1) 作 为 情况 c). 
应 用 中 特别 重要 的 是 二 阶 方程 组 ,可 以 将 它 写 成 更 明显 的 形式 


Lru= >> A DiDjut 2 4 Dut Bu=f, 
i=0 


i. j=0 
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其 中 B, A', AY RR Rx k ERE EE A= A”, 

2. ERT, ATER SIER Cauchy 的 初 值 问题 是 假定 在 一 个 已 知 的 曲 
HPC 上 给 定 了 “Cauchy 数据 而 求 5[z]=- /的 解 。 对 于 单个 的 或 一 组 立 阶 方程 来 
说 ,这 些 数据 是 x 的 值 和 它 的 直到 x 一 1 阶 的 某 种 外 导数 (我 们 假定 方程 组 中 每 一 个 
方程 都 是 m 阶 的 ) .特别 是 ,对 于 一 阶 方程 组 (情况 a),“ 值 本 身 就 构成 Cauchy 数据 . 

由 Cauchy 数据 ,我 们 可 以 通过 在 C 上 求 内 导数 ( 切 向 导数 ) 而 确定 + 的 直到 mm 一 
1 阶 的 一 切 偏 导数 以 及 那些 用 进一步 求 内 导数 的 办 法 可 以 求 得 的 m 阶 或 更 高 阶 的 偏 
导数 ， 一 个 微分 算 子 如 果 它 在 C 上 的 值 可 以 这 样 由 C 上 的 Cauchy 数据 确定 之 , 那 
未 便 称 它 是 一 个 普 阶 的 内 微分 算 子 ( 见 第 三 章 ,8 2). 

在 本 小 节 中 我 们 不 拟 构造 微分 方程 组 (1) 的 解 ,但 是 将 考虑 下 边 的 仅 涉及 初始 曲 
面 < 的 也 各 问题 

对 于 什么 样 的 曲面 C 存在 着 函数 4, 它 适合 任意 给 定 的 Canchy 数据 并 且 在 C 上 
REDE Llu] fe 

fu PEA o FETE, IA TE L È 自由 的 ;如 果 它 处 
处 都 不 是 自由 的 , 则 称 之 为 LRA 

下 边 由 工 的 系数 和 曲面 C，%(*) =0 的 法 线 构成 的 代 数 判 据 断 定 曲面 C 是 
否 特征 的 5， C 的 法 矢量 上 = Db 的 支 量 的 一 个 md 次 的 齐 次 “特征 形 ”Q(5o, 81,…， 
EnD 适合 l 


Q (Co, Er, «°°, En) =Q) =0 (2) 
是 C 为 特征 曲面 的 充 要 条 件 ?>。 对 于 单个 的 mr 阶 方 程 (1 b) 特 征 形 QO 的 定义 是 


Q E= L ave, (3) 


1P =m 


对 于 方程 组 (1 c)Q 的 定义 是 一 个 行列 式 


Q (8)= | Li PE 


iPt=m 


对 于 特别 重要 的 情况 一 一 一 阶 方程 组 (1a) ,特征 形 是 


。 (4) 


1) 和 从 前 一 样 ,我 们 把 曲面 理解 为 一 个 光滑 的 维 超 曲 面 $(*)=0 而 且 1D$1 关 0。 
2) 参看 第 五 章 和 第 三 章 $2。 现在 的 讨论 部 分 地 重复 了 前 边 的 。 
3) 当然 ,如 果 我 们 需要 强调 条 件 的 局 部 性 ,可 以 把 它 仅 应 用 于 ( 的 一 个 面 元 。 


474 x 学 物 © Ë 


Q(S, °°, End = (LAE, (5) 
对 于 二 阶 方程 组 来 说 ， 
Q= [EAEE 
对 于 任意 mm 阶 的 方程 组 来 说 ,特征 形 是 特征 矩阵 
A= AE (6) 


P| =m 


的 行列 式 . 在 m=1 的 情况 ,特征 年 阵 是 


i=Q 


d=}, AEn (7) 


A= J, AMEE; (8) 


4 j=0 

论断 一 一 Q=0 是 特征 条 件 一 一 是 由 前 边 的 理 由 推 出 的 ， 引入 C 上 的 内 变量 
Ay, …… An 和 外 变量 = 为, 我 们 仅 表示 出 方程 子 [国王 0 不 能 由 对 于 “的 任意 Cauchy 
数据 确定 所 有 量 (0/048)”u 在 C LIA, 关于 这 “个 量 的 线性 代数 方程 组 的 环 阵 是 
4 而 行列 式 是 Q。 自 然 ,除非 民 的 主要 部 分 是 常 系数 的 , 特征 形 C 和 矩阵 4 都 依赖 
于 点 *。 

在 情况 (1 4) 和 (1 o) 的 矩阵 中 , 条 件 Q= 0 说 明 特征 矩阵 4 是 奇异 的 ; 因此 它 有 
R EECCA ESA Ue 

lA=Ar=0, . 

E 4 的 秩 是 * 一 1, 则 对 于 一 个 给 定 的 特征 曲面 C 来 说 , 这 些 零 舌 在 每 一 点 上 除了 一 
个 任意 常数 因子 之 外 都 是 唯一 确定 的 . 

单个 算 子 工 在 每 一 个 特征 曲面 C 上 都 是 内 算 子 . 

E ZEz] 是 矢量 4 上 的 一 个 矩阵 算 子 , 则 特征 矩阵 条 件 Q@= 0 说 明 : 作用 在 矢量 
u 上 的 单个 算 子 

iL[u] 

是 沿 特征 曲面 C 的 一 个 内 算 子 。 

3. 特征 条 件 在 时 空中 的 解释 . 法 锥 面 与 法 曲面 . 特征 零 化 矢量 与 本 征 值 & 
在 8l 中 那样 , 挑 出 *o=t 作为 时 间 变 悬 ,我们 就 可 以 把 特征 曲面 表示 成 

(t, ¥)=W(%) —t=0, 
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即 , 视 为 在 x 维 * 空间 中 运动 着 的 曲面 

Cw(%) = B=, 
于 是 ,各 二 一 1,9%%, 一 Wn, 一 1。 我 们 来 考查 ” 维 空间 中 的 矢量 #。 运 动 着 的 曲面 = 
的 法 向 速率 ,是 一 个 垂直 于 此 曲面 的 矢量 "， 它 的 模 |v| 等 于 少 沿 着 这 个 法 线 的 变化 
率 .因此 ,我 们 有 n 维 空 间 的 法 矢量 5 一 Dy 和 一 个 数 1 之 间 的 关系 ， 


vali, 1=} wiv, A=, 
i=l 


于 是 


矢量 5 与 ?是 关于 单位 球 成 互 逆 或 “对偶” 的 ,而 特征 条 件 (2) 可 以 写成 
Q(-1,81,°°°,8)=0 (§=DY). (9) 
fin Hx 空间 中 引入 垂直 于 C 的 单位 矢量 ` 


o= fp 
根据 Olo Erte, ED BRRR, 由 (9) 得 到 等 价 的 方程 

Q(— |v], æ, cm) 一 0。 (9a) 
这 是 关于 特征 曲面 的 法 速率 |z| 的 一 个 m% 次 的 代数 方程 , 其 中 a 指向 特征 曲面 的 法 
线 方向 当然 , 对 于 变 系 数 的 微分 算 子 而 言 , 这 些 关系 只 能 是 针对 * 空间 的 定点 和 
特定 的 时 刻 上 而 言 的 . 
我 们 还 可 以 把 (9 a) 写 成 


Q(=1,7547)=0. (9b) 
要 注意 对 于 一 阶 方程 组 
L [u]= w+ T 4,+ 0, (1a) 
?=1 


而 言 ( 其 中 = HAERE) ,特征 曲面 
$=y(x)—t=0 


的 零 化 矢量 1 Rr Ae Ree BE DEL (其 中 V, =E,) 的 左 或 右 本 征 矢量 ， 法 速率 
v=] oee 
1v| 就 是 矩阵 
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A= £ ajdi 
i=l 
的 本 征 值 、 这 是 由 于 Q@= [4] =0 的 意义 即 
[—le|2+4]=0 

而 得 知 的 . 

无 需 强调 时 间 变 量 ,我 们 现在 可 以 把 x0, xi …,%* 空间 中 - -点 0 处 的 特征 法 
锥 面 定义 为 过 点 O 的 一 切 转 征 面 元 的 法 线 构成 的 锥 面 ， 如 果 用 50,…， ,表示 以 顶 
点 0 为 原点 时 锥 面 上 点 的 流动 坐标 , 则 mk 次 的 齐 次 代数 方程 

Q (Co, $1, °°, En) =0 (10) 

表示 以 点 O 为 顶点 的 法 锥 面 。 

“微分 算 子 工 直 接 确定 了 法 锥 面 。 

如 果 我 们 仍旧 挑 出 *。=z, 则 特征 条 件 (9) 在 5, … ,5 空间 里 的 几何 图 象 是 一 
个 曲面 , 称 之 为 法 曲面 , 它 是 法 锥 面 与 平面 go= 一 1 WRA Q(— 1,81, ++ En) =0. 

同样 ,我 们 可 以 把 特征 条 件 在 以 v1, …, v; 为 支 量 的 维 速度 空间 里 的 形式 (94) 
解释 为 一 个 曲面 ,我 们 称 它 为 法 速 曲面 或 逆 法 曲面 ?， 根 据 (9 a) ， 这 个 曲面 是 点 P 
的 轨迹 ,OP 的 方向 就 是 a 的 方向 ,距离 等 于 速率 |v|。 这 两 个 法 曲面 关于 空间 里 的 
MARE =1 BRR. 

4. 特征 曲面 一 一 波 前 一 一 的 构造 ， 射 线 ， 射 线 锥 面 , HEE ”在 物理 的 * 
空间 里 ,关于 法 矢量 5=grad = De 的 特征 条 件 OE) = 0 必须 用 特征 曲面 

| $(%, Si ttt, Hn) = 常数 

来 解释 ， 象 在 81 中 一 样 , 视 8=0 为 (xzo «++, n) BY-- BRD BRE, MK b= Y 
=c 中 所 有 的 曲面 都 是 特征 曲面 C, 可 以 按照 第 二 章 所 述 的 一 阶 偏 微分 方程 的 理 
论 去 造 出 它们 . 

特征 偏 微分 方程 CC(D4) = 0 的 每 一 个 解 都 是 由 属于 一 阶 方程 @= 0 的 一 个 ” 参 


一 - 


D 这 两 个 密切 相关 的 法 曲面 对 于 紫 拟 传播 现象 是 有 用 的 工具 。 在 个 别 文献 中 ,这 两 个 名 词 的 用 法 和 这 里 是 
相反 的 。 

2) 不 论 是 否 挑 出 1, 我 们 都 可 以 在 维 射 影 空间 里 解释 这 个 几何 关系 。 

3) 如 果 我 们 邯 虚 的 不 是 曲面 炭 ， 而 是 单个 的 曲面 5 二 0, 并 且 把 这 曲面 表示 成 =t -yO e 为 )=0 的 
形式 , 那 末 ,mn 个 变量 HRN y 就 满足 微分 方程 QC Lys  ved 一 9， 其 中 系数 里 的 : BAM 
fe. 
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数 特征 曲线 族 构 成 的 . 这些 属 于 算 子 工 的 “ 双 特征 ”或 射线 在 附 以 

E= Dip 
的 值 之 后 被 补充 成 双 特 征 带 (我 们 把 Hs ai ER AER Be BB R 
数 ,并 用 一 个 点 表示 对 的 求 导 )。 于 是 , 象 在 81 中 一 样 , 双 特 征 带 适合 22 十 2 个 典 
则 常 微分 方程 的 方程 组 ， 


fe (11) 
E:=—Q,» (11a) 
而 OC, REN THAD. RNESRNAM-TA LMR Q=0; 于 是 (11) 
5 (11a) R 8=0 一 起 确定 一 个 22 参数 的 特征 带 族 。 这 个 族 的 确定 是 与 那些 特 
定 的 特征 曲面 % 一 常数 无 关 的 . 

如 果 挑 选 出 *o=t 并 将 QE) =0 解 成 

So—X(81,***, En) =0 
的 形状 , 那 末 又 得 到 各 =1, 即 ,7 可 以 和 有 时间: 等 同 起 来 ，4 一 二 Yo. 
”假定 已 经 知道 了 4$(*) , 那 末 ,在 Q 里 用 仅 依 从 于 to, +++, En 的 be, RE SZ 

后 ,方程 组 (11) 自 己 当 然 就 确定 了 特征 曲面 Co p= ER 上 的 双 特 征 . 

为 了 造 出 经 过 =” 维 初始 曲面 % 上 的 一 个 指定 的 ”一 1 BRIE .4 的 特征 曲面 
b(%o, %1, °°, n) =0, 我 们 可 以 假定 .4 的 形状 是 *o= 0， 因为 任何 7 维 初始 曲面 了 
缘 可 变换 为 xo=0 而 同时 保持 特征 元 素 不 变 。 现 在 我 们 在 ”上 给 定 初始 值 

POE, tt, En) =O(*%), +++, Xn), 

使 7 由 w=0 确定 。 于 是 我 们 由 计算 和 i 在 上 的 初始 值 而 定 出 经 过 % 的 双 特 征 
(RE). 因为 当 t 二 Xo 二 0 时 我 们 有 等 式 AO, tn e, En) =O (E t, En), 所 以 
Pi= Opi =l, +, n. AIETE t=0 Rf Q (Co, Oy, ……ox)=0 是 和 的 初始 值 的 一 个 
mk 次 的 代数 方程 ， 它 确定 了 bo 的 mz 个 (或 少 于 m* 个 ) 实 的 初始 值 。， 于 是 (11)， 
(11 a) 给 出 同样 数 目的 双 特 在 带 , 这 些 特征 带 产生 同样 数目 的 特征 流 形 族 %=0, 它们 
都 是 由 初始 流 形 .伸张 出 来 的 . 

特别 重要 的 是 当初 始 流 形 9’ 缩 为 一 个 点 的 情况 .我 们 定义 ， 

由 过 一 定点 0 和 人 O 的 射线 辟 锥 面 ， 由 过 O 的 所 
人 三， 因而 形式 是 wes weno IR 
锥 面 与 射线 劈 锥 面 重合 . 
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在 §1,8 中 曾 指出 过 , 局 部 射线 锥 面 与 法 锥 面 是 对 偶 的 ， 即 使 法 锥 面 是 较 简单 
的 z 只 次 代数 锥 面 , 射 线 锥 面 也 可 能 具有 奇异 性 或 有 孤立 的 射线 而 未 必 构成 几 部 分 
HORE” GUS 5 小节 及 83 a 中 的 例子 ) ， 例 如 ,三维 空间 里 的 一 个 三 阶 微分 算 
FL=D PD, 导致 
QE) =F FF. 

过 空间 里 的 一 个 点 0 的 法 锥 面 是 由 分 别 平行 于 坐标 面 的 三 个 平面 组 成 的 ， 而 射线 
显然 就 是 * 空间 里 平行 于 坐标 轴 的 直线 ， 所 以 射线 锥 面 退 化 为 三 条 直线 , 并且, 经 
过 .5 上 的 非 退 化 的 初始 流 形 I 而 平行 于 坐标 轴 的 三 个 正 桩 面 构成 特征 面 . 

- 最 后 ,让 我 们 回忆 , 借助 于 第 二 章 中 的 完全 积分 的 理论 , 可 以 把 一 阶 偏 微 分 方程 
Q=0 的 一 些 解 作为 另 一 些 解 族 的 包 络 面 而 造 出 来 ， 下 边 我 们 就 来 解释 ,这 个 理论 正 
”是 Huyghens 的 波 前 作 图 法 . 

5. 波 前 与 Huyghens 的 构图 法 ， 射 线 曲面 与 法 曲面 IES § 2,1 里 所 说 的 那 
样 , 特征 曲面 由 于 它 是 Cle] =0 的 解 ”的 间断 性 的 可 能 载 葫 者 而 具有 重要 的 意义 . 
和 从 前 一 样 ,人 们 即刻 看 出 , 仅 发 生 于 m 阶 导数 中 的 跳跃 性 间断 在 跨 过 一 个 “自由 ” 
曲面 C 时 不 能 出 现 ,在 其 上 Q40, 在 这 样 的 一 个 曲面 上 ， 任 意 的 Cauchy 数据 惟一 
地 确定 了 第 m 阶 导数 ,所 以 在 跨 过 C 时 它们 不 可 能 是 间断 的 。 换 句 话说 , 仅仅 在 特 
征 曲 而 上 才 可 能 有 这 种 间断 性 。 对 于 其 它 类 型 的 间断 性 ， 特 征 曲面 是 容许 出 现 间断 
性 的 唯一 场所 ,其 作用 将 在 84 PLL BT. 
特征 臂 锥 面 之 所 以 重要 是 因为 它们 代表 着 集中 在 一 点 0 处 的 初始 扰动 的 传播 . 
这 样 的 扰动 称 为 以 O 为 中 心 的 “球面 波 前 ( 见 第 二 章 § 9 和 第 六 章 8$ 18). 
在 常 系数 的 情况 ,所 有 的 射线 都 是 直线 ,法 锋面 和 射线 锥 面 都 和 顶点 0 无 关 ， 以 
0 为 顶点 的 射线 锥 面 是 由 直 线 构 成 的 ， 它 是 过 点 O 而 垂直 于 法 锥 面 Q(z, 51,*…， 
E) =0( 其 中 +=50) 的 平面 的 包 络 , 或 者 说 这 些 平面 支持 着 这 个 射线 锥 面 ?。 这 里 我 
们 挑选 出 了 t=z*o 作为 时 间 而 用 5,7 表示 * 一 + 空间 里 的 坐标 . 
前 射线 锥 面 与 平面 :=1 的 截 口 称 为 射线 曲面 ， 它 是 维 * 空间 里 的 一 个 ”一 1 
维 的 曲面 . 射线 曲面 是 +=0 时 在 原点 0 发 生 的 扰动 x 当 t=1 时 所 达到 的 点 的 轨迹 . 
D 有 时 不 把 局 部 射线 锥 面 看 成 是 由 它 的 射线 (母线 ) 生 成 的 而 把 它 看 成 是 由 它 的 支撑 平面 ( 切 平面 ) 生成 的 
些 。 - 
2) Se S10 的 作 图 法 实际 表明 对 于 任何 特征 曲面 都 存在 着 那样 的 间断 解 。 
3) 和 从 前 说 过 的 一 样 ， 不 一 定 所 有 的 支撑 平面 都 是 (局 部 ) 射线 锥 面 的 切 平面 ， 因 为 线 射 锥 面 可 能 有 四 的 
部 分 和 孤立 的 射线 。 
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在 这 种 意义 上 可 以 把 它 称 为 一 个 “球面 波 前 "， 不 过 它 也 可 能 是 由 相互 分 离 的 几 个 部 
分 组 成 的 . 

为 了 说 明 这 种 状况 ,我 们 假定 ,对 于 任意 的 = 维 单位 矢量 a 而 言 ,特征 方程 

Q(—¥, a, +++, Gn) =0 
给 出 4 个 实 根 * 一 只 ,于 是 函数 
b(t, X) =vt—a,%,;—-++—a,X%,=vt— (ax) =0 (12) 

表示 在 * 空间 中 沿 © 方向 以 法 速率 ”运动 着 的 “平面 波 前 ”2 ( 见 第 三 章 83). 

平面 波 前 (12) 在 :=0 时 通过 原点 ,它们 并 不 一 定 支 托 整个 光 请 的 射线 锥 面 ， 但 
是 它们 可 能 支持 着 它 的 党 单 。 党 单 是 由 射线 锥 面 的 不 同 部 分 构成 的 ， 平 面 (12) 的 一 
些 块 块 把 它们 连 在 一 起 ， 这 些 块 块 沿 着 两 条 双 特 征 线 和 射线 锥 面相 切 而 将 射线 锥 面 
的 不 同 部 分 在 这 些 双 特 征 线 之 间架 接 起 来 (参见 81，8) . 除了 壳 单 之 外 ,在 有 些 情 况 
里 可 能 发 生 复杂 的 几何 形状 .要 给 出 一 个 直观 而 具有 一 般 性 的 描写 似乎 还 是 一 个 幻 


这 使 得 在 $1,8 中 所 包含 的 下 述 事 实 更 加 重要 了 ， 对 于 一 个 给 定 的 方向 e， 我 们 
考虑 由 (12) 给 出 的 平面 波 ， 它 的 最 大 速率 是 v(c) .现在 改变 o, 在 时 刻 上 这些 波 前 
支持 着 法 锥 面 的 凸 光 ， 所 以 党 二 是 点 0 处 的 初始 扰动 的 外 “球面 波 前 ”。 我 们 可 以 
说 射线 锥 面 的 不 在 上 的 “ 靠 内 ”部 分 表示 较 缓 慢 的 “传播 状况 ?>。 在 第 7 小 节 里 将 还 
要 继续 过 论 这 个 问题 ，8 3 a 中 的 例子 将 说 明 可 能 发 生 的 几何 多 样 性 . 

在 非常 系数 的 情况 ， 相 应 的 球面 波 不 再 是 平面 波 前 的 包 络 了 。 这 时 我 们 考虑 更 
一 般 的 类 平面 波 前 , 即 特征 偏 微 分 方程 Oro px,,，……, Pu) =O BORE OC, *) 之 中 当 
t 二 0 时 的 初始 值 为 (ex) =at e 十 ax; 省 ,其 中 为 任意 单 位 矢量 .在 * 空间 
中 进行 着 的 类 平面 波 前 %= 0 可 能 丧失 其 初始 的 平面 形状 ,但 是 它们 仍旧 和 常 系数 情 
况 中 的 平面 波 前 一 样 造成 射线 辟 锥 面 和 过 四 77. 

下 边 的 Huyghens 构图 法 是 这 种 步 晴 的 一 种 有 用 的 变更 ， 它 不 是 给 出 射线 锥 面 
而 是 给 出 射线 曲面 ， 为 简明 计 ， 我 们 仍 假定 系数 是 常数 并 考查 在 :一 1 时 的 平面 波 
前 v 一 (ax) 二 0, 其 中 - 

Q(-», G1, tte, an) =0 

而 c 是 一 个 单位 矢量 ， 当 4 沿 单位 球面 变动 时 ， 矢 量 (eo), .…, vas) Hoe h 


D 本 质 上 这 就 是 双 曲 性 的 假定 ( 见 第 三 章 ，$ 2 与 本 节 第 7 小 节 )。 
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(9 b) 而 平面 族 "一 (cx) =0 以 射线 曲面 为 包 络 . 
因为 逆 法 面 本 身 没有 物理 意义 并 且 一 般 地 说 来 是 次 数 较 法 曲面 高 的 高 次 代数 曲 
By ANTER MEARS TAZ RAE, US (9) 


oki Li Ato RE BAST, 8). 

在 8 3 a 的 例子 中 ,我 们 将 看 到 对 于 高 阶 方程 来 说 射线 曲面 的 这 个 作 图 法 不 仅 显 
示 了 射线 曲面 的 退化 的 可 能 性 ( 即 ， 退 化 为 孤立 的 点 ) 并 且 也 显示 出 象 峻 峭 消 线 之 类 
的 奇异 性 质 ， 与 $1,8 中 的 注 记 相 呼应 ,应 当 指 出 ,考虑 支持 平面 较 之 仅 考虑 切 平面 要 
好 些 ， 并 且 按 支持 平面 去 考虑 包 络 的 概念 也 要 好 些 ， 任 一 射线 曲面 与 法 曲面 之 间 的 
关系 是 对 称 的 ， 彼 此 互 为 对 方 的 支持 平面 的 极点 的 轨 脐 这样 的 一 个 几何 定义 可 以 
分 别 适用 于 这 些 曲面 的 各 叶 . 

有 了 时， 射线 曲面 的 一 条 孤立 的 射线 对 应 着 法 曲面 的 一 叶 平面 (对 于 逆 法 面 或 法 
速 曲 面 来 说 相应 的 叶 是 球面 ) . 

最 后 我 们 指出 . 在 非常 系数 的 情况 下 ,法 如 曲面 和 射线 曲面 概念 的 合意 不 变 , 
们 都 是 一 点 处 局 部 性 质 的 刻画 ,二 者 之 间 的 关系 也 和 上 边 所 说 的 完全 一 样 . 

5a。 例 。 下 边 的 三 阶 方程 是 一 个 例子 ， 


(say ae tay) ~ dar (2-Ge +p) Pe. 
它 的 特征 方程 是 
($i— by) (he + by)? = $4 (2 pt hy). 


- PRIZE r, 6, 0 Ze A RE 


(t=) (0+)? =B2(20+0), 
所 以 法 曲面 是 二 9 平面 上 的 三 次 曲线 (Descartes 叶 线 ) 
(-1—9) (—1+7)?=Ẹ(—2+1), 
其 形状 有 如 图 45 所 示 。 图 中 表明 了 法 锥 面 是 怎样 分 为 不 同 的 分 枝 的 。 这 里 有 一 枝 
是 卵 形 线 ， 其 它 两 枝 与 卵 形 线 相 接触 并 且 延 伸 向 无 穷 远 ， 两 枝 在 接触 点 成 尖 角 ， 在 
跨 过 接触 点 时 它们 有 解析 的 联系 而 全 体 构 成 一 个 自 交 的 代数 曲线 . 
在 图 46 中国 出 了 射线 曲面 .在 二 点 “一 士 ] 二 ，? 一 1 之 间 的 线段 是 法 曲面 上 
的 二 重点 的 象 ， 射 线 曲 面 的 介 于 这 两 点 之 间 的 带 有 尖 角 的 部 分 是 法 曲面 的 延伸 向 无 


SAK ”多 于 两 个 自 变量 的 双 曲 型 方程 481 


穷 远 的 分 枝 的 象 . 射线 曲面 的 其 余 的 凸 部 是 法 曲面 的 卵 形 部 分 的 象 . 


B 45 图 46 


这 个 例子 虽然 有 些 拼 次 的 意味 ， 但 却 表明 了 射线 锥 面 与 射线 曲面 的 几何 构造 的 
两 种 可 能 的 特异 性 质 ， 如 果 法 曲面 具有 二 重点 ， 则 射线 曲面 和 射线 锥 面 可 能 是 非 节 
的 ,为 了 构成 它 的 凸 训 , 必 须 加 上 一 个 盖子， 如 果 法 曲面 具有 延 偶 向 无 穷 远 的 分 叶 或 
者 具有 拐点 ， 则 射线 曲面 将 有 孤立 的 尖 点 。 在 83 a 中 我 们 将 会 遇 到 显示 这 种 性 质 而 
具有 物理 意义 的 例子 . 

6. 不 变性 特征 形 ,特征 怎 阵 ,以 及 双 特征 线 在 坐标 变换 之 下 都 是 不 变 的 . 象 从 
前 一 样 ,这 个 论断 直接 得 自 这 些 概念 的 定义 ,特别 是 得 自 内 导数 的 不 变性 也 得 自 双 特 
征 线 都 是 特征 曲面 之 间 的 接触 线 这 个 事实 .这 些 不 变性 的 解析 证 明 完全 入 ,5 相仿 . 

7. 双 曲 性 ， 类 空间 流 形 ， 类 时 间 方 向 ” 关于 特征 曲面 或 者 法 锥 面 的 实质 至 
今 还 没有 作 过 特别 的 假定 。 然而 本 章 的 主要 目的 一 一 解决 Cauchy 问题 一 所 需要 
的 还 不 只 是 这 些 曲 面 的 实 的 分 校 的 存在 性 ， 为 了 保证 Cauchy 问题 的 可 解 性 ， 必 须 
提出 一 种 更 严格 的 双 曲 性 条 件 ， 可 以 把 这 种 可 解 性 和 双 曲 性 概念 视 为 等 价 的 .不 
过 ,对 于 数学 物理 来 说 ,更 方便 的 是 提出 某 些 可 以 用 代数 或 几何 判 据 来 证 实 的 条 件 ， 
并 且 要 它们 足以 保证 尽 可 能 广泛 的 一 类 问题 的 解 的 存在 性 ， 双 曲 性 的 此 类 定义 2 的 
各 种 提 法 的 要 旨 皆 在 于 最 大 限度 地 抓 住 代数 法 猴 面 的 实质 . 

定义 ， 如 果 存 在 着 通过 点 0 的 矢量 而 包含 5 的 每 一 个 二 维 平面 都 和 法 欠 
面 OCE) =0 相交 出 mt 个 实 的 不 同 的 直线 , 则 称 算 子 LJE O 处 "是 双 曲 的 。 


D 和 第 三 章 ，$ 2 比较 。 

2 参看 第 三 章 ，S2。 

3) 应 当 再 次 强调 ， 双 曲 性 是 元 或 @ 的 一 种 局 部 性 质 ， 并 且 人 们 可 以 仅 就 通过 所 考虑 的 点 P 的 面 元 而 论 
对 于 所 线性 算 子 ， 双 曲 性 还 依赖 于 局 部 的 Cauchy 条 件 。 
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我 们 的 定义 的 代数 条 件 是 ， 如 果 9 是 不 与 5 平行 的 任 一 矢量 ， 为 一 参数 , 则 

直线 5 一 估 十 9 he RET mh 个 不 同 的 实 点 ; 即 ,+ 的 方程 

QE +8) =0 
必须 有 mh 个 不 同 的 实 根 . 点 0 处 的 空间 元 素 凡 与 矢量 5 相 垂直 者 称 为 类 空间 的 ， 
“ 称 为 类 空间 的 法 矢量 类 空间 的 面 元 将 射线 锥 面 分 为 “向 前 ”的 部 分 和 “向 后 "的 部 
9P, . 
为 了 便于 应 用 ， 我 们 给 出 双 曲 性 的 等 价 的 第 二 个 定义 ， 它 强调 的 是 类 空间 曲面 
的 概念 . 

首先 注意 ,我 们 可 以 把 任 一 矢量 9 分 解 为 平行 于 和 垂直 于 《 的 支 量 , 并 且 可 以 
把 前 者 和 < AGRA. 其 次 ,根据 第 6 小 忆 所 说 的 不 变性 ,我 们 可 以 假定 5 的 支 量 是 
(1,0,0,°++,0)3 Mitt 9 的 第 一 个 支 量 是 0。 FERA O= R RA, nte, 
8n) =0. 

这 个 注 记 马上 导致 下 列 另 一 个 定义 ， 

如 果 对 于 4 BRE I (或 者 它 的 一 个 元 素 ) 一 不 妨 利用 适当 的 坐标 变换 将 它 
写成 %6=0 一 上 的 每 一 个 点 和 任意 的 实数 组 5,,…, 5 来 说 ,方程 8(50, Sa, oo 
En) =0 具有 mh 个 不 同 的 实 根 50, 则 称 -” (或 者 相应 地 它 的 元 素 ) 为 类 空间 的 ， 按 照 
第 4 小 节 的 说 法 ， 这 就 意味 着 由 * 空间 的 每 一 个 "一 1 维 的 初 始 流 形 S 伸张 出 oh 
个 不 同 的 特征 叶片 。 

如 果 有 通过 点 0 的 此 种 类 空间 流 形 (或 元 素 )， 则 称 L[u] 在 点 0 处 是 双 曲 
的 . 

点 0 处 的 类 空间 法 矢量 《构成 法 锥 面 的 内 “ 核 "， 其 边界 为 锻 面 的 内 叶 ， 

法 刍 面 的 核 是 屿 的。 这 个 重要 的 定理 几乎 是 直接 得 自 定义 的 :如 果 它 是 错误 的 ， 
那 末 ， 在 核 内 将 会 有 那样 的 矢量 5, 通过 的 有 些 平面 和 内 叶 相 交 多 于 两 次 , 因而 它 
们 都 和 法 锥 面相 交 多 于 m4 次， 从 几何 上 说 ,可 以 把 法 锥 面 看 作 是 由 包 围 着 内 “ 核 " 
C 指 入 其 内 ) 的 封闭 的 内 叶 和 其 余 依 次 套 在 核 上 的 外 叶 构 成 的 。 这 些 外 叶 可 以 是 圭 
闭 的 ,也 可 以 延伸 向 无 穷 远 。 在 任何 情况 下 ， 通 过 :的 一 切 平面 < 都 和 法 锥 面相 交 
出 mh 条 不 同 的 直线 . 

由 垂直 于 法 锥 面 的 凸 内 叶 的 母线 的 那些 平面 所 支 托 着 的 锥 面 是 局 部 射线 锥 而 的 


1) 注意 ， 在 投影 空间 里 解释 时 ， 这 些 部 分 在 乱 穷 舟 点 是 相连 接 的 。 
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se 六 确切 地 说 ,是 它 的 外 壳 2 的 罩 子 (证 明 见 81,8)。 我 们 定义 : 任 一 由 0 指向 这 
个 外 这 内 部 的 方向 均 称 为 类 时 间 的 方向 ，* 空间 里 的 曲线 ， 如 果 它 的 方向 处 处 是 类 
时 间 的 ， 则 称 此 曲线 为 类 时 间 的 ”. 

显然 ， 类 空间 "与 “类 时 间 ” 的 概念 皆 SERRER. 

对 于 单独 一 个 二 阶 方程 来 说 ， 法 锥 面 只 有 一 层 ， 局 部 射线 锥 面 也 只 有 一 层 ( 见 
§1) ,这 种 情况 显然 也 符合 这 里 所 讨论 的 方案 . 

于 此 将 前 几 节 中 在 各 种 情况 下 对 于 特征 锥 所 作 的 观察 与 有 关 的 定义 作 一 概括 是 
有 益 的 ， 如 果 法 锥 面 的 《次 代数 条 件 确定 了 一 个 最 大 数目 的 实 的 而 且 是 彼此 分 离 的 
叶 面 , 那 末 ,在 互 逆 的 变换 之 下 ,每 一 叶 对 应 着 局 部 射线 锥 面 的 不 同 的 一 叶 , 亦 即 一 个 
不 同 的 " 波 前 的 传播 状况 >， 法 锥 面 的 凸 内 核 变 为 局 部 射线 锥 面 的 外 党 ， 它 自动 地 成 
为 凸 曲面 。 如 果 法 锥 面 是 由 一 套 凸 叶 组 成 的 ， 那 末 射 线 锥 面 也 是 这 样 . 不 然则 后 者 
可 能 包含 孤立 的 射线 或 者 某 种 奇异 性 ?. 

一 般 地 , 上 述 关于 各 叶 的 分 离 性 的 假定 是 不 成 立 的 。 对 于 数学 物理 来 说 , 根 / 的 
互 异 性 条 件 是 太 苛 刻 了 , 因为 在 许多 有 关 的 情况 下 重 根 是 要 发 生 的 , 因而 代数 法 锥 
面 的 几 个 叶 可 以 相互 接触 、 交 截 、 或 者 甚至 完全 重合 2. 在 第 9 小 节 中 我 们 将 看 到 ， 
不 难 将 定义 1 或 2 推广 ,使 它们 概括 具有 一 致 的 多 重 性 的 特征 曲面 的 情况 ?. 但 是 即 
使 是 象 “sos O 这 样 简单 的 微分 方程 , 虽然 它 的 Cauchy 问题 显然 是 可 解 的 ,仍然 
不 属于 我 们 的 定义 的 范畴 之 内 . 

对 于 具有 不 完全 分 离 的 叶 的 法 锥 面 的 微分 方程 来 说 ， 恰 当地 推广 双 曲 性 的 概念 
是 困难 的 ”,Cauchy 问题 的 研究 需要 更 精密 的 分 析 ， 不 过 所 幸 的 是 ,在 数学 物理 中 只 
FOAL +6) = 一 0 的 根 / 都 是 实 的 ， 那 末 平 面 = 与 法 锥 面 重 复 交 截 所 引起 的 困难 一 般 
说 来 并 不 与 问题 的 解 的 唯一 性 和 存在 性 的 证 明 相 牵涉 . 原因 在 于 数学 物理 方程 一 般 

D 我 们 再 强调 这 个 事实 一 一 这 里 完全 没有 必要 谈 到 射线 锥 面 的 内 叶 。 它 可 能 是 由 与 法 锥 面 的 各 时 相对 应 

的 各 个 闭 叶 组 成 的 ， 这 些 闭 叶 也 都 套 在 核 上 。 但 是 射线 锥 面 可 能 具有 一 种 过 然 不 同 的 结构 。 

2) 有 与 我 们 的 定义 不 等 价 的 其 它 定义 ， 参 看 John[L41157 M. 

D 注意 ， 代 数 曲 面 理论 的 目前 水 平 尚 不 能 完全 令 人 清 意 地 来 用 以 解决 我 们 在 这 里 所 碰 到 的 真实 的 几 何 结 

4) TROS went TADSFSUIARL TERMED, 对 于 许多 一 阶 方程 组 来 说 ,例如 Maxwell 方程 组 ， 重 

根 总 是 要 发 生 的 。 显 然 ,具有 任何 预先 指定 的 代数 法 锥 面 的 单个 KB Oy AOA NR. 
5) Garding 等 人 由 考虑 微分 方程 中 低 阶 项 的 影响 而 对 于 常 系数 的 情况 《并 且 在 一 定 限 度 上 推广 到 非常 系 


数 的 情况 ) 成 功 地 推广 了 双 有 曲 性 的 概念 (参考 L.Girding 52] 与 A，Lax[1])， 
6) 比较 第 五 章 § 8。 
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来 都 是 对 称 的 n。 特别 是 一 阶 的 对 称 双 曲 型 方程 组 已 经 呈现 为 最 丰盛 的 中 心 论 三. 
在 数学 物理 的 文章 中 非 对 称 的 方程 组 是 次 要 的 . 


e @ 9 


状 如 下 的 方程 组 : 
L{u} = £ Atu; + Bu, (14) 


Ser A 是 对 称 的 ,但 矩阵 8 不 必 一 定 是 对 称 的 。 

WREN 4 之 一 或 者 一 个 线性 组 合 

>. eta! 

是 定 号 的 ,譬如 说 是 正定 的 , 那 末 对 称 方程 组 (10 称 为 (在 点 O 处 是 ) 对 称 双 曲 型 的 。 
垂直 于 矢量 上 的 = 维 流 形 .4 称 为 类 空间 的 。 因为 正定 矩阵 的 带 有 正 权 的 线性 组 合 仍 
是 正定 的 ,所 以 又 推出 ,这 种 与 类 空间 元 素 垂直 的 矢量 的 集合 构成 一 个 号 锥 . 

例如 ,如 果 4 是 正定 的 , 则 "” 维 空间 xo 一 :一 常数 就 是 类 空间 的 . 

可 以 看 出 ， 对 称 双 曲 型 算 子 的 概念 和 第 7 小 节 中 的 定义 的 密切 关系 如 下 ， 为 简 
单 起 见 ,我 们 假设 L 是 正定 的 ,对 于 50=1,51=… 二 64 一 0, 方 避 

QWE+0) =Q(4, Or, +++, Bn) =0 

确 有 4 个 实 根 ,因为 它 显然 是 对 称 的 行列 式 方程 


=0, (15) 


149+ $7 0,4! 
1 


其 中 有 是 正定 的 ， 根 + 都 是 矩阵 本 9; 人 4 关于 正定 矩阵 人 2 的 本 征 值 . 主要 的 差别 是 
在 我 们 的 对 称 双 曲 性 的 定义 中 并 未 假定 (15) 的 根 ) 都 是 单 根 。 事 实 上 , 在 88,8 10 
中 我 们 即将 看 到 ,对 称 方程 组 的 Cauchy 问题 总 是 可 解 的 . 

下 边 的 论述 是 和 物理 学 中 许多 例子 相 切 合 的 。 如 果 4 是 正定 的 ， 我 们 可 以 利 
用 线性 变换 把 方程 组 (14) 化 为 


L{uj=L[vj=»,+ Z Atv, + Bo, (16) 


i=} 


D AM XMM SK REL ABE A M A I RSET IBGE nler FB. 
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其 中 4, B, o RABW BRAKE, FAM 4 仍旧 是 对 称 的 5 . 

其 至 于 在 重 根 的 情况 ， 特 征 人 矩阵 也 有 完全 的 一 组 * 个 独立 的 左 本 征 矢量 1 = 
r), 不 论 曲 面 是 否 多 重 的 特征 曲面 ( 重 特征 曲面 对 应 着 多 个 线性 独立 的 零 化 矢量 D, 
lL[u] 都 是 相应 的 特征 曲面 上 的 内 算 子 ， 

9， 高 阶 对 称 双 曲 型 方程 ”最 后 应 当 指 出 关于 高 阶 的 单个 方程 或 方程 组 的 一 个 
Hid. 如 果 它 们 是 由 一 个 一 阶 的 对 称 双 曲 型 方程 组 经 过 消去 后 所 得 的 结果 ， 那 末 也 
应 当 把 它们 称 为 对 称 双 曲 型 的 ， 并 且 它们 也 被 包括 在 一 阶 的 对 称 双 曲 型 方程 组 的 理 
论 之 中 . 

例如 


就 是 这 样 由 下 列 对 称 的 方程 组 得 来 的 


1 yu? 2 ys 3 -- 
U% 5U, uy uP, u% =O, 


toh My — O 


曲 型 方程 组 我们 把 “ 的 微分 方程 写成 (参看 $ 1) 下 列 的 明显 形式 


Llu] ty + 2Y] auu 5 aihuig+ +00, (17) 
i=l ik=] 
其 中 的 三 个 点 表示 的 不 高 于 一 阶 导数 的 项 ,并 且 =at. 
我 们 假定 (17) 是 双 曲 型 的 并 且 t 二 常数 是 一 个 类 空间 的 曲面 ;于 是 二 次 形 H E 


En 二 Do aisr 是 正定 的 ,并 且 点 $1=$52 二 "… 一 5 二 0 RE 


isk=l 
14+2> a8—H (&:, Er) =0 
i=l 


ZA. ERE 如 果 方 程 


1) 变换 是 
ELvj= TLTC»). 
所 以 
A/= THAT, 
由 于 如 是 正定 的 , 故 它 有 平方 恨 C: 如 = Cz。 现 在 我 们 取 THC, BROKERS 卫 是 对 称 的 ， 
所 以 矩阵 4 也 都 是 对 称 的 ， 
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(A—r)?+20—1) > aiti— A (Ei, 8)=0 
i=] 


有 符号 相反 的 两 个 实 根 , 那 末 以 (7, Ei, Ea 5) 为 法 矢量 的 面 元 是 类 空 的 . 
为 了 完成 上 述 还 原 , 我 们 在 (17) 中 直接 用 新 的 未 知 阔 数 v9, 分 别 代 赫 一 阶 导 数 
UU, 于 是 我 们 得 到 矢量 "= (0, +++, On) GBA 


n 
vir 2Ra'ng — DD avit =0, 


i k=l x 
32% (vio) =0 (R=1,2,++°,7), 
i=l 


这 个 方程 组 是 对 称 的 并 且 是 双 曲 型 的 ?， 象 从 前 三 样 ,如 果 以 所 给 的 u 和 u 的 初始 
值 作为 。 的 初始 值 , 那 末 不 难 证 明 这 两 个 问题 是 等 价 的 . 

10. 多 重 特征 曲面 叶 和 可 约 化 性 ”可 以 补充 一 个 关于 未 必 对 称 的 一 阶 方程 组 的 
一 般 情况 的 注 记 .在 第 7 小 节 的 第 二 个 定义 中 所 说 的 特征 曲面 的 4 扇 叶片 0" 对 应 
着 4 个 线性 独立 的 零 化 矢量 /，.……, 1#， 使 得 算 子 2Z[ 轨 是 特征 曲面 叶 C 上 的 内 微 
分 算 子 。 现在， 我们 假定 这 些 特 征 曲面 叶 中 的 * 个 相互 重奏， 警 如 说 C5 .…, C', 但 
是 对 于 曲面 $(*) 我 们 仍然 有 矩阵 4 的 * 个 线性 独立 的 零 化 矢量 1, J 且 在 
整个 特征 井 面 上 都 是 如 此 >。 那 末 , 整 个 特征 曲面 C 就 称 为 : 重 的 ,并 且 所 有 这 :个 微 
RE UL G15) HME C 上 的 内 算 子 。 

我 们 仍 可 以 把 这 样 的 算 子 工 [ 四 称 为 双 曲 型 的 (广义 的 )， 虽 然 上 边 假定 了 4 在 
C 上 的 秩 是 hs. 

这 个 多 叶 重 荆 的 现象 和 特征 形 Q (5。,.…, 5) 的 出 现 可 约 化 性 有 密切 的 关系 ， 可 
约 化 性 的 意思 指 的 是 能 分 解 为 次 数 较 低 的 不 能 再 分 解 的 因子 的 乘积 ”， 


D BL, 它 的 形状 是 Av, +D 470; 十 '… 二 0, 其 中 


10 >œ 0 2ar ~arl .oe ~a™ 

0 all vee aP -ai Q ，… 0 
Ay= , | . 

0an s. a™ -a™ 0 oes 0 


2) 我 们 在 这 里 不 讨论 两 叶 或 多 叶 Cr 仅仅 相交 或 接触 的 情况 (参看 M Yamaguti avd K Kasahara 
uD. 

D 特别 是 ,这 种 情况 发 生 于 当 方程 组 L[4]=0 皇 由 几 个 那样 的 小 组 构成 的 时 候 , 在 每 一 个 小 组 里 只 包含 未 
知 函 数 中 的 几 个 的 导数 而 各 个 少 组 仅 由 低 阶 项 关联 着 ( 弱 关 联 )。 
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Q=2,0,- 。 Q; ee 
特别 是 * MASA TF Q; 的 发 生 与 多 重 特征 曲面 的 现象 有 密切 关系 。 

特征 曲面 必须 适合 方程 Q;=0 中 的 一 个 ;进一步 说 ,如 果 我 们 假定 方程 是 双 曲 型 
的 , 即 , 有 4 个 线性 独立 的 零 化 矢量 /*, 那 末 每 一 个 方程 Qy = 0 恰巧 给 出 A; NER EA 
立 的 零 化 矢量 H, AE A; 是 多 项 式 Qj 的 次 数 ， 如 果 因 子 Q 之 中 有 :个 彼此 恒 等 ， 
那 末 相应 的 特征 曲面 是 * 重 的 ,对 于 它 来 讲 , 我 们 有 * 个 线性 独立 的 零 化 矢量 ， 

反之 ,简单 的 代数 道理 表明 ,按照 我 们 的 定义 说 ,* 重 特征 曲面 叶 的 出 现 必然 推出 
Q 可 约 化 为 Qi.Q: 的 形状 . 

应 当 强 调 指出 ,在 可 约 化 的 情况 下 , 双 特 征 线 也 应 该 根据 相应 的 不 可 约 因子 Qj 
去 定义 (在 多 叶 重 普 的 情况 必须 这 样 定义 ) 而 不 是 根据 Q， 

”如 前 所 述 ,可 约 化 性 和 多 叶 重 又 出 现 于 物理 学 的 许多 方程 中 , 例如 Maxwell 方 
程 ,磁性 流体 波 的 线 化 方程 ,弹性 波 方程 (8 3a 和 $13 a)， 特 征 曲 面 叶 的 接触 和 相交 
也 是 经 常 遇 到 的 >。 不 过 ,在 这 些 情 况 里 方程 组 都 是 对 称 双 曲 型 的 , 这 种 多 重 性 对 于 
唯一 性 和 存在 性 的 证 明 并 不 引起 什么 困难 (但 是 在 研究 奇 性 的 传播 和 有 关 论 题 时 需 
要 特别 注意 ). 

11。 关 于 双 特征 方向 的 引 理 ”为 了 在 84 中 的 应 用 ,在 本 节 中 补充 下 边 的 一 些 注 
记 . 
引 理 ， 在 固定 的 点 * 处 ,我 们 把 特征 方 阵 4 BRR E= gy i=, ---, nn) 


tO PB, SLBA ME M= Eo «Bo =0 的 约束 和 
PAT RA EN RR ak TARRA 
i 在 一 27 G@=0-++,7), 
和信，1 和 ”和 
矩阵 4 的 左 零 化 矢量 和 右 零 化 矢量 . 
证 明 可 由 直接 计算 完成 之 ?, 然 而 我 们 将 如 下 进行 间接 推理 


D 可 以 猜想 , 这 种 多 重 性 对 于 微分 方程 组 必定 会 发 生 。 特 别 是 , 可 以 看 出 每 一 个 含有 奇数 个 方程 的 方程 组 
有 重 根 。 在 一 般 情况 下 这 个 猜想 的 证 实 似乎 会 是 一 个 有 趣 的 代数 问题 。 


k 
2) 在 一 阶 方程 组 的 情况 下 , 4= D4, RIA ay WI OR, HERES D aya”, Hoha” 
J= 


i,j=1 


RTN AJAI h a= zat 名 的 子 式 。 按 假设 ， 可 以 认 为 的 一 个 行 或 列 的 诸 子 式 相应 地 就 是 零 
i= 


488 x 学 b E HF 法 


我 们 考虑 在 一 定点 C 处 的 所 有 的 特征 面 元 ， 它 们 皆 垂 直 于 法 锥 面 的 叶片 而 由 参 
数组 Sotte, En 所 确定 ,后 者 除了 受 条 件 Eo, +--+, En) =0 的 限制 之 外 是 独立 的 变 
量 . 矢量 > 和 /都 是 $ BR. 

取 方 程 47 =0 的 微分 ,我 们 得 到 


Adr 十 Y Ard: =0, 
i=0 
以 ! 乘 之 并 注意 14=0, 则 此 等 式 化 为 
iAyrdsi=0. 
0 、 


因为 变量 E 受 着 条 件 QE, 5) 一 0 的 限制 , 所 以 微分 dE: 不 完全 是 独立 的 而 须 
满足 下 列 线 性 关系 ， 


dQ= 31 Q:48:=0, 
0 


因为 45i 的 二 个 支 量 可 以 任意 选取 ,从 这 些 关 系 立 即 得 知 , 量 0Q/65 和 ?47 是 
成 比例 的 ,这 就 证 明了 引 理 . 
这 个 结果 可 以 推广 到 当 4 在 所 考查 的 整个 区 域 上 具有 秩 数 为 4 一 s 的 重 特征 时 
片 的 情况 ， 特 征 曲 面 的 这 样 的 一 个 叶片 适合 形状 如 下 的 一 个 方程 
$0=f (61,** ,8n). 
矩阵 4 具有 线性 独立 的 右 零 化 矢量 1,7?, ASR, TEHTE 
意 的 ;和 RNA ` 
UæÆri= li Arf, 
化 矢量 7 或 1， 因 而 它们 除了 一 个 标量 因子 之 外 ， 被 唯一 地 确定 了 。 我 们 有 61: agha” 
Gj=1, ,6), 或 


aa” sala alr, 
a 
Sop <0, =a) 分 别 是 Sem Mr BUH HR =a, CBE a1 尖 0。) 由 于 


k k 
lAr= 5 lay ry= X Lay a" 
i j=l ij=1 * 


所 以 
alA’r=QE,. 
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所 以 不 论 i 和 7 取 何 值 ,比例 
UAtri Aria — f, (>0) 


总 是 成 立 的 . 
证 明 完 全 和 上 边 一 样 ， 我 们 在 一 个 定点 * 处 考查 方程 


n 
d4ri= y 4%, r'=0, 


v=0 


HPS, ee, En 为 独立 的 参数 ， 微 分 之 ,并 用 乙 左 乘 其 结果 , 则 同 从 前 一 样 , 得 到 


ov atrdt,=0, 
=0 


i= 


对 于 所 考查 的 叶片 来 说 ,其 中 E= S E Sd, HE 


do 一 > LE 


v=] 


是 限制 参数 dE, 的 唯一 的 条 件 。 所 以 
UArituArif,=0 (vr>0). 


§ 3a. Pl. 流体 动力 学 , 卓 体 光学 , 磁 流 体 动力 学 


1. 引言 ”在 本 节 中 我 们 将 考查 三 个 例子 ,用 以 说 明 8 3 的 一 般 理 论 . 

流体 动力 学 的 ( 拟 线 性 ) 方 程 组 表明 特征 ,射线 和 射线 辟 锥 面 的 物理 意义 . 

第 二 个 例子 -一 -晶体 光学 方程 组 显示 出 各 向 异性 的 重要 特点 ， 波 的 传播 速 
度 和 它 的 传播 方向 有 关 ; 在 晶体 光学 中 ,法 曲面 和 射线 曲面 都 是 四 次 曲面 ， 因 而 比 流 
体 动力 学 的 情况 更 为 复杂 . 

第 三 个 例子 一 一 磁 流 体 动力 学 方程 组 一 一 说 明 法 锥 面 、 特 别 是 射线 劈 锥 面 在 现 
实物 理 问题 中 可 能 有 的 复杂 结构 . 

G. F. D. Duff 研究 了 各 向 异性 弹性 波 方 程 组 的 更 复杂 的 例子 。 Girding” 
给 出 了 一 些 例子 ,它们 显示 出 了 法 曲面 ,射线 曲面 和 依赖 区 域 的 严重 退化 性 质 . 

在 对 称 双 曲 型 方程 组 的 情况 ,证 明 Cauchy 问题 解 的 存在 性 和 唯一 性 时 没有 什么 


D 遵照 物理 学 中 的 惯例 , 我 们 将 在 这 一 节 中 用 一 些 特 别 的 记号 。 读 者 应 当 把 它们 纳入 $3 的 记号 系统 里 。 
2) 参看 G. E. D. Duff[2] 和 V. T. Buchwald[1), 
3) BS L. Gårdiug[4], 
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特殊 的 困难 ( 见 §8, 10). 然而 对 于 非 对 称 的 方程 组 或 者 单个 高 于 二 阶 的 方程 来 说 ， 
法 锥 面 的 可 能 的 复杂 几何 结构 , 特别 是 多 重 元 素 , 引起 了 尚未 完全 解决 的 困难 >， 即 
使 在 对 称 双 曲 型 方程 组 的 情况 , 解 的 结构 的 详细 分 析 , 特别 是 奇 性 传播 的 探讨 ， 也 受 
到 特征 曲面 的 复杂 几何 性 质 的 阻碍 。 因此 ,§4 中 的 分 析 仅 能 直接 用 于 特征 方程 的 根 
的 重 数 不 变 的 情况 . 

2. 流体 动力 学 微分 方程 组 ”作为 非 线性 问题 的 一 个 例子 , 我 们 来 考查 在 *y F 
面 上 描写 可 压缩 流体 运动 的 微分 方程 组 (在 第 五 章 83.3 中 已 经 讨论 过 了 定常 流 的 情 
W). WEM u(r, y, 四 ,v(%, >,) 记 流体 的 速度 支 量 ,用 o(*, y, 个 记 密度 , 并且 和 前 
边 一 样 ,用 pCp) 表示 压强 , 它 是 密度 的 函数 , 而 r (P) >0, 于 是 拟 线性 的 Euler 运动 
方 各 组 是 


pv, + puvy + pvvyt+ P'py 一 0， (1) 


pity + putty + pvuy+t P'Ps=0, | 

Pi +Upy t+ UPyt P(Uy t+ Vy) =0. 
BELAU, wp 沿 流 形 $(x, y, 0) =0 的 值 ， 那 来 一 般 地 说 ,u,v,P 的 一 切 导 数 , 特别 
是 外 导数 Ug, vy, pg 沿 着 这 个 流 形 上 的 值 就 被 唯一 地 确定 了 ， 不 过 ， 如 果 在 4%=0 上 
或 者 在 整个 族 %= 常 数 上 特征 条 件 


(hi + Udy topy) Q P’ dy 
Q= 0 P Cp: + ud, tvey) P'Py =0 (2) 
PPs ppy pe t+ ud, tod, 
成 立 ,情况 就 不 同 了 。 展 开 这 个 行列 式 , 我 们 得 到 
Q= (hy + Udy + vp Lpet upy + Py)? — p (ps+ $5) 1=0, (3) 
然后 略 掉 因 子 p? 并 令 pt, 各 一 所 py =n A” 
(c+ ug tun) Elet us + 0)? — p (§? +9?) ]=0, (3’) 


在 * 久 空间 里 的 特征 曲面 =0 或 者 在 *? 平面 上 相应 的 曲线 族 上 一 V(x, y)( 它 是 令 
o=t—-Y(%, y) 而 得 到 的 ) 又 一 次 表示 在 运动 的 流体 中 可 能 存在 的 间断 性 的 波形 , 即 
波 前 ， 所 以 ,与 (3) 中 第 一 个 因子 相应 ,我 们 得 到 特征 曲面 

7 十 此 十 020 一 0。 (4) 


1) 关于 具有 多 重 特征 的 单个 方程 的 讨论 ,参看 工 _Girding[2] 和 A. Lax(1], 
2) rt 二 起 二 07 二 $$ 是 一 个 运动 着 的 流体 微 困 的 随时 间 的 变化 率 。 
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在 Ey 空间 里 相应 的 法 锥 面 2 叶 是 一 个 平面 ， 所 属 的 射线 在 *? 平面 上 的 投影 不 是 
别 的 而 正 是 流动 的 流 线 ;在 *yt 三 维 空间 里 由 dx/4dt==4, dy /dt=v 确定 的 射线 本 身 
表示 流动 的 流 线 和 流动 速度 的 配合 ， 
与 (3 ) 中 第 二 个 因子 相应 ,我 们 有 特征 流 形 
(t +ug + vn)?— p (E+) =0, (5) 
它 是 法 锥 面 的 一 个 二 次 的 叶 . 由 比例 dt:dx:4y 所 给 出 射线 或 双 特 征 线 的 方向 仍 Ze 
示 间 断 性 的 “传播 速度 "或 者 射线 速度 。 以 :为 参数 的 射线 满足 ”Monge 方程 ”( 见 第 


二 章 ,85) 
dx \t (dy V2 , 
CR o 
这 是 不 难 验证 的 . 
在 声学 和 流体 动力 学 中 , VP” 是 声速 。 所 以 方程 (6) 说 明 ， 间 上 断 性 传播 的 相对 
速度 等 于 声速 . 


这 些 结果 和 它们 与 前 边 (第 五 章 , $3, 3) 叙 述 过 的 定常 情况 的 关系 可 以 用 下 边 的 
几何 解释 进一步 说 明之 ， 

4 u 和 vv 给 定时 , 假定 顶点 是 在 原点 * 二 》=t=0, 则 局 部 射线 锥 面 或 ryt 空间 
里 的 特征 微分 方程 的 Monge 锥 面 是 


($-+) +(2-»/ =p" (P). 
显然 ,可 以 从 原点 把 平面 :=1 中 的 图 
(%¥—u)*+ (y—v)? =p’ 

投射 而 得 到 它 。 按 此 图 是 否 包 含 原点 *==0,y==0, M, Wetec’ R utp, 
问题 中 的 贺 锥 或 者 包含 : 轴 ， 或 者 倾斜 到 那 种 程度 以 致 于 使 得 : 轴 落 在 它 的 外 边 . 
参看 图 47. 

令 所 有 对 的 导数 等 于 零 ， 即 过 渡 到 定常 的 情况 。 如 此 则 我 们 仅 考 虑 Monge 锥 
的 符合 条 件 $:=0 的 切 平面 , 换 名 话说 , 垂直 于 *y 平面 或 者 包含 上 轴 的 切 平面 。 它 
们 和 锥 面相 接触 的 直线 构成 定常 情况 的 两 个 特征 方向 ， 既然 当 且 仅 当 上 轴 落 在 锥 外 
时 , 即 当 流速 Y tAk V r 时 , Monge 锥 才 有 通过 上 轴 的 两 个 不 同 的 实 
的 切 平面 。 所 以 明确 了 前 边 第 五 章 8$3 中 关于 定常 流动 的 结论 . 


D ERHRUP—-TRENTAAM t= 0,7 yom 0 和 固定 的 wv,p 值 而 作 局 部 考虑 的 。 
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3. 晶体 光学 “在 第 三 章 82 中 我 们 曾经 由 不 大 相同 的 观点 推出 了 真空 中 的 Max- 
well 方程 的 特征 条 件 。 我 们 在 这 里 将 要 把 Maxwell 方程 推广 到 晶体 光学 的 情况 . 
RAR DERE C, BL DARLE B 的 Maxwell 一 般 方程 是 


curl =19, curl GE= 二 9 (7) 


其 中 。 是 光速 ,点 表示 对 时 间 : 的 导数 ,w 名 = 由 (w SRR, 通常 假定 等 于 D. He 
县 区 的 支 量 upupu, 和 电位 移 D HURAE D= (Eu, Equa, Ests), IXE E, E, E 是 沿 
三 个 坐标 轴 方 向 的 介 电 常 数 。 不 同 常数 e 的 出 现 表 征 着 介质 是 一 种 晶体 . 

由 (7) 立 即 得 到 (div D) =0 和 (div B) =0, 假定 初始 时 刻 有 div H=div B=0, 
那 末 在 任何 时 刻 我 们 都 有 

divD=0, div B=div H=0; (7a) 

我 们 将 恒 假定 (7 a) 成 立 。 

由 (7) 消 去 矢量 ,得 到 关于 电 矢 量 的 三 个 二 阶 线性 微分 方程 ， 


o ii, =Au,——- div gan 2a Os 


Ox Oy? 0z3: Oxy ðzðx’ | 
0 _ 0 ua | Qu, Ous Ou 

Pally = Ay Ty div €= = Fi + Ou? dos dr0y: (8) 
ð Ou, Gus d'u Ou 

Gig = Auy— a> div =a + Gy? dade aydz” 


其 中 PUNE ORTH BET RR, 射线 锥 面 方程 和 法 曲面 方程 


D BBS 14a,1 中 关于 矢量 的 每 个 支 量 的 各 个 方程 。 
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的 代数 演算 .把 *, y, z 改写 成 *1，*2,，*s, 我 们 有 特征 流 形 = 一 岁 (*) =0 的 下 列 


方程 ; - 
2 一直 一 Ci —F So —o18s 
A)=| 一 名 5 P?— 682—02 —§.53 |=0, 
ET 一 上 sa P —E3— 0s 


其 中 二 pr,, p= [E= +E, HEMT GS 
H (E) = (p?— o) (P?— 02) (P?— Gg) 


E r, & 空间 里 法 锥 面 的 方程 是 


Q(z, E) = (P?— o r?) (p2— 027?) (p?— oye?) 
(pat Beast aoa )=O 
所 以 
H (é)=Q(-1, 8). 
因此 法 曲面 是 


3 
PE = d=1. 


i=} 
车 以 5:/P? 代替 5:, 便 得 到 逆 法 曲面 (参看 $3,3) 的 方程 ， 
G=}, 


Ši 
Io Tt 


法 曲面 的 另 一 种 形状 是 


相应 的 逆 法 曲面 是 


利用 恒等式 


— (p?— T:E? of} 
i= Dp Leeper Dn pe 


可 以 从 (10) 直 接 计算 得 出 (10 a); RG RBA (11a), 


(9) 


(9a) 


(9 b) 


(10) 


(11) 


(10a) 


(11a) 
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射线 曲面 可 以 看 成 道 法 曲面 的 法 平面 的 包 络 >”， 同 样 也 可 以 作为 法 曲面 (10) 的 
切 平面 关于 单位 球 的 极点 的 轨 跻 . 


在 点 处 的 切 平面 以 5 为 流动 坐标 时 的 方程 是 D FE Cë) =0 或 
TF, (E) t= 号 56Ftx。 这 个 切 平面 的 极点 的 坐标 是 
3 
n=Fy(E) / Y EF a (é). 
k=l 
从 这 些 代数 方程 和 (10 a) SA Ee MEAT AOS HAR A TON P: 
| 2 
> VE i =1 


i p4 (R?= 3). (12) 
oj 


法 曲面 和 射线 曲面 都 是 四 次 代数 曲面 一 “Fresnel 曲面 >。 把 cb E, 和 ?分 别 与 
1/04,5, 和 对 换 , 则 这 两 个 曲面 的 一 个 就 变 为 另 一 个 ， 我们 将 在 第 4 小节 中 进行 分 ， 
析 而 知 这 些 曲面 都 是 由 两 叶 闲 曲面 组 成 的 ， 其 中 内 部 的 一 叶 是 凸 的 。 由 原点 将 它们 
投射 到 一 个 四 维 空间 里 就 分 别 得 到 法 锥 面 和 射线 锥 面 .在 对 射 变换 下 ， 二 者 之 一 的 
凸 核对 应 于 另 一 个 的 凸 沉 . 

4， 法 曲面 和 射线 曲面 的 形状 ”法 曲面 (10) 是 一 个 四 次 曲面 , 它 关 于 原点 是 对 称 
的 。 这 个 曲面 和 每 一 条 通过 原点 的 直线 相交 于 四 个 点 ; 它 是 由 两 个 封 闲 的 “曾子 ?组 
成 的 ,这 两 个 “量子 ?除了 在 四 个 点 处 相互 接触 之 外 彼此 是 分 离 的 . 假定 01>02>0， 
这 四 个 二 重点 位 于 55s 平面 内 的 直线 


上 ,它们 确定 了 双 铀 晶体 的 主轴 

由 方程 (10) 人 和 人 手 作 计算 即 可 证 明 这 些 事实 方程 (10) 和 (12) 形 式 上 的 相似 还 表 
明 相 应 的 命题 对 于 射线 曲面 也 成 立 ,当然 01, cx 和 cs 要 换 为 它们 的 倒数 . 

用 (p? 一 01) (Pp? 一 02) (Pp? 一 03) 乘 (10) 并 按 5 归 并 同 次 项 , 我 们 发 现 法 曲面 的 下 列 
方程 
l —010:03(1— F (E) + PDE))=0, (13) 
其 中 


1) 注意 我 们 用 这 个 解析 方法 得 到 的 是 射线 曲面 本 身 而 不 是 直接 造 出 它 的 外 亮 。 
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pram Ei +E +83, 


p?— E? p?— £2 p?— E? 
cy — 1 2 3 
多 (5) 一 ai 十 Oo + T3 3 (13’) 


o@) - #14448 


0303 30, O102° 


如 果 a 是 任 一 单位 矢量 ， 那 末 过 原点 而 方向 为 e 的 直线 是 由 形式 为 5 二 Pa 的 点 组 成 
的 ,其 中 是 一 个 参数 . P 的 二 次 方程 
p4@(a) 一 pzP(a) 十 1 一 0 (14) 
的 根 确 定 了 这 条 直线 和 法 曲面 的 交点 . 这 个 方程 的 判别 式 是 
l X (a) =¥?(a)-—4 (0), (15) 
BS 


不 难 经 过 计算 证 明 对 于 Del=1 有 
x (a) =|] (e141t a4, t0545), (16) 
其 中 乘积 包括 正 负 号 的 四 种 组 合 。 因 为 4 和 4, 都 是 实数 , 4. 是 纯 虚 数 ,所 以 的 
因子 可 以 配 成 共 轿 的 复数 对 。 因 此 >>0。 FKL, 仅 当 wz=0 H a4, ta,4,=0 时 
才 有 X=0。 所 以 (14) 的 四 个 根 都 是 实 的 ,并且 除了 was=0 H ce141 土 es34==0 的 情况 
之 外 它们 的 值 是 不 同 的 . 
所 以 法 曲面 是 由 两 个 曾子 组 成 的 ,它们 的 方程 是 


2 


TORRO, OE Or 


e 
利用 ¥Y 和 多 的 齐 次 性 ,我 们 可 以 定义 X(5) 如 下 : 
X (E) =P (E)—4 PPE). (17) 
FEA SAD BS BS IE 
v(E)+IV XE) |=2, 
F(EV—|Y X) |=2, 


PA SFL EO AAD eh OP AE SEs 平面 内 的 直线 
§,4,+6,4,=0 


(18) 


上 (图 48). 
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448 巷 曲 面 与 坐标 面 的 交 线 


为 了 对 法 曲面 有 一 直观 认识 ， 我 们 用 坐标 平面 去 截 割 它 。 它 和 平面 52=0 的 交 
线 是 一 个 圆 ， 


好 十 号 一 02 一 0， 
和 一 个 椭 贺 


它们 相交 于 四 个 点 。， 当 然 ， 这 些 交 点 就 是 法 曲面 的 内 畦 和 外 办 的 接触 点 ， 在 其 它 两 
个 坐标 面 上 的 截 线 也 都 是 一 个 圆 和 一 个 棋 圆 , 不 过 它们 是 不 相交 的 。 在 平面 和 1 一 0 上 
的 截 线 是 


时 十 号 一 Cl 一 0， 

和 

ALA soy 

aa T, 
相仿 地 ,在 平面 88=0 上 的 截 线 是 

全 十 如 一 Is 一 0 
和 

By Aye, 

aa oy 
参看 图 48. 


由 $3 的 一 般 理 论 知 道 , RMA SHAE. DARE, AEs 
向 内 的 四 个 锥 顶 , 内 单 的 相应 的 顶 是 向 外 的 . 

前 边 已 经 指出 过 , BHO, wa 和 cs 换 成 它们 的 倒数 ， 则 对 于 射线 曲面 也 有 完全 
同样 的 结论 ， 不 过 要 注意 $3,5 中 所 指出 的 事实 , BN, 当 处 理 锥 项 的 时 候 , 需要 修正 
对 射 变换 的 概念 ， 包围 原 点 的 屿 曲面 的 象 必定 是 另 一 个 山 曲 面 ， 法 曲面 的 山内 罩 对 
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应 着 射线 曲面 的 凸 党 (在 图 49 里 二 者 均 示 以 粗 线 )。 法 曲面 的 锥 顶 变换 为 四 个 平面 
“盖子 ”， 把 它们 加 到 射线 曲面 上 就 作成 了 它 的 凸 膏 ， 这 些 盖子 不 是 由 特征 平面 的 包 
络 产 生 的 而 是 射线 曲面 本 身 ( 可 以 把 它 表示 为 特征 平面 的 包 络 ) 的 支 托 平面 的 一 些 部 
分 ， 


49 (a) 法 曲面 ，(b) 射 线 曲面 


因为 法 曲面 和 射线 曲面 是 互 为 对 射 的 ， 所 以 法 曲面 的 凸 沉 被 变换 为 射线 曲面 的 
Aum. 法 曲面 的 外 章 之 不 属于 其 凸 沉 的 部 分 被 变换 为 射线 曲面 的 相应 部 分 (在 图 49 
中 两 者 均 示 以 虚线 ). 正 象 法 曲面 的 锥 顶 对 应 着 射线 曲面 的 盖子 一 样 ,法 曲面 的 盖子 
被 变换 为 射线 曲面 的 锥 项， 盖子 的 边缘 都 是 抛物 的 曲线 , 即 , 法 曲面 的 主 曲率 之 一 等 
于 零 的 点 所 成 的 曲线 . 参看 图 49. 

事实 上 ， 射 线 曲面 的 盖子 的 边缘 都 是 圆 ， 因 为 每 一 个 边缘 都 是 一 个 平面 和 一 个 
四 次 曲面 的 接触 曲线 , 所 以 每 个 边缘 都 必须 是 一 个 四 次 曲线 , 它 的 每 一 个 点 都 是 二 
重 的 ， 所 以 它 是 一 个 圆锥 截 线 ， 为 了 看 清楚 盖子 的 边缘 是 一 个 圆 ， 我 们 用 齐 次 坐标 
9,z RS WHR Ao Ay E 

A— tP (n) + PON) =0, 
EPET 和 中 的 表达 式 里 的 参数 cu cs 和 cs 应 换 为 它们 的 倒数 .于 是 射线 曲面 包 
含 射影 空间 里 的 绝对 圆 , 其 方程 为 
t=0, 只 2 一 0. 
因此 射线 曲面 的 每 一 个 平面 截 口 都 包含 该 平面 的 两 个 绝对 点 。 如果 截 口 平 面 曲线 退 
化 为 两 条 二 次 盟 线 , 那 末 ,这 两 条 曲线 之 一 包含 这 些 绝对 点 ,所 以 是 一 个 圆 . 特别 是 ， 
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对 于 盖子 和 射线 曲面 的 接触 曲线 来 说 ,这 个 论断 也 是 真实 的 (这 个 推理 附带 地 断定 了 
射线 曲面 和 每 一 个 座 标 平面 的 交 线 都 必定 包含 着 一 个 圆 ). l 

5， 品 体 光学 的 Cauchy 问题 ”晶体 光学 的 一 阶 方程 组 的 和 其 它 常 系数 微分 方 
程 组 一 例如 磁 流 体 动力 学 方程 组 的 Cauchy 问题 都 可 以 借助 消 元 法 (参看 第 一 章 ， 
8$ 2) 归结 为 二 阶 方程 组 或 一 个 高 阶 方程 的 Cauchy 问题 ， 我 们 将 以 晶体 光学 的 情况 
为 例 扼要 地 证 明 相 应 的 Gauchy 问题 的 等 价 性 . 

由 原来 关于 电 矢 量 和 磁 矢 量 的 Maxwell 方程 组 (7) 消 去 磁 矢 量 , 我 们 得 到 关于 电 
笑 量 的 三 个 二 阶 方程 的 方程 组 ， 


Om du Ou du 
a= Bat t Gxt dx,0x, Ox,0%," 


an O7u, | O7Uy Pus Oru 
Fata Oat Ou? Ox2Oxs O%,0%,’ (19) 
Ou, Ouz Oru, Ou 


Tai = Oar Ox? Ox,0x, OX,0%,” 
厌 助 销 元 法 ,不 难 见 到 矢量 u 的 一 切 支 量 w 都 满足 同一 个 六 阶 方程 ， 
DG t)w=0, (20) 


Soh RAS, 所 表示 35%， 并 且 


Pë oT —E 8, 一 上 3 


D(E,t)= —Es, p2 一 总 一 Ooz2 — Es 。 (20’) 
一 66 —§5, p2 一 各 一 Caz? 
由 (13) ,我 们 知道 
DE, T) = —o10,05(88—¥ (E)tt + p?O(E) 2”), _ (21) 


因为 可 以 从 忆 的 每 一 项 里 劈 出 一 个 因子 e, 所 以 可 把 方程 (20) 降 为 一 个 四 阶 方程 . 
v=, M] 
FE, c)u=(ct—¥(E)e? + PDE) )v=0, (22) 
利用 方程 (7 a)， 经 过 简单 的 计算 , 我 们 能 够 消去 方程 (19) 中 的 两 个 支 量 而 获得 
关于 电磁 矢量 的 一 切 矢量 的 四 阶 方程 | 
F(E, r)u=0, (22 a) 
Maxwell 方程 (7) 的 Gauchy 问题 和 方程 (22) 的 Cauchy 问题 一 般 地 有 密切 的 联 
系 ， 在 前 一 问题 中 给 定 了 和 饼 量 区 和 吕 当 上 =0 时 的 值 。 我 们 来 证 明 可 用 方程 (22) 的 
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适合 特殊 的 Gauchy 数据 
v(0,*) =0, v4(0,%)=0, 
vr (0,%)=0, Vree (0,%)= 28(%) | (22) 
的 解 来 表达 Maxwell 方程 的 Gauchy 问题 的 解 。 
HA wt (tx) =f (一 9oGs eds 则 
D(E,r)u*=0 (23) 
H 
w* (0,2) = rw (0,x)=0  (i=1,2,3,4) 
s. (23) 
ae” (0,%) =g), 
如 果 用 
w"(t,x)=U{g} 
记 这 个 解 , 那 未 Cauchy 问题 
DE, r)w(t, x)=0 (24) 
w(0, %)=8g(%), Siw(0,*) = gi(x) (i=1,...,5) (24’) 


的 解 显然 就 是 


| w(t, #) =U es} 4+ 2 utey+-S 2 Utes} +U {rEg} 
Patel Barbe 


SU tet Tut ¥ (E) 13+ U{e°?() g1} 


DU {0} + Ur) e+ ZU WHEE}. (25) 


于 是 ,为 了 求 Maxwell 方程 组 的 初 值 问题 的 解 , 我们 只 须 证 明 它 的 Cauchy 数据 
直接 给 出 (24) 的 Cauchy 数据 ， 利 用 方程 组 (7)， 我 们 可 以 用 各 支 量 ”的 空间 导数 表 
示 它 们 的 时 间 导 数 ， 而 空间 导数 又 可 由 Cauchy 数据 给 出 。 将 方程 组 先 对 上 求 导数 ， 
如 此 等 等 ,还 可 以 得 出 对 时 间 的 高 阶 导数 . 于 是 ， 只 要 能 在 特殊 形状 的 Cauchy 数据 
(22/) 之 下 求 四 阶 方 程 (22) 的 解 ， 我 们 也 就 会 求 Maxwell 方程 组 的 Cauchy 问题 的 解 
T. 我 们 将 在 § 14a 中 处 理 后 一 问题 . 
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6。 磁 流体 动力 学 ” 受 电 磁力 作用 的 电离 气体 或 液体 的 运动 是 一 个 愈 来 愈 重 
要 的 课题 。 它 提出 了 极其 众多 的 涉及 双 曲 型 算 子 的 问题 ， 在 此 对 我 们 有 趣 的 是 ， 即 
使 是 这 种 运动 的 简单 情况 ,也 导出 结构 比较 复杂 的 特征 曲面 ,但 这 些 特征 曲面 仍 属于 
本 意 所 阅 述 的 一 般 理论 的 情况 ， 我 们 限于 讨论 最 简单 的 情况 一 -处 于 磁场 中 的 完全 
导电 的 补体 ， 令 + 表示 流动 速度 的 矢量 , BAERE J 为 电流 密度 矢量 , y 为 磁 导 
率 。 我 们 还 用 符号 v 记 梯度 ,x 记 有 向 积 ,需要 时 用 。 记 无 向 积 . 

这 样 的 液体 的 运动 方程 构成 一 个 既是 各 向 异性 的 又 是 非 线 性 的 双 曲 型 方程 组 . 
为 了 简化 ,假定 流动 的 速度 比 光速 小 得 多 ,因而 可 以 忽略 相对 论 的 效应 一 例如 Ma- 
xwell 方程 中 的 位 移 电 流 。 于 是 我 们 有 


uJ =cur! B, (13) 
其 中 4 表示 磁 导 率 。 进一步 假定 导电 率 为 无 穷 , 则 可 将 电场 矢量 E 表示 如 下 ， 
E=—uxB. (13) 


Maxwell 方程 组 中 其 余 的 两 个 方程 和 流体 的 Euler 运动 方程 共同 给 出 关于 流体 
的 B, u 和 密度 P( 它 们 是 位 置 * 二 (%*, y, 2) 和 时 间 上 的 函数 ) 的 下 列 偏 微分 方程 组 ， 
div B=0, 
B,—curl (ux B)=0, 
(14) 
pu, t+ p(u-y)u+grad p—u-!(curl B) x B=0, 
P: +div (pu) =0, 
第 三 个 方程 中 的 最 后 一 项 表示 磁场 作用 在 单位 体积 的 流体 上 的 力 7x8. 象 在 通常 
的 Maxwell 方程 组 中 一 样 ,第 一 个 方程 具有 初始 条 件 的 性 质 . 
我 们 将 考察 这 些 由 略 去 一 切 二 阶 项 所 得 的 线性 化 了 的 方程 。 于 是 不 难看 出 这 个 
线性 方程 组 在 83,8 的 意义 上 等 价 于 一 个 对 称 双 曲 型 方程 组 . 
首先 考虑 不 可 压缩 流体 的 情况 ,p 一 常数 。(14) 的 最 后 一 个 方程 化 为 
divu=0, 
并 且 可 以 把 压强 p 当 作 一 个 因 变 量 . 为 了 得 出 特征 条 件 , 我 们 考虑 一 个 任意 的 流 形 
p(x, D =0 并 令 
v= gy +u-vo=9, (15) 
D 关于 这 一 领域 中 更 多 的 细节 请 参看 F.de Hoffmann and E. Teller{1], K. O. Friedrichs and H. 


Kravzer{1],H. Grad [1],J. Bazer and O. Fleischman[1]; 还 有 F. G. Friedlander{2], M. J. 
Lighthili[1] 和 H. Weitzner(1], KURERE § 3 中 所 用 的 记号 ， 而 是 按照 物理 学 文献 中 所 用 的 ， 
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(BASH, #O)= e+ u-vb, 所 以 = 加 是 从 一 个 随 着 流体 运动 的 点 观察 量 加 对 
时 间 的 变化 率 。) 那 末 , 如 果 # 一 0 是 一 个 特征 流 形 ，? 应 当 满足 一 个 行列 式 方程 , 不 
难 发 现 其 展开 形状 是 
upv(upr?— (By)? =0, (16) 
于 是 , 对 应 于 。=0 我 们 有 一 个 特征 速度 ,而 对 应 于 两 个 相对 速度 to Bve)! 
中 的 每 一 个 我 们 各 有 一 个 二 重 的 特征 速度 . 
象 在 第 2 小 节 中 一 样 ,特征 *= 0 代表 流动 的 一 条 流 线 ，(16) 的 另 一 个 因子 代表 
向 前 的 Alfvan 波 和 向 后 的 Alfvan 波 ， 令 += 如， 一 v#， 则 见 它们 的 法 曲面 是 平面 
Vup(r+us) + (BE) =0, 
不 失 一 般 性 ,可 设 “= 0, 即 ,采用 一 种 以 流体 的 速 
度 运动 着 的 坐标 系 ， 因 为 我 们 的 微分 方程 在 这 种 变换 
下 是 不 变 的 。 有 时 不 去 考虑 本 来 的 法 曲面 而 考虑 逆 法 
曲面 ， 向 前 Alfvan 波 的 逆 法 曲面 丛 是 一 个 以 
b= |B| (up) ="? B 
为 直径 而 过 原点 的 球面 (参看 图 50). 它 的 极点 是 射线 
曲面 ， 它 是 由 一 条 孤立 的 射线 从 原点 投射 而 得 的 一 个 
单独 的 点 % 二 5b8/18| 组 成 的 .所 以 ,一 个 向 前 的 Alfv3n 图 50 向 前 的 
波 只 沿 着 的 方向 传播 ;其 相对 干流 体 的 速率 5 称 为。 O Raam 
Alfvan 速 率 ， 相仿 地 ， 一 个 向 后 的 Alfvan 波 以 速率 二 沿 着 与 B 相反 的 方向 传播 
对 于 可 压缩 流体 ，(14) 仍然 适用 , 但 此 刻 P 是 一 个 已 知 函数 P(p)。 由 于 声速 


ae a=VF 
和 Alfven 速率 5 同时 参与 ,此 时 情况 更 为 复杂 。 采 用 和 不 可 压缩 流 情况 中 同样 的 符 
号 ,我 们 找到 特征 条 件 是 
v(v?— (by$)*)[ot— (a+ byv? + a (bye)? ]=0, (17) 

其 中 a= y'p",b=|B| (ue), HRT OR BEARER ME "= 0 和 Alfvan 特征 
v= 土 Bvp (np) 1A, 

与 (17) 中 的 四 次 因子 相应 的 轨 述 , 即 法 曲面 和 射线 曲面 , 比 起 Alfvan 轨 迹 来 就 更 
加 有 趣 而 更 加 复杂 了 .为 了 简化 讨论 而 又 不 失 一 般 性 ,我 们 仍 假定 速度 u 为 零 ,至 少 
在 所 考虑 的 点 处 如 此 (我 们 的 微分 方程 在 以 恒 束 平移 的 坐标 系 的 变换 下 是 不 变 的 ). 
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和 前 边 一 样 , 我 们 在 特征 微分 方程 里 以 矢量 5 代替 v$ 并 且 以 5 代 赫 省 ， 

一 般 说 来 ,法 曲面 有 三 叶 , 并 且 由 于 它们 以 磁 矢 量 中 为 旋转 轴 而 对 称 , 因而 可 仅 
考察 其 与 515, 平面 的 截 线 。 法 锥 面 的 内 叶 是 凸 的 ， 包 讲 着 它 的 核 ， 外 叶 偶 张 到 无 穷 
远 ; 它们 象 是 垂直 于 ? 轴 的 平面 ,不 过 被 轴 宗 了 个 孔 ( 参 看 图 51). 


Alfvan Alfvén 
轨迹 轨迹 


(a) (b) 


(c) 
图 51 法 曲面 


从 几何 上 来 讨论 ,应 按 声速 “与 Alfvén 速率 3 的 关系 区 别 对待 下 列 三 种 情况 : 

(a) ar<b?, 

(b) at= bt, 

(c) a2> 52, 
图 51 里 画 的 是 法 曲面 .在 情况 (a) 和 (c) T, 法 曲面 有 两 个 二 重点 , 即 , 和 原点 的 距离 
为 1/2 而 在 83 的 方向 上 的 那 两 个 点 ， 在 无 穷 远 还 有 一 个 四 重点 .值得 注意 的 是 伸张 
到 无 穷 远 的 两 叶 曲 面 对 应 着 特征 方程 的 四 次 因子 。 所 以 法 锥 面 并 不 是 由 套 起 来 的 闭 
曲面 组 成 的 . 

在 情况 (b) 下 有 两 个 三 重点 ,它们 是 Alfvan 轨迹 与 四 次 轨迹 的 两 叶 的 交点 ， 于 
此 我 们 有 了 一 个 这 样 的 例子 ， 其 中 法 难 面 的 凸 核 是 由 相交 而 伸张 到 无 穷 远 的 两 叶 上 
的 两 片 组 成 的 ， 这 些 交点 是 法 曲面 的 锥 形 点 . 

将 这 些 轨迹 (图 51(a), (b),(c)) 关 于 单位 球 作 反 演 , 即 得 相应 的 逆 法 曲面 .图 52 
(b) , (c) 表 明 即 使 法 曲面 本 身 的 核 是 凸 的 , 逆 法 面 的 外 叶 也 不 一 定 是 凸 的 . 

图 53(a),(b),(c) 中 表明 了 射线 曲面 。 它 的 代数 次 数 较 法 曲面 的 次 数 高 。 情况 
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轨迹 


5 HER 


(a) 表 明 ， 即 使 法 锥 面 和 法 曲面 都 是 正则 的 , 相应 的 射线 锥 面 也 可 能 有 奇异 性 ， 在 这 
种 情况 下 ,三 尖 形 的 图 是 由 图 52(a) ,(c) 中 的 完整 的 孵 形 得 到 的 。 尖 点 对 应 着 法 曲面 
Sb Aa AICS eK. ER 53(b) 里 ,射线 曲面 的 外 党 不 再 是 凸 的 , 所 以 它 和 它 的 
HERRERA. Alfvèn 轨迹 的 射线 位 于 射线 锥 面 其 余部 分 的 外 边 , 虽然 法 速率 的 
Alfvén 轨迹 ( 逆 法 曲面 ) 恒 在 另 一 法 速 轨迹 之 上 或 内 。 如 果 我 们 认识 到 法 速度 和 沿 
着 射线 的 速度 一 般 是 不 同 的 , 便 不 难 解 释 这 一 点 . 


(8) (b) 


(c) 
53 ”射线 曲面 


因 射 线 锥 面 有 尖 点 , 故 可 以 预料 具有 光 清 初始 边界 的 干扰 可 能 会 产生 出 尖 点 来 . 
事实 确实 如 此 ,如 图 54 中 所 示 ， 
这 些 例子 说 明 , 即 使 法 锥 面 是 正则 的 ,射线 劈 锥 面 也 可 能 具有 复杂 的 结构 并 且 表 
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现 出 奇异 性 ， 与 此 相应 ， 别 的 特征 曲面 还 可 能 具有 出 乎 意料 的 异 奇 性 . 这 些 奇 异性 
指示 出 了 涉及 代数 几何 学 和 偏 微分 方程 论 间 相互 关系 的 有 趣 的 问题 . 

在 本 节 中 我 们 考查 了 特征 元 素 特别 是 波 前 的 几何 形状 ， 以 后 当 我 们 详细 讨论 初 
值 问题 和 波 的 传播 的 时 候 , 我 们 将 体会 到 前 边 的 分 析 对 于 波 的 传播 问题 的 重要 性 ( 例 
如 ,参看 第 4,7,12,14,15 eH). 


§ 4， 间 断 性 的 传播 和 Cauchy 问题 


1. 引言 对 于 光滑 的 初始 数据 , 将 在 $8, $9 和 $ 10 里 用 "能 量 积分 ”法 造 出 
Cauchy 问题 的 解 来 ， 这 是 一 种 不 直接 以 特征 概念 为 基础 的 方法 ， 然 而 ,在 本 节 和 下 
节 中 我 们 将 体会 到 特征 曲面 和 射线 仍然 对 解 的 结构 起 着 决定 性 的 作用 。 开 始 我 们 
将 分 析 间 断 性 在 特征 曲面 上 沿 着 射线 的 传播 (参看 81 和 8§2). 但 是 这 个 分 析 将 使 控 
讨 的 途径 弄 得 更 开 府 些 ,结果 就 可 以 使 我 们 只 要 沿 射 线 解 常 微分 方程 , 便 能 获得 一 大 
类 问题 的 起 码 是 近似 的 解 . 

初始 数据 或 者 这 些 初始 函数 的 导数 的 间断 性 大 都 限于 初始 空间 的 至 多 是 (7 一 1) 
维 的 流 形 上 ; 除 此 而 外 ,将 假定 这 些 数据 具有 任何 所 需 程度 的 光滑 性 ( 即 , 具 有 任何 所 
需 阶 数 的 连续 的 导 函 数 ). 

正如 下 文 将 详细 指出 的 ,间断 性 的 传播 的 分 析 是 以 这 样 的 假定 为 基础 的 , 即 , 所 
考虑 的 特征 是 彼此 不 同 的 ,或 者 , 在 重 特征 的 情况 , 在 每 一 点 处 每 一 个 特征 元 素 的 重 
数 都 是 一 样 的 。 这 个 限制 从 一 般 理 论 的 范围 内 排除 了 某 些 有 关 的 数学 物理 问题 ， 虽 
然 对 那些 问题 可 以 作 特 殊 的 处 理 , 但 是 一 般 理论 的 未 至 完善 , 则 可 作为 后 起 学 者 进 一 
步 研究 的 课题 ?， 以 后 各 节 中 不 少 的 例子 和 注释 都 将 说 明 这 个 情况 ， 

2。 一 阶 方程 组 的 一 阶 导 数 的 间断 性 ， 输 运 方程 ”我们 首先 考虑 一 阶 的 线性 方 
EA? 


1) 对 于 重 特征 的 理论 已 经 取得 了 一 些 进 展 , 如 D Ludwig[3]。 又 参看 R. Lewis(1], 
2) 至 于 氢 线性 方程 组 ,参看 第 9 小 节 。 
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LLu]= yo Au; + Bu=0. (1) 


i=0 

我 们 先前 曾经 看 到 ( 见 第 三 章 和 第 六 章 § 3) FBR Coa) = 0 时 4 是 连 
续 的 而 其 一 阶 或 者 可 能 的 高 阶 导数 发 生 跳 跃 ， 则 C 必 为 特征 曲面 。 由 于 u= ugh: + 
切 向 导数 ,并 且 假 定 了 当 跨 过 C 时 切 向 导数 是 连续 的 ,从 跨 C 的 跳跃 关系 ? 


(Liu = BAG)=0 
i=0 
可 推出 


> Api (ug) = 4 (ug) =0. 


所 以 矩阵 A= 与 Aigi 是 奇异 的 ,并 且 外 导数 ug 跨 过 C 的 跳跃 
8= (ug)=or (2) 

是 特征 矩阵 4 的 一 个 右 零 化 矢量 ,其 定义 见于 83,c 是 一 个 标量 因子 . 

除非 特别 申明 ,我 们 象 在 § 3 中 一 样 假定 特征 和 矩阵 4 的 秩 为 4 一 1, 因 而 除了 一 个 
标量 因子 之 外 具有 一 个 且 仅 有 一 个 右 零 化 矢量 和 一 个 左 零 化 矢量 ,适合 44= 4r=0, 

偏 微分 方程 

14] =Q(o, «°°, bas ¥) =0 
的 每 一 个 解 上 表示 一 族 特征 曲面 
Cyup(*) =c= BH, 

对 于 所 有 这 些 曲面 , 零 化 矢量 > 和 BERZH. 

现在 我 们 叙述 一 个 定理 ， 控 制 着 跳跃 


(ug) =or 
的 标量 o 依 常 微 分 方程 ( 输 运 方程 ) 
t+Po=0 (3) 
(ac 上面 的 点 表示 沿 射线 的 一 个 参数 求 导 ) 在 C 上 沿 双 特征 射线 而 传播 ,其 中 
P=IL[r]. (4) 


为 了 简要 地 证 明 这 个 事实 ?我们 把 解 表示 为 如 下 的 形状 


1) 符号 (f) 在 这 里 和 别 的 地 方 都 表示 跨 过 C 时 f 的 闻 断 性 跳跃 ， 
D 在 第 4 小节 里 我 们 将 更 详细 而 一 般 地 分 析 方 程 组 (1) 的 间断 性 。 
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u=} jeleg (2) +R(2), 
Sth g= (ug) =or, 8(*) 和 R(%) 都 具有 连续 的 一 阶 导数 而 且 它 们 在 C 上 的 内 导数 也 
都 是 连续 的 ,这 样 就 表明 了 跨 过 C:p 一 0 时 ug 的 间断 性 ， 当 $>0 时 令 h(#) = 证， 当 
$<0 时 令 h(98) = 一 万. 于 是 ,由 于 48 一 0, 在 C 的 两 侧 我 们 都 得 到 工 [4]=h(6) 48 
+S IplL[e]+£[R] = SiglLlel+L[A]=0, 用 零 化 矢量 ! 乘 它 , 便 得 出 
计 1$|LZ[E]+ZZ[R] 一 0， 因 为 EAp=14=0, KVA LR] 是 一 个 切 向 算 子 ， 因 


此 据 假设 可 知 LOR] 的 一 阶 导数 在 跨 过 C 时 是 连续 的 。 所 以 ,把 最 后 这 个 方程 对 儿 
求 导 并 取 此 求 导 后 的 方程 跨 过 C 时 的 跳跃 , 我 们 就 立即 得 到 在 特征 曲面 C 上 的 内 微 
分 方程 ，iL[8]=/ 乞 4Aigi1+ LBg=0。 进一步 代入 8=o07, 便 得 
lISAiro+!l( BAirii Br)o=0, 
据 $ 3,11 中 的 引 理 , 这 正 是 前 边 所 说 的 
6+/L[rjo=0, 

我 们 还 能 够 仿照 § 2,3 去 推出 这 个 结果 , 为 此 可 先 假定 由 有 特殊 的 形状 =~, 
然后 再 利用 特征 与 特征 微分 的 不 变性 ， 

3. 初始 值 的 间断 性 ， 理 想 函 数 的 引 人 。 前 进 波 “” 在 第 五 章 89,! 中 已 经 指出 
过 ,物理 实况 的 一 种 适当 的 数学 表示 需要 容许 具有 更 严重 的 间断 性 的 广义 解 , 即 ， 当 
跨 过 C 时 ,本 身 发 生 跳 跃 (4) 尖 0 ROAR. 然而 , 我 们 不 能 对 一 切 数学 上 想象 得 到 的 
间断 性 2 都 给 它们 找 出 物理 意义 来 。 对 于 广义 解 应 当 予 以 限制 , 即 ， 要 求 它们 和 它们 
的 有 关 的 导数 都 表示 从 光滑 解 用 极限 步 遇 理 想 化 所 得 的 结果 .按照 这 个 框框 ， 我 们 
将 认为 ， 那 些 可 以 用 理想 函数 一 一 亦 称 为 广义 函数 或 分 布 一 -表示 的 解 是 有 物理 意 
义 的 ， 

此 类 分 布 ,特别 是 Dirac 的 5 函数 , 已 经 作为 一 种 缩写 符号 而 在 本 书 的 前 边 用 过 
了 .在 这 里 和 后 边 ， 我 们 要 给 它们 下 确切 的 定义 并 且 系 统 地 使 用 它们 .虽然 在 本 章 
的 附录 里 已 经 给 出 了 分 布 的 一 般 理 论 系统 ,我 们 在 这 里 仍 应 列 出 下 边 有 关 的 几 点 ， 

依赖 于 一 个 变 元 $ 的 分 布 S($) 或 广义 函数 可 定义 为 一 个 “ 相 变 元 ”4$ 的 连续 函 


D 例如 ,考虑 工 [四 q=0 的 两 个 不 同 的 解 岂 , 思 , 并 且 这 样 来 定义 一 个 “间断 解 拉 ,， 它 在 某 一 任 取 的 曲面 C 的 
一 侧 恒 等 于 ww 而 在 另 一 侧 恒 等 于 u, FEARI OH, u 发 生 了 跳跃 (x)，* 但 是 不 论 C 或 (x) 都 没有 任 
何 特点 可 以 辨识 。 
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EF DERT $ H—-T AREER EES ER 
S($) =D°¥ (9), 


其 中 “是 一 个 正 数 , OR Ray 于 是 我 们 可 以 把 分 布 当 作 是 普通 的 函数 而 进行 微 


分 .我 们 还 可 以 用 至 少 可 微分 « 次 的 普通 函数 为 系数 去 作出 分 布 的 线性 组 合 ， 从 而 
得 到 其 它 的 分 布 。 甚而 我 们 还 可 以 把 分 布 代 人 线性 微分 算 子 并 把 这 些 理想 函数 当 作 
普通 的 函数 来 处 理 . 

除了 分 布 $=56 之 外 ,我 们 还 要 考虑 分 布 S A) ,其 意义 由 下 列 等 式 确定 : 

$,($)=DS,=5,. (5) 

E Da, N] S: TELAI 的 以 零 为 下 限 的 ;一 “ 次 的 又 积分 ,因而 9;(0) =0, 

E $ 隆 0, 我 们 假定 S (9) 是 一 个 正则 函数 ; 这 意味 着 当 PAO (¢) 具有 普通 
的 导数 .于 是 ,函数 S,(%) 显然 随 着 + 的 增加 而 降低 其 奇异 性 , 当 ”> 时 是 连续 的 ， 
并 且 对 于 充分 大 的 ， 是 光滑 的 。 此 外 , 当 > 之 时 我 们 在 有 限 的 区 间 上 有 


. M va 
|S, (DIT l , 


其 中 M 是 一 个 常数 . 
我 们 给 出 几 个 例子 ， 
例 1. W)=FUbl+4), OF =n), 
DW =6($), DW =0°-d ($), 
其 中 n(p) f Heaviside AR, 
14 ¢4>0, 
n(6)=| 
04 4<0 
pe. W(b)=FIdl, DW =(¢)—=h(O), 
DW =8(9), DW =5*-? ($). 
ws. © (=v 1ST. DW ($) = 61-4, 等 . 
fd. WF (#)=bogl |, DPH =}, DW (和 = 一 各 等 


在 奇异 点 $=0 处 ,把 普通 函数 和 用 辣 一 函数 符号 表示 的 广义 函数 等 同 起 来 是 没有 意 
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义 的 ?。 不 过 ,如 上 所 述 , 仍 可 把 这 样 的 广义 函数 或 者 它们 的 组 合 置 于 线性 微分 方程 
里 并 且 把 它们 当 作 普通 的 函数 来 处 理 ”， . 

为 了 表示 在 曲面 C:$(%, t) =0 上 具有 奇异 性 的 函数 x(*, OD RER RE 
个 奇异 项 就 可 得 一 个 间断 性 较 弱 的 剩余 式 ， 这 就 启发 我 们 引入 形式 如 下 的 间断 的 
(BBA) 函数 ， 


N 
u(x,t) =}, S, ()g” (x,t) + R(x,t), (6) 
v=0 


其 中 N 可 以 随 我 们 的 方便 而 选 定 ,系数 e 是 我 们 需要 多 么 正则 就 多 么 正则 的 ,并 且 
RA 只 也 具有 任何 所 需 程度 的 正则 性 ， 如 果 “ 是 一 个 矢量 , 那 末 系数 8" 和 站 也 都 
是 矢量 ,而 So Si, …… 都 是 标量 . 

我 们 应 当 注意 ,如 果 仅 仅 需要 说 明 在 O=0 处 的 奇异 性 , 那 末 这 样 的 表达 式 并 不 
是 唯一 的 .除了 沿 着 曲面 C:$= 0 之 外 , 我 们 可 以 任意 修改 系数 8', 同时 假定 除了 
p=0 处 之 外 8 (9) 是 正则 的 。 BATA RK RR， 如 果 我 们 不 需要 注意 4 的 
奇异 性 的 精细 分 解 ， 那 末 我 们 还 可 以 把 展开 式 (6) Sy 一 项 或 两 项 ， 例 如 , 若 
W (p) =\og| b], 因而 S548) 二 So($) = HR > O°, FRM FER ", 表 达 式 (6) TAB 
简 为 如 下 的 形式 ， 


w= Fee, t)+ log|6|G*(%, t), 
其 中 系数 G 和 C ”都 是 正则 的 . 


然而 ,展开 式 (6) 对 于 分 析 研究 仍 将 是 最 适当 的 . 
较 方便 的 办 法 是 ,不 要 在 (6) 中 显示 出 数 N MAK 而 简单 地 写 


u(#, t)~D1S,(p)8"(4,2), So=S, (6°) 
?=0 


其 含 部 是 这 个 形式 的 展开 式 应 当 在 达到 某 一 适当 的 第 N 项 后 即行 截止 并 且 加 上 一 
个 适当 光滑 的 余 式 R. 

如 果 级 数 (6 人) 实际 在 达到 第 N 项 后 已 经 截止 并 且 余 式 是 零 , MRR OE 
于 后 边 在 § 18 中 关于 波动 概念 的 讨论 ) 为 一 个 N 次 的 前 进 波 ; 如 果 级 数 (6 人) 可 以 延 


D 参看 附录 。 
2) 参看 附录 。 
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展 为 一 个 收敛 的 无 穷 级 数 , 则 称 ” 为 一 个 完全 的 前 进 波 ; 否 则 称 “为 一 个 近似 的 前 
进 波 . 

如 上 所 述 , 此 种 类 型 的 分 布 可 以 看 成 是 函数 DW (p) 4 E->0 时 的 ( 弱 ) 极 限 ,这 
里 殉 “(g) 具 有 一 切 有 关 阶 数 的 导数 ， 于 是 把 x 看 成 是 正则 函数 x 的 极限 , 它 表示 跨 
过 C 的 而 不 是 沿 着 C 的 一 种 “断裂 ”并 且 对 于 它 来 说 Le TAF Lia], 代替 对 这 些 
函数 进行 运算 而 最 后 取 其 当 e->0 时 的 极限 ,我 们 将 利用 关于 函数 和 一 般 的 符 
号 函数 De 严 ( 攻 ) 的 简便 的 运算 法 则 ( 见 附录 ) . 

由 于 需要 详细 说 明 u 跨 过 C 时 的 间断 性 ,这 就 进一步 促使 我 们 利用 形 如 (6') 的 
前 进 波 . 

例如 ， 可 以 把 4 的 一 个 跳跃 性 间断 简单 地 用 一 个 项 7( 纪 E(#, 汪 来 表示 ;为 了 同 
时 表达 法 向 导数 us 的 跳跃 间断 性 ,我 们 用 两 个 项 nb) 8 (x, t) + plgi, 2), SH, 

可 以 先 把 一 些 假定 重 述 如 次 ， 首 先 ,我 们 恒 假定 微分 算 子 的 系数 和 数据 都 是 充 
分 光滑 的 而 足以 保证 有 关系 数 8” MAK R 的 光滑 性 的 论述 成 立 ， 其 次 ,除了 在 $= 
0 上 的 奇异 性 以 及 可 能 在 b 取 别 的 值 时 有 奇异 性 之 外 ,同样 也 假定 奇异 性 5($) 是 一 
个 适当 光滑 的 函数 . 

为 了 构造 (6) 或 (6 型 的 前 进 波 的 广义 解 u(*, t) ,我 们 直接 把 这 种 展开 式 代入 微 
分 方程 ,把 广义 函数 当 作 普通 的 函数 进行 微分 ， 此 外 我 们 还 约定 ,所 得 的 每 一 个 分 布 
S, 的 光滑 系数 分 别 等 于 零 ， 这 样 就 引出 关于 系数 e 的 一 系列 微分 HB, 而 这 些 方 
程 可 以 化 成 颇 为 简单 的 常 微分 方程 . 

如 果 数 N 充分 的 大 , 那 末 可 以 使 剩 下 的 项 具有 任意 程度 的 光滑 性 ,参考 8 10 
中 的 构造 方法 ,这 将 使 我 们 完成 Cauchy 问题 的 解 . 

在 级 数 (6') 仅 有 有 限 多 个 项 或 为 收敛 的 无 穷 级 数 的 情况 下 ,不必 考虑 余 项 ; 这 时 
这 种 步骤 可 适用 于 任意 的 函数 S (4) 二 5o(#) 而 不 论 它们 是 否 光滑 ， 这 (参看 §18) 将 
使 我 们 能 对 于 重要 类 型 的 数据 完成 解 的 整个 构造 而 不 必 求 助 于 § 10 的 存在 定理 . 

4. 一 阶 方程 组 的 间断 性 的 传播 ”为 了 实际 进行 演算 ,我 们 注意 


N-1 
uz=S_1(P) big t ZS, (pete pte (7) 
v=0 


(8 二 8) 和 
u= S pipz + S_i{ bie + $18 7+ pgit B'bib;} 
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N-2 
+ US fat t opty t oy hit e’ pyte bids} + oes, (8) 
v=0 
等 等 ,其 中 三 点 … 表 示 正 则 的 项 。 如 前 所 述 , 如 果 形 式 展 开 式 仅 有 有 限 多 个 项 , 那 末 
余 式 将 是 任意 光 清 的 ， 


把 (7) 代 入 一 阶 方程 (1) 里 ,我 们 得 到 (4 = 44) 
N-i 


LEu]=S 480+ $S, (Ag+ LLe’D) +(SnLEeY]+ £[R]) =0, (9) 
v=0 


其 中 当 N 充分 大 时 是 正则 的 . 我 们 约定 所 有 5-1, S, Si, …' 的 系数 以 及 
SyL[g™}+ LER] 都 不 仅 在 $=0 上 而 且 在 邻近 的 * REE Cep = ERFT 
零 ， 于 是 


4g=0, (10) 
L[g*]+4e""'=0, (r=0,1,..',N—1) (10°) 
S yL[g%]+ ELR] =0. (10’’) 
因此 ,和 前 边 一 样 ,14|=Q(D$) =0, i 
g=g=oar, 
从 而 由 = 常数 表示 一 族 特 征 曲面 C-。 用 左 零 化 矢量 ! 乘 (10) 得 出 
iLL g"}=0, (11) 
特别 是 , 当 ”=0 时 得 到 
(LU g]=!L[or]= Si lro, + IL[r]o=0 (11) 
或 者 (参看 83,11 的 引 理 ) 
iLfor]=6 +/L[r]o=0, (12) 


这 就 是 在 前 边 第 2 小 节 中 所 说 的 确定 =e 的 基本 常 微分 方程 . 
现在 依次 确定 因子 2}, 6? + 3; 我 们 把 &”*! 看 成 是 线性 方程 组 (10') 的 一 个 R 
从 它们 的 来 源 知道 ,虽然 它们 的 矩阵 4 是 奇异 的 ,它们 仍 是 相 容 的 ?， 我 们 有 下 列 
推论 ， 
gti=~o’tlr + prt! . (13) 
这 里 ,只 要 le EB, RYO REREAD Bh 


D XMIAEMERERAR ) 的 直接 推论 。 
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子 . 
把 (13) 代 入 (11) ,并 且 把 ”改写 成 ?+1, 我 们 又 得 到 沿 着 射线 的 一 个 常 微分 
方程 , 
&+IL[r]o+h=0, (o =o!) (12') 
其 中 当 Cle] 为 已 知 时 名 也 是 已 知 的 . 
所 以 ,一 旦 知道 了 函数 8” 沿 着 C。 和 一 个 横 截流 形 ( 如 *,==0) 的 截 口 上 的 初始 
值 , 那 末 这 些 常 的 “ 输 运 " 微 分 方程 (12) 和 和 (12) 就 依次 在 Ce:$ 二 常数 二 c 上 确定 出 了 
Paes’. 于 是 ,在 * 空间 的 一 个 被 特征 曲面 p= 常 款 =c 填 湛 了 的 n+1 维 的 部 分 
Eg HET. 
对 于 “为 跳跃 间断 的 情况 ， SCA) ==7(9), 即 , (ww) = 二 g ,关系 (7) 和 (8) 使 我 们 能 
够 立即 用 系数 8” 和 它们 在 C:$=0 上 的 导数 表示 出 导数 在 间断 面 C 上 的 跳 跃 (u), 
(7),，"*。 因 为 6(8), 9 CD), 的 跳跃 都 是 零 , 所 以 
(u) =g, 
(u) =git g'h, | 
(uiz) = 817 + glp + elbi + g'h + g hibs, 


(14) 


反之 ,4 的 各 阶 导 数 的 跳跃 也 沿 着 Co 依次 确定 了 £, g'g’, (应 当 记 住 不 能 H u, 
ui, e RIBER g, 81,.… 向 Co 外 的 延 拓 ). 

5. 迁 数 不 变 的 特征 ”在 $3 中 就 曾经 指出 过 ,对 于 对 称 双 曲 型 方程 组 来 说 , 多 重 
特征 元 素 不 一 定 引起 严重 的 困难 .虽然 数学 物理 学 中 的 大 多 数 方程 都 是 对 称 的 , 仍 不 
妨 把 前 边 的 分 析 推 广 到 具有 多 重 特征 的 方程 的 重要 情况 , 即 重 数 既 不 随 法 线 方 向 也 
不 随 点 的 位 置 而 变 的 情况 ; 至 于 方程 组 则 可 以 是 对 称 的 ,也 可 以 是 非 对 称 的 。 我们 假 
EA s 个 独立 的 右 零 化 矢量 7 ， 王 …… 一 和 :个 独立 的 左 零 化 矢量 名 生生 
4r'=VA=0,1<1,7<8, AAA) =0, BRM) BAT PRE 
组 合 

(u) 一 Cirl 十 Iar2 十 .十 Ge (15) 

一 般 地 ,我 们 导出 关于 标量 因子 ci 的 微分 方程 ， 把 (15) 代入 UL[u]=0, 对 于 
l=) 即 得 
Atria} + uy r+ Bryct=0, (i=1,°++,8). C11’) 


i=l v=0 i=] Y=0 


512 数 学 b BH 法 


这 些 方程 又 是 关于 01,02,.…, 0 在 C 内 的 由 s 个 偏 微 分 方程 构成 的 方程 组 ， 所 以 ， 
当 s>1 时 的 求 导 不 能 化 为 沿 双 特征 射 厂 的 普通 求 寻 ; 开始 时 清晰 地 集中 在 局 部 的 
间断 性 会 扩展 到 曲面 C 上 (下 边 将 给 出 例子 )， 但 是 ,如 果 特 征 曲面 在 整个 * 空 间 里 
具有 相同 的 重 数 :, 那 末 这 种 情况 就 不 会 发 生 , 而 间断 性 和 从 前 一 样 是 治 着 射线 传播 
的 。 确 切 地 说 ,参照 83,10, 我 们 定义 特征 曲面 的 重 数 如 下 ， 若 对 于 ( 某 一 维 区 域 
内 的 ) 任意 一 组 值 1, bat, On 代数 方程 Udo, +++, bn) 二 0 确定 一 个 重 根 各 = 
Fibre Pn), ERER 4= 4", 具有 = 个 独立 的 右 零 化 矢量 HG=1,2,--+,8) 和 
同样 数目 的 独立 的 左 零 化 矢量 呈 , 则 称 相应 的 特征 幅面 为 * 重 的 . 
为 了 证 明 我 们 的 断言 ,我 们 回忆 8 3,11 的 引 理 . 根据 它 ,微分 方程 (11”) 中 所 有 
的 量 o! 都 是 沿 同一 个 特征 方向 
Ky tym — f, (»>0) 
求 导 的 ,于 是 断言 得 证 ， 可 以 立即 看 出 ,这 些 双 特征 射线 是 属于 确定 所 考察 的 曲面 叶 
的 那 一 个 不 可 约 因 子 Q H. 
5a .间断 性 沿 高 于 一 维 的 流 形 而 传播 的 例子 . 锥 形 折射 ”如 果 第 5 小 节 的 假定 不 
成 立 , 即 ,如 果 一 个 特征 曲面 C 的 重 数 是 较 高 的 , 但 是 它 又 不 属于 一 个 在 空间 每 一 点 
处 沿 任何 法 线 ( 在 空间 中 的 ) 方 向 有 相同 重 数 的 特征 曲面 族 , 那 末 ,很 可 能 发 生 这 种 情 
况 , 即 ,初始 间断 性 从 C 上 的 一 点 沿 着 C 上 的 二 维 的 或 维 数 更 高 的 流 形 而 散 布 开 去 . 
可 以 由 儿 乎 是 明显 的 例子 看 出 这 一 点 ， 让 我 们 来 考查 一 个 由 三 个 方程 构成 的 方 
程 组 ,并 且 假 定 第 一 个 方程 不 包含 对 变量 xs 的 导数 ， 于 是 平面 *3= 常 数 都 是 二 重 的 
(也 可 能 是 三 重 的 ) 特 征 曲 面 ， 因 为 有 后 两 个 方程 的 至 少 一 个 线性 组 合 其 中 不 出 现 对 
%s 的 导数 ， 那 末 , 显 而 易 见 ， 在 C:xs=0 上 的 初始 间断 性 将 沿 着 C 作 二 维 的 传播 , 
为 此 只 须 考查 一 个 典型 的 例子 就 够 了 ， 以 x, % = 记 自 变量 并 以 u,v, wid wt, w, u, 
考查 方程 组 
uy =0, 
vy—u=0, 
w,—-v=0, 
特征 平面 z 二 0 对 应 着 两 个 独立 的 左 零 化 矢量 (1,0,0) 和 (0,1,0); 这 平面 C 不 是 
被 一 族 而 是 被 两 族 双 特征 线 * 二 常数 和 >= 常数 所 ER. Ko 满足 微分 方程 
wy 一 0 并且，" 跨 过 平面 >=0 时 的 间断 性 显然 作为 此 方程 的 解 而 散布 开 来 . 开始 时 
集中 在 一 点 处 的 间断 性 在 通过 这 一 点 的 两 条 双 特 征 线 “一 常数 和 ?一 常数 之 间 敬 布 
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FR. 

在 上 边 的 例子 中 , 和 “常规 ?性状 之 间 的 区 别 可 以 认为 是 不 大 的 .但 是 ,有 些 在 物 
理学 中 具有 重要 意义 的 例子 ， 它 们 和 常规 性 状 之 间 是 有 比较 重大 的 差异 的 。 在 这 些 
情况 下 , 自 变量 的 个 数 多 于 三 ,通过 所 考查 的 特征 面 上 的 一 个 初始 点 的 那些 特征 曲线 
构成 一 个 二 维 的 流 形 一 一 个 锥 面 。 最 著名 的 是 晶体 光学 中 的 例子 ( 锥 形 折射 )。 按 
照 §3a 中 对 于 晶体 光学 微分 方程 所 作 的 分 析 , 如 果 法 线 方向 =5/15| 和 速度 1= 
—o/|E| 是 由 §3a 中 的 特征 方程 ( 9b) 连 系 着 的 , 那 末 属于 这 些微 分 方程 的 平面 波 前 
OH Foyt, tasty — t= 0 便 是 特征 曲面 ， 这 个 方程 通常 对 于 一 个 给 定 的 法 线 方向 确 
定 了 两 个 速率 而 对 于 这 两 个 速率 中 的 每 一 个 又 确定 了 一 条 特征 射线 (在 83,4 中 已 经 
包含 了 由 给 定 的 法 线 方向 造 出 这 两 条 射线 的 方法 ) . 

然而 ， 对 于 这 件 事 情 有 一 个 例外 , 即 , 当 法 线 方向 c 指向 晶体 的 一 个 光 轴 方向 的 
时 候 ，。 这 时 ,两 个 速率 重合 ,并 且 代替 所 属 的 两 条 过 该 点 的 射线 ， 我 们 有 构成 一 个 图 
锥 面 的 一 族 射线 。 首 先 被 Hamilton 从 理论 上 发 现 而 后 由 实验 证 实 了 的 这 个 “ 锥 形 折 
射 ?现象 的 实际 意义 是 ， 一 条 入 射 光 线 沿 一 个 轴 向 进入 晶体 之 后 被 分 型 为 那 个 锥 面 
的 全 部 母线 ， 并 且 由 入 射 光线 所 携 载 的 间断 性 开始 沿 着 锥 面 传播 ， 在 这 个 锥 的 内 部 
也 进行 传播 但 大 大 地 减弱 了 。 应 用 第 5 小 节 中 的 步 又 并 适当 变换 所 得 微分 方程 即 可 
由 解析 上 看 到 这 件 事 实 ， 并 且 看 到 间断 性 的 强度 满足 对 于 两 个 空间 变量 和 一 个 时 间 
变量 写 出 的 波动 方程 

在 三流 体 动力 学 中 (参看 8 3 a,6) ， 当 人 射电 磁 波 前 由 真空 沿 磁场 方向 接 入 磁化 
活体 内 时 D, 也 发 生 类 似 的 锥 形 折射 现象 ,并 且 此 时 流体 的 声速 和 Alfvan 速度 相同 . 

6. 初始 间断 的 分 解 和 Cauchy 问题 的 解 ” 在 本 节 中 我 们 要 用 前 边 的 理论 把 具 
有 间断 初始 值 的 Cauchy 问题 化 为 具有 光滑 初始 值 的 Gauchy 问题 。 在 以 下 的 儿 节 
中 将 给 出 后 一 问题 的 解 的 存在 性 和 唯一 性 的 证 明 。 这 种 约 化 的 基础 是 我 们 能 够 造 出 
一 个 形状 如 (6) 的 有 限 波 ww, 它 吸收 了 给 定 的 初始 间断 性 并 且 对 于 它 来 说 L[w] 具有 
所 需要 的 光滑 度 , 

我 们 假定 *o=+=0 是 类 空间 的 初始 流 形 ， 于 是 由 

$(0,%1, °°, x) 二 四 (%) == HR EI E) 
所 定义 的 一 个 4 一 1 维 的 流 形 -7 ERR xt 空间 的 * 个 特征 曲面 C$*(, *) = 


D 详细 的 分 析 见 于 D. Ludwigf2], 


514 数 学 物 理 HR 法 


常数 =c(x 王 1， … 和 名。 不 论 它 们 之 中 是 否 有 些 相 互 重 合 , Llu Wie Ree ET 
特征 矩阵 有 4 个 线性 独立 的 右 零 化 矢量 王 . 
假定 跨 过 = 一 1 维 流 形 -A pa) =0 时 有 着 间断 性 S 的 初始 值 具有 下 列 形式 


N 
u(0,%) =u (2) =}, S (H(%)) a" (%) + RC). 
v=0 
解决 Cauchy 问题 的 第 一 步 是 把 初始 值 xo(*) 分 解 为 * 个 支 量 ,每 一 个 支 量 隶属 于 通 


过 $(*)=0 o k RREA $C, x) =e 之 中 的 一 扁 。 相 应 地 ,我 们 把 解 也 分 解 为 
4 个 支 量 ， 


u(t, %)= Tuta, x), 


z=] 


利用 第 3 小 节 的 记号 ,我 们 要 


U'~ SIS, (P(t, *)) 8" *(t, *), 


LÇU"]=0, BH > >U*(0,*%) =u)(%). 
因此 ,由 于 对 于 一 切 * 有 (0,*) = $8(*) ,我 们 对 于 每 一 个 > 约定 
Sg" (0,4) =g"(%), (16) 


其 中 ge*(x) 是 已 经 由 初始 数据 知道 了 的 .根据 第 4 小 节 , 已 经 按 (13) 把 ES"” 表示 为 
mo” 和 已 知 的 零 化 矢量 的 函数 。 由 此 对 于 每 一 个 ” 导出 关于 .上 的 初始 值 
co" 的 4 个 线性 方程 的 方程 组 。 

特别 是 对 于 初始 的 跳跃 间断 , 即 , So($) =S ($8) = 二 7($), 7($) 仍 表 示 Heaviside 
BR, 6°) = ($8) 当 $=0 时 表示 矢量 “ 跨 过 5 HARE. 

由 第 4 h Eut Cg Ce, x) =0 时 的 跳跃 的 表达 式 是 (4) 二 0"(t, %*)7"(t, %*); 
所 以 在 初始 平面 内 二 0 上 我 们 有 


k ` 
Do (u*) = (ug) = Slo, *)r*(0, %) =€(0,%)- (17) 
. Pan 


由 双 曲 性 的 假定 知道 矢量 组 r" CO, *) 是 线性 独立 的 ,所 以 这 个 由 % 个 线性 方程 构成 的 
方程 组 是 非 奇 异 的 ， 因而 唯一 地 确定 了 标量 组 0"(0, *)。 于 是 , 初始 间断 性 (uo) 被 
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分 解 为 4 个 支 量 . 每 个 支 量 附属 于 通过 初始 间断 的 4 局 特征 曲面 之 一 ， 

虽然 这 个 分 解法 对 于 初始 流 形 %=0 是 带 有 强制 性 的 ,但 是 ,和 第 4 小 节 中 相同 ， 
我 们 现在 约定 对 于 通过 $0, *) 一 < 一 常数 的 叶片 上 的 一 切 特征 Ci 都 按照 (17) 那 样 
去 做 .作为 输 运 常 微分 方程 (12”) 的 推论 , 即使 当 c 去 0 时 曲面 Co 上 没有 间断 性 , 初始 
[E c" (0, 2) 仍 然 确定 了 "因而 对 于 一 切 特 征 曲面 C: 也 确定 了 因子 g". 

相仿 地 , 利用 (13) 我 们 能 够 通过 一 些 显 然 的 步骤 确定 系数 g (*) 的 分 解 和 它们 
沿 着 特征 C; 的 延 拓 ， 对 于 标量 o'"(0, *) ,方程 (16) 立即 导致 形式 如 下 的 线性 方程 
组 : 


v Enk. [3 
Soo tri= MS, 
K 


只 要 对 于 4w<y 知道 了 eh ARAR M 便 是 已 知 的 。 于 是 ,一 步 步 地 , 先 确定 
o”"* 的 初始 值 ,然后 由 (12) 确 定 这 些 标量 ,从 而 确定 了 8” C 的 值 ， 因 此 , 对 于 
c=0 的 适当 的 邻 域 ,在 Cony n +1 维 的 邻 域 上 确定 了 这 些 函 数 . 

ER 8” 的 分 解 不 仅 适 用 于 跳跃 性 间断 , 而 且 也 适用 于 任意 的 奇异 性 SC$8)。 不 
过 , 当 S($) 二 7($) 时 ,我 们 还 能 进一步 找 出 系数 sa” 和 ww 的 导数 的 跳跃 之 闻 的 关系 . 
读者 不 难 证 实 , 可 以 在 第 4 小节 公式 (14) 的 基础 上 做 到 这 一 步 . 

有 了 这 些 准备 之 后 , Cauchy 问题 的 解 就 容易 完成 了 ， 取 充分 大 的 N, te 


k N 


U= Y JLS, ($C, 1) 8 (x,t). 


as 
FE, UUIHC(e, OUR wau—U 都 具有 任意 程度 的 光滑 性 ， 因 此 ,由 Liu]=0 
推出 具有 光滑 的 右 端的 微分 方程 
L[w)]=—G(#,t) 

和 光滑 的 初始 条 件 。 在 8 10 中 将 造 出 此 类 问题 的 唯一 的 解 。 所 以 =U +o 就 是 本 
小 节 所 提 的 Cauchy 问题 的 唯一 的 解 

6a， 特 征 曲面 作为 波 前 “关于 波 和 波 前 此 处 应 作 如 下 的 说 明 .在 和 3 中 ， 我 们 
认为 特征 曲面 是 方程 LD] 0 的 解 ( 称 为“ 流 "“) 可 能 出 现 间 断 性 的 地 方 , 亦 即 波 前 . 
的 一 个 波 前 ， 所 以 ,可 以 把 特征 曲面 定义 为 波 前 . 

此 外 , Huyghens 的 波 前 构图 法 一 - 波 前 是 依赖 于 参数 c oy, a, …. 的 另 一 族 波 
前 GCE, =, 四 的 包 络 一 -反映 在 下 列 定理 中 ， 如 果 波 a(t, ©, 是 微分 方程 L[w]=0 
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的 依赖 于 参数 a 的 一 个 解 ， 并 且 在 某 一 波 前 Ce, x, a)=0 上 是 奇异 的 ， MAE Ist 
u(t, #) = fult, x, ayda 是 一 个 波 , 它 的 奇异 性 仅 存在 于 波 前 4(t,%,0)=0 的 包 络 


上 上。 关于 这 个 事实 的 证 明 可 参看 § 15,3 的 讨论 六 , 

了。 用 收敛 的 波 展 开 式 解 Cauchy 问题 ”如果 前 进 波 展开 式 终 ETEN 项 或 收 
敛 于 一 个 完全 的 前 进 波 , 那 末 即 使 不 依靠 8 10 中 的 存在 定理 , 前 述 的 步骤 也 解决 了 
Gauchy 问题 .前 边 已 经 说 过 ,在 这 种 情况 下 ,不 管 S 是 否 奇 异 的 ,对 于 任意 的 5S($) 这 
个 展开 式 都 表示 LL]=0 的 一 个 解 . 

我 们 来 考察 完全 前 进 波 的 情况 . 为 了 作出 所 有 的 系数 g' ,我 们 先 假定 系数 4, B 
具有 各 阶 的 导数 :更 确切 地 说 ,假定 它们 是 解析 的 (如 ,常数 或 者 多 项 式 )。 于 是 ,下 列 
值得 注意 的 定理 成 立 ， 

设 初 始 值 是 由 下 列 级 数 给 定 的 


u(0, *)= 3S,(p(x))a" (x), 
9=0 


而 2 ADE (4) 关于 %* 是 解析 的 , 即 , 在 *=0,4$= 二 0 的 某 邻 域内 可 以 展 为 一 
个 -- 致 收敛 的 震级 数 。 那 末 在 第 4 小 节 中 所 定义 的 无 穷 级 数 - 
k o 
u(t, æ) =}, } S(p", x))g™' (t, x) 
k=] ¥=0 
对 于 完 分 小 的 |x| 和 + 也 是 收敛 的 并 且 是 Cauchy H R. SHE S(4) 是 任 一 分 
布 。 
藉 助 于 在 第 4 小 节 中 构造 法 的 基础 上 对 系数 e 和 它们 的 导数 的 估计 , 可 以 试 
图 证 明 这 个 定理 ， 然 而 ,我 们 仅 指 出 D. Ludwig” 的 一 个 漂亮 的 证 明 , 他 成 功 地 把 这 
个 论断 归结 于 Gauchy-Kowalewsky 存在 定理 ， 
8. 二 阶 和 高 阶 的 方程 组 利用 对 于 一 阶 方程 组 NERHUS, RB mi 
方程 组 的 形状 如 (6) 的 解 得 到 一 个 非常 一 般 的 结果 .可 以 将 它 叙 述 如 下 ， 相 函数 o 


是 特征 的 , 且 因子 6” 由 形式 如 下 的 支 量 给 出 
g’'=0r+ k, 


D WD. Ludwig[1j, 
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其 中 o 是 一 个 标量 , REBA g-t, g- 便 知道 了 如, M0, JEL 是 特征 矩 
阵 4 的 右 零 化 矢量 . 

在 特征 曲面 Co 一 一 常数 上 ， 标 量 o 沿 着 双 特征 射线 满足 下 列 输 运 常 微 
分 方程 ， 


o+Po+h=0, (18) 
其 中 如 当 已 知 8”!，，…: 有 时 是 已 知 的 ,名 =0, 并 且 其 中 不 论 »r 取 何 值 ,在 C。. 上 恒 有 
P=————IL[(¢~¢)™"Ir], (19) 


a 1): 
LRR AMESICRE. 
不 难 由 明显 的 计算 给 出 这 个 一 般 定理 的 证 明 , Ain m=2 By, AeA A 
二 阶 方程 


L[u]= y Atu + Z Aiu + Bu=0, (20) 
i j=0 


其 中 A= Al, A F B i kx k EREL $3, D. 假定 这 些 矩 阵 具 有 充分 多 的 对 x* 的 
导数 (在 拟 线 性 的 情况 下 还 要 它 有 充分 多 的 对 和 对 蕊 的 导数 ) A= A pip 是 特 


j=0 
L[u]=S_.4g°+S_ [Ae + 44 g] + (496i; + 4'6)) 8°] 


+ X S Agt Ag art t (Apit Abie"! + Le']t- 


r=) 


我 们 仍 约定 中 当 i< 人 入 一 2 时 3 的 一 切 因子 不 仅 在 C=C。 上 而 且 在 Co 的 一 个 
?十 1 维 的 邻 域 中 的 Co:$ 二 < 二 常数 上 等 于 零 ， 所 以 在 这 些 曲 面 上 Ag8=0。 因 此 
14|==0; 于 是 整个 曲面 族 C。 是 由 特征 曲面 构成 的 , 并 且 sor, 如 于 第 4 小节 中 所 
见 ， 

Si So, ++ RUF BTEC. 上 给 出 

Agl+ Ag Elt (Abi; + Api) 8°=0, (21) 
dg + Ag git? + (Apit dpi) g'*"+ Lle’]=0, (21’) 
(¥=0,1,°°*) 


D SS, 是 充分 奇异 的 ,这 在 %= 0 LTH LCu]=0 的 一 个 推论 。 
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现在 用 4 的 左 零 化 矢量 ! 乘 之 ,由 于 :4=0, 我 们 恰 象 在 第 4 小 节 中 一 样 得 到 
låg gI tiA $i; + Api) 8'=0, (22) 
ldg gi tA pit Api)g’” +/L[g""']=0, (22°) 


因为 在 特征 曲面 $= 二 常数 上 14g,8; 二 214 二 0, 这 些微 分 方程 又 是 在 特征 曲面 内 
j=l 


ft DE. WE S3, 11 的 引 理 , 特征 射线 矢量 训 =Qgp BM Aar 成 比例 的 . 由 此 推 
知 ， 将 esor KA (22) 后 我 们 便 得 到 关于 o IS Ce 中 的 射线 的 常 微分 方程 ， 
ò+ Po =0, th P=/L[r(p—c)]. 

完全 和 第 4 小节 中 一 样 地 ,可 以 得 出 控制 着 ”>>0 时 的 函数 8” 的 奇异 性 的 非 齐 
次 常 微分 方程 ; (21') 是 具有 奇异 矩阵 4 的 关于 eo’ 的 一 个 线性 方程 组 。 因 为 (21') 


是 相 容 的 方程 组 ( 见 第 4 小节), 所 以 得 到 
g’t? = oti + Arte (23) 


只 要 已 知 8, 8 e  MENH PREAH PRAM, Oo" 是 一 个 
标量 .把 * 二 2 改写 成 ?并 把 (23) 代 入 (22) ,我们 得 到 关于 0? 在 $8 一 c=0 上 的 非 齐 


次 常 微分 方程 ( 输 运 方程 ) 
ò+ Po’=Kk’, 


其 齐 次 部 分 和 前 边 是 一 样 的 ， 于 是 只 要 知道 了 (6) 中 所 有 的 因子 在 C* 上 的 一 个 与 所 
有 射线 相交 的 n 一 1 维 流 形 上 的 初始 值 ,就 可 以 把 这 些 因子 一 步 步 地 确定 出 来 . 

对 于 更 高 阶 的 方程 组 ,证 明基 本 上 是 一 样 的 。 利用 §3 中 所 说 的 特征 的 不 变性 ， 
还 可 以 简化 前 边 的 计算 . 详细 的 叙述 从 略 , 

9, 补 注 . 弱 解 . 激 波 ” 象 在 第 五 章 8 9 中 对 于 两 个 自 变量 所 作 的 论述 那样 , mR 
我 们 把 微分 方程 L[u]=0 换 成 一 个 积分 关系 

人 cas=0， 

那 末 就 可 以 用 “ 弱 解 ”的 概念 获得 容许 有 奇异 性 的 广义 解 。 这 里 二 "是 伴随 算 子 , " 是 
具有 “ 紧 稻 支 集 ” 的 任意 光滑 的 试探 函数 , 即 ,在 一 个 充分 大 的 球 外 恒 等 于 零 的 函数 . 
对 于 7 个 自 变 量 的 情况 ,论述 和 前 边 完全 一 样 ,此 处 无 须 重 复 ， 无 论 如 何 , 它 是 和 分 
布 的 概念 (参看 附录 ) 密 切 地 联系 着 的 ， 

但 是 关于 拟 线性 方程 (1) 可 以 加 一 个 注 记 ， 对 于 它们 来 说 ,特征 和 双 特征 的 概念 
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当然 和 线性 的 情况 是 一 样 的 ， 还 有 ,关于 一 阶 导 数 的 间断 性 的 结论 也 仍旧 成 立 . 
然而 ,假定 要 考虑 函数 “本身 的 间断 性 , 那 末 前 的 理论 就 不 成 立 了 ， 如 果 一 阶 
方程 组 具有 一 组 守恒 律 的 形式 , 即 ,如 果 可 以 把 它们 写成 
D gao D=o Ul 
IB A RRIT ATEN RB HWE S 9 中 一 样 引 入 称 之 为 “ 激 波 "的 那 种 间断 性 . 
于 是 ,对 于 4 跨 过 它 时 发 和 跳跃 的 那个 曲面 CHC) =0, 这 些 定律 的 弱 意 义 下 的 
解释 完全 和 第 五 章 中 一 样 引出 激 波 条 件 : 
EPICO))G=0 (f=1,..,%), 


其 中 的 跳跃 和 间断 曲面 C= 0 是 互相 连结 在 一 起 的 ,因而 激 波 面 C 不 再 是 特征 曲 
面 . | 

最 重要 的 例子 是 流体 动力 学 方程 组 >， 在 第 五 章 已 经 就 两 个 自 变量 的 情 况 讨论 
过 了 . 


§ 5、 振 荡 的 初始 值 ”. 解 的 渐 近 展开 式 ， 向 几何 光学 的 过 渡 


1， 前 注 . 高 阶 前 进 波 将 §4 中 的 方法 用 于 振荡 的 初始 值 , 可 阐明 “几何 光学 ” 
中 波 沿 光线 而 传播 的 现象 ， 对 于 高 频率 的 振荡 , 它 给 Cauchy 问题 提供 一 个 渐 近 解 而 
只 须 解 一 些 常 微 分 方程 . 

用 下 述 间 断 初 始 函 数 的 初 值 问题 的 解 的 倒 加 去 造 解 似乎 是 自然 的, 即 , A = 
0(% 一 5) 为 初始 函数 , 它 是 严格 地 集中 在 点 *=$ 处 的 (参看 § 15). 不 管 怎样 , 恰好 
可 以 用 Fourier 积分 把 初始 值 分 解 为 平面 波 系 . 相应 地 , 须 先 求 振动 解 , 然后 把 它们 
登 加 起 来 而 造 出 Cauchy 问题 的 解 ; 这 种 方法 和 在 常 系数 情况 下 相应 的 方法 是 类 似 的 
( 见 第 三 章 ,§ 5). 

根据 84 的 理论 ,我 们 开始 就 来 考虑 形式 上 由 


2 Tp%, )) gi, t), (1) 
i=1 


表示 的 “前 进 波 ”, 其 中 77 不 一 定 是 相 函 数 Vx,) 的 奇异 沙 数 ,并 且 仍 上 提 有 三 一 了 7 


DD 详细 的 分 析 参 看 R Courant aud K. O. Friedrichs[1],116 一 172 页 。 
2) WLP. Laxf4), 
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SUE § 4 中 那样 ,我 们 把 (1) 形 式 上 代入 Llu] =0 并 要 了 -To Ti 的 所 有 系数 分 
MASTS, 显然 ,所 得 关于 因子 e 的 形式 关系 和 在 §4 中 对 于 奇异 的 Tj=5) 所 得 
到 的 关系 是 一 样 的 . 

利用 复数 记号 ,我 们 特别 选取 


Talp (x, t)) = etp, T= OL 


eip, 


其 中 二 是 一 个 大 参数 ， 
2。 浙 近 解 的 构造 ”我们 不 去 管 这 些 启 发 性 的 讲解 而 注目 于 构造 双 曲 型 方程 组 


L u]=u + dE Aup, + Bu=u t N (u) =0 (2) 
j=l 


的 渐 近 解 ,并 假定 它 是 形状 为 


U*(x, tE) =e BO HED fui ++ . tol, (3) 


的 4 个 式 子 的 和 , 其 中 函数 矢量 ww, ur +, 不 依赖 于 5, 并 且 取 到 项 /5° 的 展开 
式 的 余 式 的 数量 级 是 5 
我 们 要 在 Cauchy RH 


u(0, *) = eP Oy (x) (4) 
之 下 求 方程 (2) 的 解 。 为 此 令 
$* (4%, 0) =P 7); 
以 后 将 给 出 U" 的 初始 数据 . 
现在 我 们 弃 去 (3) 中 的 上 角 字 * 而 来 分 析 间 独 一 个 表达 式 (3) 的 构造 ， 将 (3) 代 


Ai9), 我 们 由 (3) 


fal 


入 Lfu]j=0, 用 工 记 单 位 矩阵 , 并 引入 特征 矩阵 AI et 2 


形式 地 得 到 
0= ebm, :LEu] = Bay + 3 ka . 
象 在 $4 中 一 样 ,比较 两 端 57" 的 系数 (r= 一 1,0,1,…), 便 相继 得 到 下 列 关系 ， 
4Auo=0, (5) 


D 略 去 分 母 中 的 因 于 (i)! BER ERS, 


六 章 ”多 于 两 个 自 变量 的 双 曲 型 方程 521 


idu, + LEu,]=0 (¥=0,1,°°+). (6) 
对 于 (5) B97 u 又 应 有 Q=141=0， 于 是 ,$= 二 常数 =c 是 以 H%, 0)=$ (*) 
为 初始 值 的 一 族 特征 流 形 。 假 定 4 的 秩 等 于 《4 一 1, 并 分 别 用 "和 / 记 4 的 右 零 化 矢 
量 和 左 零 化 矢量 ，47==0,44 ==0。 于 是 我 们 有 下 列 关 系 
' ug=or, (7) 
其 中 o 是 一 个 标量 ， MIR o= 时 的 (6) ,我 们 得 到 关于 ww 的 (从 而 有 关于 o 的 ) 关 
系 
LL[u)]=!L[or]=0, (8) 
它 和 84 中 的 (11!) 是 相同 的 . 若 已 知 :=0 时 0 的 初始 值 , 这 个 关系 便 以 抬 着 属于 
特征 曲面 $= 常数 的 射线 的 一 个 常 微分 方程 确定 了 o. 
如 果 我 们 进一步 假定 已 知 uo, 那 末 当 ”=0 时 的 (6) 便 是 关于 矢量 4 的 支 量具 有 
奇异 矩阵 4 的 线性 方程 组 . 象 在 84 中 一 样 ,由 此 得 出 
u=o'r +h}, (9) 
其 中 o! 是 一 个 标量 ,并 且 EL) 表达 的 已 知 式 子 。 为 了 确定 c…， MIRY 
”= 工时 的 (6) 而 得 到 “ 输 运 方程 
(L[u,]=!Lfro']+/L[A']=0, (10) 
这 是 关于 标量 C 的 沿 着 属于 特征 流 形 一 常数 的 一 条 射线 的 又 一 个 常 微分 方程 (这 
一 回 是 非 齐 次 的 ) . 
同样 ,我 们 得 到 


` 


u=0lr+4 h, (11) 

1Z[wy]=0 或 lL[rot]+/L[h!]=0, (12) 

只 要 知道 了 xm …,27-b 便 知道 了 其 中 的 困 , 而 前 者 可 由 前 述 关 于 标量 o 的 常 
微分 方程 确定 之 。 


令 
sy ae fugt + wee + ort, (13) 
我 们 有 
. Jr, 1 P 
Li] =aeboe,t | idu, + Lu] l= (14) 
7=-] 


其 中 P 是 有 界 的 ;这 个 表达 式 关 于 5 的 数量 级 是 577, 这 就 是 说 ,我 们 得 到 了 乙 的 一 
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个 渐 近 表达 式 . 
现在 转 到 (2) 的 Cauchy 问题 .我 们 记得 由 (2) 的 双 曲 性 可 推出 〈 见 83)， 对 应 
于 同一 个 初始 数据 O° (*, 0) =0(%), WIR O(*) = 一 常数 中 的 每 一 个 初始 流 形 伸张 
出 4 个 特征 曲面 $"(*,t) =c; 所 有 这 些 $" 都 满足 特征 微分 方程 


Q= |¢,1+ } 4/¢;| =0, 
j=] 


即使 这 些 曲面 之 中 有 些 是 重合 的 ,4 个 左 堆 化 矢量 Y, ++, 和 4 个 右 零 化 矢量 '， 
trees, br 都 是 线性 独立 的 矢量 组 ， 

对 于 这 些 特征 曲面 "中 的 每 一 个 ,我 们 考虑 前 边 所 作 的 渐 近 解 0"。 相 应 地 , 我 
们 应 当 考 虑 (7) 和 (11) 中 的 4 个 标量 因子 o( 略 去 wj 的 下 标 7), 并 把 它们 分 别 记 为 
oo, ……*5。 然 后 借助 于 等 式 


k 
Dus (x, 0) =Y(4), (15) 
«=1 


R 
Sut,0)=0, UF (16) 
c=] 


其 中 边 (*) 是 任意 的 充分 光滑 的 函数 ,我们 调整 支 晤 (r, 0),4)(%, 0), mE. 
由 (7) 和 (1D 知 或 ="o7 H j> if uteret, 其 中 "o? 是 标量 ， 把 它们 
代入 (15) 和 (16) , 然后 考查 :=0 时 的 这 些 关 系 。 这 些 矢量 六 的 线性 独立 性 保证 
对 于 每 一 个 i 值 都 唯一 地 确定 了 4 个 标量 “07 的 初始 值 。 于是, 对 于 方程 组 (2) 的 
Dh u(x, 0) =e (x) Ae aay Cauchy 问题 ,实际 作出 了 解 , 它 是 形 如 (3) 的 4 个 
和 式 的 和 . 
根据 (14) U" 的 按 1/8 展开 的 有 限 需 级 数 渐 近 地 表达 了 支 量 UV"。 由 此 我 们 得 


k 
Beet, TU = IU AREN FOL) 为 初始 值 的 函数 4 的 一 个 渐 近 表 
E=1 


AR. RKE, HA Llu] =0, aE IV = — 4 我们 由 (14) 而 有 
LUV =3p 
同时 7" 的 初始 信 是 零 ， 所 以 人 7 的 Duhamel 积分 表达 式 (例如 10, 1 中 的 ) 表明 


省 FE 的 数量 级 和 7" 相同 ,因此 我 们 的 表达 式 是 渐 近 的 . 
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此 外 ,如 果 初 始 数 据 具有 充分 高 阶 的 连续 导数 , 那 末 类 似 的 佑 计 对 于 任意 高 阶 导 
数 的 渐 近 表达 式 也 成 立 . 

由 上 述 渐 近 解 可 以 得 出 初 值 问题 的 一 个 近似 解 一 一 常常 还 是 颇 为 精确 的 解 ， 它 
是 由 仅 解 一 些 常 微分 方程 而 得 到 的 ,因为 在 确定 9 以 及 依次 确定 Ho, ma, …… my 的 时 
使 仅 依赖 一 些 常 微分 方程 和 一 些 代数 步 又 . 

3. 几何 光学 “这 里 所 说 的 几何 光学 的 渐 近 理论 要 追溯 到 Green Liouville 
(1837),A. Sommerfield #1 J. Runge”, 

现在 我 们 可 以 了 解 由 偏 微分 方程 (2) ESS a A FG a A JL Aa 
写 波动 现象 的 几何 光学 之 间 的 关系 了 。 在 光学 中 ,我 们 要 处 理 高 频 振动 这 时 偏 微分 
方程 的 精确 解 的 浙 近 展开 式 的 首 项 给 出 了 它 的 初次 近似 解 ， 展 开 式 的 这 一 项 以 及 后 
边 的 那些 项 都 是 借助 于 洛 着 光线 的 常 微分 方程 而 确定 的 。 自然 地 ,在 几何 光学 和 有 4 
与 本 节 中 的 展开 式 之 间 有 密切 的 联系 . 

通常 在 光学 中 不 涉及 初 值 问题 而 要 考虑 的 是 混合 问题 和 边 值 问题 , 这 时 假 定数 
据 和 解除 了 一 个 因子 eze 之 外 都 和 时 间 无 关 ， 此 外 ， 还 假定 微分 方程 的 系数 都 和 时 
HEX. 考虑 一 阶 方程 组 


L[u]=u + M[u]= u+} a(x) + B(x)u=0, (17) 
v=] id 


& 
u(x,t) =e*y(x) 
而 将 空间 变量 和 时 间 变 量 分 开 ， 于 是 ,>(*) 须 满足 " 约 化 的 方程 ”， 
M[v]+tov=0, (18) 
另 一 方面 ,我们 知道 (17) 有 形状 如 下 的 解 : 


u= 5 Tj($) ei(%, t), (19) 
J=0 


Hh Te) =e"? /(io)), 鉴于 微分 方程 的 系数 都 与 上 无关， 我 们 来 考虑 系数 ei, 
已 也 都 与 上 无 关 的 那 种 解 。 若 令 
p(x, t)=t+y(*), 


1) 文献 见 J. B. Keller[1},J. B. Keller, R. M. Lewis, and D. Seckler(1],M. Kline[1], [2]; P- 
D. Lax[4] 和 R- K. Luneburg[2],[1J. 
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则 有 
— pi” o - g1 (x) 
“=e tee p? (iw)? ? 
因此 
soe / 
v(x) =e) EO . (20) 
j=0 


于 是 , 按 本 节 的 办 法 ,我 们 导出 约 化 方程 (18) 的 一 个 渐 近 展开 式 ， 系 数 81(*) 须 
满足 下 列 关系 


Upit SO Ap, gi L(g! =0 (j=—1,0,..:), (21) 


v=] 


或 者 等 价 地 ， 


(1+ 2 ary, at! + Mgl=0 (j=—1,0,.…°). 


7al 


E S4 中 和 在 本 节 前 边 都 曾 看 到 ,可 以 仅 通过 求解 沿 光 线 的 常 微 分 方程 而 求 得 
方程 (21) 的 解 ， 因 此 可 以 用 常 微分 方程 找到 展开 式 (20) .这 些 沿 着 光线 的 常 微分 方 
程 就 是 几何 光学 的 方程 . . 

在 8$4 的 理论 和 非 齐 次 的 约 化 方程 (18) 之 间 也 有 相仿 的 对 应 关系 . 考虑 方程 

L[uj=u,+ Mu=e™ f(x). (22) 
BE u(t, x) = u(x), Ml v(%) 应 满足 
Mv+iow= f(x). 


用 条 件 
L[w]=0 4t>0, 
w(x, 0)=f (*) 
定义 w(%*,t)， 于 是 Duhamel 原理 给 出 形式 解 
v(x, w= ee w(x, s) ds. (23) 
0 


4 o RAR,” 的 渐 近 展开 式 是 由 w(*,t) 的 奇异 性 确定 的 ,后 者 又 依赖 于 f(x*) 的 奇 
蜡 性 ;根据 8 4 知道 这 些 奇 异性 沿 光线 而 传播 。 所 以 , 和 上 边 一 样 ， 可 用 沿 着 光线 的 
常 微分 方程 确定 出 与 几何 光学 相应 的 "(*) 的 渐 近 展开 式 ， 
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§ 6. 初 值 问题 的 唯一 性 定理 和 依赖 区 域 的 例子 


能 量 积分 法 是 S，Zaremban 首 先 应 用 的 ，A., Rubinowicz®,K. O. Friedrichs 和 
H. Lewy3) 又 重新 发 现 了 它 ， 推 广 了 它 ， 并 把 它 用 于 处 理 对 称 双 曲 型 方程 组 . K O. 
Friedrichs qq J，Schauder5) 后 来 发 表 的 许多 论文 显然 表明 了 这 个 方法 的 力量 和 适用 
范围 的 广泛 性 . 
在 本 节 中 ,我 们 考察 Cauchy 问题 解 的 可 确定 性 及 唯一 性 的 几 个 典型 例子 ,首先 
是 几 个 二 阶 方程 ,以 便 更 好 地 体会 § 8 中 的 一 般 理 论 (参看 第 五 章 ,8 4). 
任意 初始 数据 的 Cauchy 问题 解 的 存在 性 和 唯一 性 是 彼此 密切 有 关 的 两 个 论题 
(参看 第 三 章 , 8 6) ;我 们 将 在 § 8, $9, 8 10 中 借助 于 解 及 其 导数 的 某 种 被 称 为 “能 量 
积分 ”的 方 均值 去 讨论 它 。 只 要 知道 了 与 某 一 点 相应 的 有 界 的 “依赖 区 域 ” 上 的 
Gauchy 数据 ,， 那 末 问 题 的 解 在 点 卫 处 的 值 便 叭 一 地 确定 了 。 8 6 和 87 的 目的 就 是 
要 说 明 唯 一 性 和 可 确定 性 的 重要 事实 。 - 
1. 波动 方程 ”对 于 二 维 波动 方程 
Llu] =uy,.—uy—u,,=0, (1) 
下 边 给 出 的 唯一 性 的 证 明和 第 五 章 中 相应 的 论述 有 些 不 同 。 设 S 是 任 一 类 空间 的 初 
始 曲 面 $(*, y, t) 二 0, 且 
$3—-$4—$5>0 
或 
3—x—y3>0, 
其 中 %*,, ynt 表示 曲面 的 单位 法 矢量 的 支 量 , 即 ， 


ga ly Y 
"A G+ Ot? ” VREA” 


r=, 
Vht to 
1) WS. Zaremba [1]. 
2) W A. Rubiuowicz [1 和 [2]. 
3) H, K. O. Friedrichs and Lewy [1]. 
4) 例如 KK. O. Friedrichs [2] 
5) LJ. Schauder [4]. 
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p 假定 微分 方程 的 一 个 解 和 它 的 一 
阶 导数 在 $ 的 一 个 子 区 域 B 上 都 
s SFE. RAE, ABA P wy 
二 一 一 一 sepia ARAL 
B ADE ER PEDES Te. 

“ee 参看 图 55. 


我 们 用 9 表示 由 8 和 顶点 在 P 的 特征 锥 面 所 围 出 的 区 域 ， 特 征 锥 面 是 *, y, :空间 
里 的 锥 面 , 它 的 母线 和 平面 ‘=0 成 45 度 角 , 即 , 是 特征 射线 . 
证 明 的 基础 是 恒等式 
2 u L[w] = —2 (ujtty) y— 2 (uriy) y + (U3): + (Uy)? 二 (22 一 0， (2) 
而 且 要 把 它 在 区 域 G 上 进行 积分 ， 因 为 表达 式 (2) 是 一 个 散 度 ,引用 Gauss 定理 并 将 
初始 条 件 代 入 之 , 即 得 


o=f f (uit, + u3t, + Ut, —2 Ugly y — 2 Wuyyy) dS 
m 


=ff. AL ugt, — eee)? + (uyt, —uy,)’]dS, 


其 中 M 是 锥 面 的 那 一 部 分 , 它 属于 区 域 6 的 表面 ,45 是 M 上 的 面 元 ,并 且 考 虑 了 在 
M 上 的 关系 总 一 巡 一 好 一 0。 所 以 ， 上面 这 个 展 布 在 锥 面 上 的 积分 等 于 零 ! 因而 被 积 
分 式 等 于 零 ， 换 名 话说 ,yt, 一 we%,=0 H uyt,—y, =0 EM 上 处 处 成立; 于是, 
的 两 个 线性 独立 的 内 导数 在 M ETE. MUREM 上 是 常数 , 因此 由 初始 条 
件 知道 它 在 M EESTE. HETA u 在 点 已 处 等 于 零 

这 个 论证 同时 说 明了 微分 方程 的 在 下 述 意义 上 的 依赖 区 域 ， 在 给 定 了 S 上 的 初 
SEMIS» Eo FEJ PERSIE BTS ARESE P K a AAE EAN R ETR ES 

对 于 三 个 或 更 多 个 自 变量 的 情况 ， 唯 一 性 和 依赖 区 域 的 问题 可 以 用 第 五 章 $4 
中 对 于 更 一 般 的 微分 方程 uu Au + auy + Duy tou +d =0 (其 中 a, b,c, oe Dome 
/和 空间 变量 *, y 的 任意 的 连续 函数 ) 所 采取 的 方法 去 解决 (参看 $ 8 中 的 一 般 理 
论 ). 

下 面 我 们 来 证 明 “ 波 动 方程 的 特征 初始 值 问题 ”的 唯一 性 ， 这 里 ,初始 值 不 再 是 
给 定 在 一 个 关 空 间 的 初始 流 形 ( 好 一 各 一 好 0) 上 , 而 是 给 定 在 一 个 特殊 的 初始 流 形 
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上 , 确 言 之 ,在 一 个 特征 半 锥 面 £， 

(t—to)?— (x —%q)?— (Y — yo)? =0 Et) (3) 
上 按照 前 边 的 结论 ， 我 们 不 能 任意 地 给 定 函数 x 和 一 
个 外 导数 (因而 给 定 了 一 切 导 数 ) 而 仅 能 任意 地 给 定 函 
Su 本 身 。 我 们 假定 已 给 的 初始 值 是 在 这 锥 的 包含 其 
顶点 在 内 的 某 邻 域 上 的 一 个 连续 可 微 函 数 在 这 锥 面 上 
BIRI. FA u 看 O ELPRE E 
Me sR ERRER 20.) 

(t—t9)?—(*#—%9)?—(y—)?>0, it 

内 各 处 的 值 ， 由 前 边 所 得 的 公式 可 证 明 这 个 断言 ， 候 
Eu 在 特征 锥 上 的 初始 值 为 零 , 并 在 由 此 锥 和 以 点 to x0.Yo 
为 顶点 的 后 特征 锥 所 围 的 区 域 C 上 积分 恒等式 (2)， 56 
用 名, 和 M; 分 别 记 这 两 个 锥 面 上 所 论 的 部 分 ,并 且 沿 用 前 边 的 记号 ,我 们 立即 得 到 


ff EE eu) + Cy, uy,) dS =O, 
因 被 积分 式 中 仅 含 4 在 这 些 锥 面 上 的 内 导数 ,而 由 假定 可 知 它们 在 M1 上 TR, 
所 以 在 M, 上 的 积分 等 于 零 ， 于 是 独立 的 内 导数 utut, ut, uy, 在 过 P 的 锥 
WM, 上 同样 也 等 于 零 ， 由 此 可 知 ,在 锥 面 M, 上 4 是 常数 ， 又 因为 “在 两 个 锥 面 的 
交 线 上 等 于 零 ,所 以 4 在 Ms 上 恒 等 于 零 ,特别 是 在 点 呈 处 4 也 等 于 专 


2. 微分 方程 ur 一 Au+ 字 a 一 0(Darboux 方程)5 这 个 方法 的 另 一 变形 可 


用 于 所 请 Darboux 方程 

Clu] Su + Šu —Au=0, (4) 
它 包 括 着 一 个 奇异 项 。 此 处 BRE r 和 的 任 一 非 负 连 续 可 微 函 数 ， 特 征 方程 仍 
是 


$i—$3,—$2,— ++ + — $3, =0 (5) 


& 


D 见 § 13. 
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(a) - ECG) =o 6) 


i=l 


且 特 征 锥 $, 1) = 0e) 30 (xX1 一 8)? 二 0 也 和 第 1 小节 中 的 一 样 。 我 们 来 证 明 ， 
i=1 
若 方 程 (4) 的 一 个 三 次 连续 可 微 的 解 * 和 它 的 导数 4 在 以 为 顶点 :0) 的 特征 锥 
的 底面 3 (在 平面 ?一 0 内 ) 上 昼 等 于 零 , 则 “在 点 人 处 以 及 此 锥 内 部 6 的 任何 地 广 
TFTP 
证 ， 我 们 有 
=—2u,L[u] 223) (uy) y -h(E ut) Zh, 
JEX (tatty) e (x taij E 

于 是 , 乘 以 体积 元 素 4v ,在 区 域 G 上 积分 , 考虑 在 8 上 的 初始 条 件 ， 并 对 右 端的 散 度 
引用 Gauss 定理 , 则 得 


om fff, Pater ff a 


其 中 M 表示 锥 的 表面 ,45 AM 上 的 面 元 . 由 于 M 上 的 特征 关系 (5 ), 沿 M 积分 的 
被 积分 式 可 以 写成 


RCE FHS) 


因为 % >0, 立 即 推出 关系 =0 在 G 内 处 处 成 立 ， 于 是 “在 G 内 恒 等 于 零 , 如 所 断 


= 


Fae 


3. 真空 中 的 Maxwell 方程 ”作为 四 个 自 变量 的 微分 方程 组 的 一 个 例子 , 我 们 
仍然 考虑 Maxwell 方 程 组 ? (参看 第 三 章 , 2), FSI c= 1: 

区 一 curl H=0, 名 :+curl C=0. (6) 

对 于 这 个 微分 方程 组 ,我 们 假定 已 知 矢量 CMH 4 t=0 时 的 初始 值 而 来 考虑 Gauchy 

问题 我们 的 目标 是 要 证 明 ， 才 区 和 多 的 初始 值 恒 等 于 零 , 则 矢量 E 和 兄 ws 


D 对 于 Maxwell 方程 组 还 应 补充 下 列 关系 
div@=0， div 名 一 0， 
当 这 些 关 系 在 初始 空间 t=0 内 成 立时 , 不 难 据 (6) 证 明 它 们 在 整个 时 空 内 成 立 。 所 以 这 两 个 关系 具有 
初始 条 件 的 性 质 。 
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TÈ. 事实 上 ， 如 果 把 下 边 的 唯一 性 的 证 明 
(同样 还 有 对 于 晶体 光学 方程 的 证 明 ) 看 成 是 
§ 8 的 一 般 结 论 的 一 个 特例 , 那 末 它 会 显得 更 
加 明显 ， 不 过 , 因为 历史 上 对 于 特殊 情况 的 
证 明 曾 经 推动 了 一 般 理论 的 发 展 ， 我 们 还 是 
要 把 它 写 在 这 里 . 

对 于 四 维 的 *, y, z,t 空间 的 任 一 点 有 一 
个 特征 超 锥 面 , 它 被 初始 超 平面 上 一 0 截 出 的 图 57 
截 口 是 一 个 三 维 球 SE, 利用 平行 于 初始 超 平面 的 一 个 超 平面 +=4, 我 们 把 这 个 四 维 
FES 截 出 一 个 截 头 锥 G4, 它 的 边界 是 D, EC 的 表面 的 一 部 分 只 os 还 有 在 :一 * 上 的 
部 分 一 一 球 Di( 参 看 图 57). 

由 矢量 恒等式 H curl E-E curl H=div[E x H], TAM Maxwell FAEH 

0=2 E(E,—curl H) + 2 HCH: + curl E) 
= (C+ H?)e+ 2 divlE x H] 

先 固定 t 而 把 它 对 *, y, z 在 Gs 上 积分 ,然后 再 对 t+ 由 0 到 % 积 分， 考虑 在 :=0 上 
的 初始 条 件 多 = 多 =0, 我 们 立即 得 到 


SJJu, Etnas +z fff, CEx gies 


+ SSS, (G+ G2) dxdydz=0, (7) 


其 中 必 Èr, y, 三 维 空间 内 中 心 在 点 了 的 投影 上 而 半径 为 : 的 球 的 法 矢量 ， 并 且 
t= EV DE M 的 法 矢量 沿 + IO TH A, . 


由 M, 上 的 特征 条 件 妃 = 避 ,我 们 得 到 在 M, 上 成 立 的 关系 ， 
(G+ H)2+-2¢,2,[€ x H] =O +2 ELH x p+ Hh 
又 因为 [名 p =H h Or), 所 以 右 端 等 于 
(Gt, + LD x yy]? + (He)? 
于 是 从 (7) 推 出 


o= f ffp @+Hrdedyds 
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+f [Sage (E+ LO pD (H-S, 
由 此 又 推出 在 Dh HER C=0=0, 因而 它们 在 G 内 处 处 也 成 立 ， 这 正 是 我 们 所 要 
证 明 的 . 
对 于 $ 3s 的 晶体 光学 微分 方程 组 (7), 可 以 相仿 地 证 明 唯一 性 定理 并 找 出 依 下 
区 域 ,但 是 我 们 对 此 略 去 详细 的 讨论 而 建议 参考 $8 的 一 般 理论 . 


§ 7. 双 曲 型 问题 的 依赖 区 域 


1. 引言 8 6 的 例子 表明 , 双 曲 型 的 初 值 问题 的 一 个 重要 特点 是 。 属于 点 PH 
一 个 有 界 区 域 了 = 7 内 的 Cauchy 数据 唯一 地 确定 了 解 x(P) 在 点 P 处 的 值 . 这 个 
区 域 之 外 的 Cauchy 数据 对 于 (了 ) 的 什 没 有 影响 显然, 如果 Ue 内 的 Cauchy 数据 
处 处 为 零 , 则 有 u( 了 ) = 0。 这 个 特点 是 与 双 曲 型 问题 反映 着 波 以 有 限 速度 传播 这 一 
事实 相符 合 的 ， 

显然, 联系 x(P) 和 Te 中 的 数据 的 唯一 性 定理 表明 了 此 种 依赖 区 域 r> 的 存在 
性 。 我 们 将 在 8 8 中 陈述 并 推导 这 些 唯一 性 定理 .在 本 节 中 ,我 们 限于 对 依赖 区 域 e 
作 几 何 的 说 明 。 

我 们 顺便 指出 ,依赖 区 域 e 的 概念 派生 出 初始 区 域 D 的 影响 区 域 的 概 念 、 这 
个 区 域 是 所 有 那样 的 点 的 集合 ,它们 的 依赖 区 域 都 和 D 有 公共 点 。 从 物理 上 说 , ¥ 
响 区 域 之 外 的 现象 不 受 D 内 数据 的 影响 , 即 , 15 之 外 的 介质 对 于 D 内 的 初始 状 
况 无 所 察觉 | 

BY SEH A EL A — ARRA BO Te BP) 
域 " 这 句 话 蕴含 着 一 种 否定 的 意义 ; 它 仅仅 肯定 /之 外 的 数据 不 影响 “(P) 的 值 ， 任 

何 一 个 包含 三 的 区 域 1* 也 属于 同一 范畴 .因此 ,依赖 区 域 的 确切 含意 应 当 定义 为 屠 
样 一 个 景 小 的 点 集 厂 ,使 得 在 三 内 任 给 的 数据 能 够 唯一 地 确定 (了 )， 但 是 要 对 这 个 
区 域 三 作 一 般 的 刻画 是 困难 的 。 它 可 能 是 * 空间 里 具有 间隙 ? 的 一 个 区 域 ,在 另 一 
些 情况 下 它 还 可 能 是 仅 由 此 种 区 域 的 边界 组 成 的 (参看 后 边关 于 Huyghens 原理 的 
讨论 )， 因 此 我 们 寻求 一 个 折 吉 的 说 法 ,把 依赖 区 域 /定义 为 用 自然 而 一 般 的 几何 摘 
述 尽 可 能 便于 作 得 到 地 小 的 区 域 ， 而 不 一 定 要 着 眼 于 最 小 点 集 ， 我 们 将 在 下 一 小 池 


D 此 种 闻 隙 的 发 生 有 漳 姓 波 ( 见 $13 a) 和 晶体 光学 为 其 例证 。Petrovskii[3] 曾 对 这 个 现象 作 过 深刻 的 一 
般 研究 。 l 
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中 给 出 这 种 描述 . 

2. 依 闲 区 域 的 描述 我 们 仍 挑选 出 时 间 ! 二 xo 并 用 + 表示 空间 变量 41,…, xm 
同时 假定 * 空间 是 类 空间 的 ,因而 :是 一 个 真正 的 时 间 变量 ， 我 们 将 考虑 两 个 密切 
BOR AGRA, RAR re 和 射线 劈 镑 面 的 外 党, 也 就 是 在 8 3 中 所 说 的 以 P 为 中 
心 的 外 球面 波 前 ， 这 种 由 尸 向 : 减 小 的 方向 画 的 臂 锥 是 “向 后 的 依赖 劈 锥 "; 向 : 
增加 的 方向 画 的 劈 甸 是 “向 前 的 依赖 避 锥 ">。 如 果 方 程 是 非 齐 次 的 ， 那 末 依赖 区 域 是 
由 n+1 维 *, :空间 里 在 Te 上 和 它 的 内 部 而 介 于 忆 和 初始 流 形 之 间 的 一 切 点 组 成 
的 .如 果 方 程 是 齐 次 的 , 那 末 依 赖 区 域 仅 包括 上 和 /> 内 而 落 在 初始 流 形 工 上 的 
点 ,我们 仍 将 随意 用 符号 Te ,或 者 ,在 齐 次 方程 的 情况 ,用 y 表示 依赖 区 域 . 

为 了 重 述 并 扩充 在 $ 3 中 给 出 的 定义 ,我 们 首先 考虑 算 子 Llu], 它 的 主 部 是 常 系 
数 的 .于 是 5[z] 的 双 曲 性 质保 证 法 锥 而 的 内 核 是 凹 的 ( 见 S 3.7)。 它 的 对 偶 锥 六 也 
是 凸 的 ;在 了 上 每 一 点 处 的 法 线 名 属 于 法 锻 内 核 的 边界 。 所 以 六 的 面 元 把 类 空间 而 
元 和 其 它 的 面 元 区 分 开 来 ， 如 上 所 述 ,Tp BE LHR, 

我 们 还 可 以 定义 Ce 如 下 设 了 的 坐标 是 C, Er, 5)。 对 于 每 一 个 。 值 来 考 
察 特征 平面 

v(t—7) —a+ (#—£) =0, E 
KPEE o BRAM. Te 是 所 有 半空 间 v(: 一 5) 一 a(% 一 5) <0 的 交集 , 即 它们 的 公 
共 点 集 ,其 中 跑 过 单位 球面 . 

对 于 非常 系数 的 情况 ,定义 是 相仿 的 ， 通 过 类 空间 平面 :=r 上 的 线性 流 形 
(ax) =0 或 者 (e(% 一 5)) =0, 我 们 向 着 :<r 的 方向 画 “ 类 平面 "的 特征 曲面 。 它们 之 
中 其 “ 负 ” 法 线 方向 指向 法 锥 内 核 的 边界 之 内 的 那 一 个 ,把 类 空间 面 元 和 其 它 的 面 元 
分 别 开 来 ,并 且 对 应 于 点 忆 处 的 一 个 极 大 的 局 部 速度 于 是 ，rz 是 那些 相应 的 半空 
间 的 交集 ,其 中 < 跑 过 单位 球面 。 仍 然 可 以 把 rz 看 成 是 过 P 的 向 后 的 射线 ER 
TEE. 

Fe § 3, 7 中 的 “类 时 间 的 ” ELEA PARR, HC ERE Tz 的 内 
部 是 这 样 一 个 点 集 , 可 以 用 处 处 类 时 间 的 曲线 把 它 的 每 一 个 点 都 和 ” 血 接 起 来 . 

在 下 一 节 里 我 们 将 限于 讨论 一 阶 的 对 称 双 曲 型 算 子 


Tat Do Aint Bu=u,+ Mu, (1) 


于 是 t= 常数 是 类 空间 的 ;由 平面 :=z 的 落 在 劈 锥 / 之 内 BRIBE RT” 
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Re 介 平 :=0 和 t=z 之 间 的 部 分 (0<?<7) 所 组 成 的 曲面 Re。 构 成 一 个 “类 空间 的 透 
WL, mime 是 卫 的 时 间 坐 标 , 那 末 这 个 透镜 就 和 吉 锥 的 0<t<r 的 那 一 段 的 
内 部 重合 . 

BE ol, x) 二 0 表示 透镜 工 , 的 表面 , 那 末 特征 形 4=1$:+ D4:  t=0 和 
:一 z 上 显然 都 等 于 单位 矩阵 ,并 且 特 征 矩 阵 4 EE RP 上 是 非 负 的 ， 

诚然 ,在 对 应 于 一 个 极 大 速度 的 类 平面 特征 曲面 上 ,我们 立即 看 出 特征 矩阵 是 非 
负 的 。 因 为 Ce 的 边界 上 的 每 一 个 点 都 是 这 样 一 个 特征 曲面 的 切 点 , 特征 矩阵 在 le 
的 边界 上 是 非 负 的 ， 所 以 对 于 一 个 曲面 来 说 ,如 果 它 的 元 素 恰好 都 在 类 空 间 元 素 集 
合 和 非 类 空间 元 素 集合 的 分 界 上 ,特征 矩阵 肯定 是 非 负 的 ， 

自然 , 依赖 区 域 和 影响 区 域 这 两 个 概念 更 普遍 地 也 同样 适用 于 任何 点 集 人 7, 例 
如 ,平面 :一 常数 之 0 上 的 一 个 区 域 。 这 时 依 R 区 域 Cx 是 由 所 有 SHO AT AT R 
着 类 时 间 曲 线 达 到 的 那些 点 的 集合 的 闲 包 构成 的 . 

LUE SHER KER lr 的 概念 中 有 一 点 灵活 的 余地 , 因为 可 以 用 包 
含 Ce 在 内 的 一 个 较 宽广 的 区 域 Tp 代 夫 Te。 特 别 是 ,我 们 可 以 考虑 过 点 卫 具 有 极 
大 速度 的 三 个 类 平面 的 特征 曲面 所 围 成 的 一 个 “四 面体 ?区 域 Fe。 于 是 7z 就 是 所 
有 这 些 四 面体 区 域 Tz 的 共同 的 部 分 . 

再 指出 ， 本 池 中 诸 概念 的 正确 性 隐 含 于 下 边 的 唯一 性 和 存在 性 的 证 明之 中”, 


§ 8. 能 量 积 分 和 一 阶 线性 对 称 双 曲 型 
方程 组 的 唯一 性 定 还 


1. 能 量 积分 和 Cauchy 问题 的 唯一 性 ”在 本 节 中 , 我 们 限于 研究 线性 而 基本 
上 上 是 对 称 的 双 曲 型 一 阶 方程 组 ,其 定义 已 见于 $ 3,8 .它们 的 形状 是 


L[uj]= 》 Aut Bu=0, (1) 


i=0 


其 中 所 有 的 化 阵 4 都 是 对 称 的 ,但 是 B REER. 


D R* BBS", 有 时 我 们 姑且 把 R* 叫做 类 空间 的 。 主要 的 是 不 等 式 4>0 在 Re 上 仍然 成 立 。 

2) 十 分 明显 可 见 的 例子 表明 不 一 定常 常 需要 用 射线 昌 锥 面 的 凸 沉 代替 这 戏 锥 面 。 例 如 , ha=2,4—2, 
L,=D3- Dj - 4 D3, L_=D3— 4 D} ~- D3. x,y 平面 中 的 射线 曲面 是 由 两 个 相交 的 椭圆 构 成 的 ， 如 果 
和 us 的 初始 数据 是 分 别 给 定 在 这 两 个 杠 加 上 的 ,方程 组 Lif] =0, Lele) =0 显然 有 唯一 的 解 而 无 
须 考 虑 凸 党 。 但 是 如 果 两 个 方程 由 于 低 于 二 阶 的 项 同时 包含 ut 和 ww 而 纠结 到 一 起 , 那 末 射 线 曲 面 仍 旧 
不 变 ,而 数据 必须 给 定 在 凸 壳 上 。 


HAH 多 于 两 个 自 变量 的 双 曲 型 方程 533 


据 §3,7 知 ,如 果 在 曲面 SA (x) =0 上 特征 和 矩阵 
A= Api 

BEY MIF LS 是 类 空间 的 ， 我 们 假定 方程 组 (1) 是 双 曲 型 的 , 即 , 它 有 
类 空间 的 曲面 .不 失 一 般 性 ,我 们 仍 假定 超 平面 *0=t 二 常数 是 类 空间 的 , 即 ,年 阵 如 
是 正定 的 ， 

本 节 的 讨论 的 基础 是 Gauss 公式 , 它 是 wL[u] 的 如 下 的 “ 散 度 "表示 式 的 直接 推 
论 ， | . 
2 uL[u]= (u, dlu); +2(u, Bu) =0, (2) 
其 中 

b=8-3 04, (3) 

利用 一 个 简单 的 变量 代 换 ,我 们 恒 可 将 工 变 换 为 一 个 新 的 算 子 ,使 得 u, Bu) 是 

Egh: RE x, 我们 引入 函数 


ve Moy, (4) 
H u AEB. FÆ Cle] =e{ Lv] +d} =0, Mine 
D4Jv,+ B*v=0 (1a) 
其 中 
B*=—B4 uA, (5) 


HARET 2 EEEH, IK AB u 取得 充分 大 ,二 次 形 (u, 8*w) 在 任何 给 定 
的 区 域 上 也 是 正定 的 。 特别 是 可 以 认为 
(u, u) <2(u, B*u), (6) 
设 忆 为 87 中 所 说 的 一 个 透镜 形状 的 区 域 , 即 ,由 沿 其 公共 边界 连结 在 一 起 的 
两 个 类 空间 曲面 So 和 $ 围 成 的 一 个 区 域 。 于 是 下 列 唯一 性 定理 ! 成立， 如 果 一 个 
RE HE So EESTE, ABA EER TA 8。 在 一 起 构成 一 个 类 空间 透镜 的 曲面 S 
Loner. 
在 透镜 乙 上 积分 (2) 就 几乎 立即 得 到 证 明 ， 这 样 得 到 的 Gauss 公式 是 
=f, (u, duds- f. (u, AW dS +f fc, Bu)dx, 


D 读者 应 当 把 本 节 中 的 讨论 和 第 三 章 附录 工 中 的 Holmgren 定理 对 比 。 Holmgren 定理 的 证 明 是 以 伴 
随 微分 方程 的 Cauchy 问题 解 的 存在 性 为 基础 的 ,而 并 不 利用 对 称 铂 或 者 双 曲 性 。 
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其 中 dS 表示 面 元 ,dx dade dey 表示 体 元 ,4 是 边界 上 的 特征 矩阵 。 因为 (4 
Au) 和 (u, Bu) 都 是 正定 的 ,所 以 “在 内 恒 等 于 零 . 

注意 在 这 个 证 明 中 我 们 利用 了 S 的 而 不 是 So 的 类 空间 性 质 . 

如 果 BETS, MART 工 是 守恒 的 。 

在 这 种 情况 下 , 沿 曲面 So 计算 的 “能 量 ? 


f (u, Au) dS 


和 沿 S 计算 的 是 一 样 的 ,这 件 事 使 我 们 联想 到 “能 量 的 守恒 "因而 取 名 "能量 积 分 ”. 

2. 一 阶 的 和 高 阶 的 能 量 积分 ”我们 将 区 分 出 变量 *6=t 作 为 时 间 , 并 且 和 前边 一 
样 假定 超 平面 :一 常数 是 类 空间 的 。 按 8 3, 可 以 引入 新 的 未 知 函数 4 使 微分 方程 取 
得 简化 的 形状 


L[u]=u,+ }_ Au, + Bu=0, (1b) 


SEP ERE 4! 仍然 是 对 称 的 . 

我 们 考查 特别 的 透镜 形 的 区 域 ,或 者 更 确切 地 说 , 按 下 述 方式 构造 成 的 单 参 数 族 
的 透镜 形 的 区 域 ， 设 P At s 空间 内 的 一 点 , 它 的 上 坐标 是 正 的 . 令 Fe 为 点 P 的 向 
REDRA ELST). Ra 表示 re 和 超 平面 := 有 的 截 口 。 于 是 我 们 考虑 由 S= 
Ro 和 S51=Rit+ M, 所 围 成 的 透镜 形 的 区 域 ,这 里 M 是 辟 锥 的 表面 (外 衣 ) 的 介 平 超 
平面 :=0 和 := 有 之 间 的 部 分 ,在 $7 中 已 经 指出 过 ,M4 是 “ 弱 ? 类 空间 的 , B, u, 
Awt M, 上 是 非 负 的 ， 因 为 Re 和 Ri 都 是 类 空间 的 ,所 以 得 到 前 述 唯一 性 定理 

如 果 “ 在 Te 内 满足 方程 [一 0 且 在 Ro LETS, ABA u ERN Pe te 
ST. 

这 个 结果 包含 着 一 个 重要 的 事实 ， 

国 数 «在 点 人 处 的 们 被 Lx] 一 /在 Te 内 的 什 和 在 Ro 上 的 Cauchy 数据 只 
下 地 确定 了 :因而 它 不 受 Pe 以 外 的 数据 的 影响 . 

上 述 这 件 事 实 确证 了 Up 的 “依赖 蜗 锥 ”这 个 名 称 的 合理 性 . 

如 果 引 用 记号 ? 

mm =f u(x, mdz}, (7) 


D 这 里 的 记号 与 第 五 章 SY 6,7 里 用 以 表示 “最 大 范 数 ”的 记号 的 意义 不 周 。( 注 完 ) 
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则 前 小 节 中 唯一 性 定理 的 证 明 里 包含 着 (在 条 件 (w, gx)>0 之 下 ) 能 量 不 等 式 
lu 1< Ju). (8) 
如 下 定义 的 7 级 的 能 量 积分 [C1) | 


Hoes fn, oe © 


也 适合 相仿 的 不 等 式 , 这 里 右 端 的 求 和 符号 遍及 于 所 有 对 于 变量 * 的 1zlszr 阶 的 
偏 导数 D?u BAT AREY 表示 所 有 这 些 偏 导数 构成 的 集合 ). 

下 边 的 不 等 式 称 为 7 级 的 能 量 不 等 式 ， 

[uC |-<c]z(0) [-5 (10) 
这 里 “是 一 个 常数 , 它 依 赖 于 工 的 系数 的 绝对 值 的 上 界 以 及 这 些 系数 的 直到 阶 的 
导数 的 绝对 值 的 上 界 ( 恒 假定 已 经 按照 (4) 除去 了 一 个 具有 充分 大 4 的 指数 函数 
HF). 

证 明和 对 于 普通 的 能 量 不 等 式 (8) H RAKE? 的 微分 方程 组 作 同样 的 
HE, V 是 由 工 [4] 二 0 对 一 切 * 变量 微分 而 得 的 。 如 此 我 们 构成 形状 为 Z[7Y]+ 
MV =0 的 一 个 方程 组 ;这 里 同一 个 算 子 工 作用 到 单独 每 一 个 导数 Diu 上 ,而 MV 
表示 7 的 支 量 的 线性 组 合 . 

微分 方程 (1 b) 和 由 它 对 t 与 * 微分 所 得 的 方程 用 4 的 <r 阶 的 * 导数 表达 出 了 
”的 一 切 7 阶 的 导数 .把 这 个 结果 和 较 高 级 能 量 不 等 式 (10) 合 伐 即 得 
KOLESA OL (11) 
> | Dru|2dx, (9’) 


Ry 171 
现在 这 里 边 的 和 式 包括 C=, D <r 阶 的 一 切 偏 导数 而 不 只 是 对 * 的 导数 . 
最 后 ， 对 于 非 齐 次 方程 [x] 一 了 ,下 列 能 量 不 等 式 成 立 : 
Ince) [<2 |ucoy 1+ fF Pde, a2) 


l(k) |}? = 


其 中 
IfOP=f Pande, 
RO) 


为 了 证 明 (12) ,我 们 把 恒等式 (2) 和 不 等 式 
2uf<wtf’ 


536 数 学 物 理 & 


SH, AAA SR (6): 
2(u, Bu) —uw> 0, 


对 于 较 高 阶 的 能 县 积分 ,下 列 关 似 的 结果 成 立 ， 
Iu) [P<elu(op ef 1 FCO) Bae, aza) 


后 文 即 将 表明 ,所 有 这 些 不 等 式 不 仅 对 于 唯一 性 的 证 明 是 重要 的 ,而 且 对 于 解 的 
构造 和 分 析 也 是 重要 的 . 

3. 混合 初 边 值 问题 的 能 量 不 等 式 第 2 小 节 中 的 能 量 表达 式 使 我 MAB IAN 
把 唯一 考 的 证 明 推广 到 某 些 重要 类 型 的 问题 上 , 即 ,对 称 的 但 不 一 定 是 双 曲 型 的 方程 
而 带 着 混合 的 边界 条 件 和 初始 条 件 ( 见 第 五 章 ,§ 6)。 在 本 小 节 中 ，, 我 们 扼要 地 陈述 
这 样 一 种 推广 ?2。 我 们 限于 混合 的 双 曲 型 问题 , 即 混合 的 初 值 及 边 值 问题 , 挑选 出 其 
中 的 变量 :=xo， 并 假定 微分 方程 的 形状 是 (1 b) 。 这 些 问题 是 要 求 方程 (1 b) HR 
它 对 于 一 切 正 的 上 值 和 * 空间 里 一 个 给 定 的 区 域 G 上 的 一 切 * 值 有 定义 ,并 且 具 
有 给 定 在 G 上 的 初始 值 x(*, 0); 此 外 ,在 G 的 边界 S 上 4 还 必须 适合 适当 的 条 件 . 
( 亦 见 第 五 章 ,8 6,4.) 我 们 假定 这 些 边界 条 件 是 在 S 上 的 支 量 之 间 的 线性 齐 次 关 
A. CINE S 上 的 不 同 点 处 可 以 是 不 相同 的 ,并 且 可 以 和 时 间 + 有 关 。 在 物理 上 , 它 
们 可 以 表示 把 系统 限于 区 域 S 上 而 加 的 限制 (例如 运动 学 条 件 ); 或 者 它们 表示 系统 
与 限制 此 系统 的 机 构 之 间 的 相互 作用 ,例如 反射 ,折射 钳制 .阻尼 ,冷却 ,水 发 ,辐射 、 
等 等 . 

我 们 的 讨论 仅 涉 及 唯一 性 一 般 的 存在 性 的 证 明 ， 虽然 对 于 Cauchy 问题 是 在 § 

10 中 给 出 了 ， 对 于 混合 问题 则 仍然 越 出 本 卷 的 范围 之 外 (但 是 对 于 两 个 自 变量 的 情 
况 已 见于 第 五 章 ，8$ 6,4 和 附录 ) 

我 们 姑且 用 Sey (41, ，………，zm) 一 0 表示 G 的 边界 或 者 通过 G 的 边界 而 垂直 于 


k 
t=0 的 柱 面 Z ROOT. REER 4= DOE: 4 在 S 上 显然 是 
i=0 


k 
A= 35:4", (61=7%,) 


i=] 


D BAK. O. Friedrichs 的 一 篇 文章 [3], 其 中 研究 了 对 称 型 但 不 一 定 是 双 曲 型 方程 组 的 唯一 性 和 存在 
性 问题 。 又 见 P, D. Lax and R. S. Philips[1J] 和 G. F. D. Duff[3], 
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因为 2 上 的 法 矢量 的 方向 的 支 量 为 零 . 

本 小 节 的 主要 目的 是 在 2( 或 5) 上 对 于 :>0 提出 适当 的 边界 条 件 , 它 和 G 上 的 
Cauchy 条 件 在 一 起 保证 解 的 唯一 性 , 并 且 对 于 解 的 存在 性 来 说 可 以 期 望 它们 也 是 充 
分 的 条 件 . 

MELK S6, 4 中 一 样 ,适当 的 边界 条 件 是 ， 在 2 的 柱 表 面 5S 的 每 一 点 *,t 上 ， 
矢量 u(x,t) RF p 个 线性 齐 次 关系 

(u, mI) =0 (j=1,...,7) (13) 
所 定义 的 一 个 "=% 一 bp 维 线性 空间 ,其 中 mw Hp 个 独立 的 矢量 。 空间 NSPRR 
设 的 限制 ， 对 于 属于 N 的 矢量 w 二 次 形 
Q(u, 4u) =udu 
在 2 二 是 非 负 的 。 


边界 条 件 得 自 Gauss 公式 (由 (2) 推 出 ) 
SS fq Bdear+ ff e Au)dS =0 


的 启发, 其中 4= EA: E hT D LOREEN. WR, Buy 是 一 个 正定 


二 次 形 , 那 末 只 要 所 给 边界 条 件 保证 二 次 形 (Uu, du) =Q@) S 上 处 处 非 负 ,从 这 个 
公式 就 立即 推出 (1) 在 D 上 的 解 的 唯一 性 ， 有趣 的 是 , 不 管 (1) 是 否 双 曲 型 的 ， 这 个 
论断 都 成 立 . 

特别 是 , 如 果 我 们 取 DAC 上 的 柱状 区 域 的 介 于 :=0 和 := 之 闻 的 一 段 , 对 
于 (1b) 的 一 个 解 4 我们 得 到 


Í, (u,u)dx ~ +f e Au) dsdt+ Sf, (u, Êu) dxdt=0, (14) 


二 是 ; 恰 如 第 1 小 节 中 对 于 Cauchy 问题 一 样 ， 此 刻 由 的 边界 条 件 推出 一 个 混合 问 
题 的 唯一 性 ， 这 个 论断 是 本 小 节 的 主要 目的 . 
不 过 , 为 了 说 明 进 一 步 的 情况 并 且 提供 一 个 适用 的 判 据 , 我 们 还 要 所 出 几 点 注 


第 一 : 44 ent, Sl NV 可 以 按 不 同 的 方式 选择 .例如 ,在 4=2 m Uu, 4u) = 
羽 一 码 的 简单 情况 下 ,每 一 个 由 4 一 ou 二 0(1o|<1) 给 定 的 线性 空间 显然 此 满足 定 
号 性 条 件 . 
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第 二 ， 如 果 提 的 边界 条 件 过 多 ， 即 ,如果 较 少 的 边界 条 件 足够 保证 解 的 唯一 性 ， 
那 玉 我 们 便 不 能 期 望 有 一 个 解 存在 ， 由 于 条 件 傅 少 则 边界 空间 N AK BERNS 
入 下 列 概 合作 为 存在 性 的 一 个 适当 前 提 ， 边 界 室 间 N 是 最 大 非 负 的 , 即 ,不 能 把 它 
不 给 出 存在 性 的 证 明 ,我 们 仍 将 假定 N 的 这 个 最 大 性 质 . 

与 N 的 最 关切 的 问题 是 ，N 的 维 数 mN 是 什么 , 即 ,多 少 个 线性 独立 的 条 件 
(13) 定 义 一 个 正 的 最 大 空间 N? 

为 简单 计 ,假定 柱 面 2 是 处 处 非特 征 的 ， 即 ,4 的 本 征 值 名 不 为 零 2。 如 此 则 我 
Wri, RAPADA N OAR SF A STEARATE e 
条 件 Cx ml) =0 fy he P= Ar 都 不 依赖 于 最 大 空间 N 的 具体 选择 (对 于 两 个 自 变 
量 的 情况 ,参看 第 五 章 ,8 6). 

这 个 定理 所 提供 的 判 捐 常 党 是 可 直接 应 用 的 ， 

证 明 的 基础 是 ， 在 矢量 ( 即 ， 具 有 4 个 支 量 的 矢量 ) 的 一 个 4 维 线性 空间 里 ， 
只 要 d+s<h, 那 林 总 可 以 找 出 一 个 非 零 的 和 量 ”要 它 适合 * 个 线性 非 齐 次 的 条 件 ， 

SUES ACA a, «++, ?4 的 矩阵 4 的 赋 范 本 征 矢量 的 一 个 完全 组 ， 假 定 
前 个 本 征 值 4, te 是 正 的 ,其 它 的 是 负 的 .车 

o . u = dju; 
则 

(4, du) =a, 
“我们 首先 证 明 ，DimN<r。 事 实 上 ,如果 和 的 维 数 大 于 , 那 末 我 们 可 以 在 Y 内 
BINAR u EAr ERER n= or = ORE FEU Au) = Y oth 
<0 EMH u RF N 时 4 为 正 的 假设 发 生 巴 盾 . 

其 次 我 们 来 证 明 ， 车 4 一 dimN <r, 则 空间 N 不 是 最 大 的 ， 事 实 上 ,条 件 
(u,40)=0 WAN 中 任 一 矢量 ) 
和 
名 网 =0 artis A) 

表示 关于 矢量 的 d+ 4 一 r 个 线性 齐 次 方 寻 ,既然 4+ hr 小 于 所 以 存在 着 非 零 


D 不 难 略 出 这 个 方便 的 假设 不 是 不 可 少 的 。 
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fe (前 一 个 条 件 说 明 u RETF N). 于 是 ,对 于 形状 为 w=au+v 的 任 一 矢量 ,其 中 ， 
属于 N 且 a 为 任 一 正 的 常数 ,我 们 有 

(w, Aw) =02(u, Au) + (w, dv) >0. (15) 
这 就 意味 着 一 WREE v BRTN, 而 由 于 4 不 属于 入 ,这 就 入 的 最 大 性 质 发 生 - 
抵触 . 

MARR TF dim N =” 的 一 种 可 能 情况 ,于 是 ,断言 得 证 . 

相仿 地 可 以 定义 维 数 为 p=% 一 r 的 最 大 负 空 间 和 N*, 它 是 形 一 4 的 正 空间 . 

迄今 我 们 都 假定 了 40. 如果 14|1=0, 那 末 存 在 着 4 的 满足 方程 44=0 的 
HATER. 没有 任何 重大 的 改变 ， 只 是 N 和 N* 又 有 了 共同 的 属于 这 些 本 征 
国 数 的 零 空间 ,譬如 说 它 的 维 数 是 g. 

作为 最 后 一 点 注 记 ,可 以 指出 ,对 于 L*[x]=0 的 伴随 的 后 退 问题 ， 其 中 u(x, 2) 
被 给 定 在 G 上 并 且 求 的 是 <t 时 的 解 , 在 2 上 的 适当 的 边界 条 件 是 ，z 必须 属于 
一 个 最 大 非 正 的 空间 N". 

4. 对 于 单个 二 阶 方 程 的 能 量 积分 “在 本 小 节 中 我 们 要 对 于 单独 一 个 二 阶 双 曲 
型 方程 导出 一 个 能 量 不 等 式 ,并 从 而 推 得 唯一 性 定理 .在 8 3 第 8 小 节 中 我 们 已 经 把 
二 阶 双 曲 型 方程 化 为 一 个 对 称 的 一 阶 双 曲 型 方程 组 。 所 以 可 由 本 节 以 上 几 小 节 的 结 
论 推出 这 样 的 能 量 不 等 式 . 然而 还 是 值得 对 于 二 阶 的 情况 作 一 独立 的 推导 (历史 上 
是 先 推 出 了 它 ?) ,因为 它 对 于 8 6 的 例子 提供 了 一 个 一 般 而 简单 的 基础 , 同时 它 也 是 
下 节 即 将 概述 的 高 阶 情况 的 一 个 模型 。 

REE § 3 中 一 样 ,我 们 考虑 一 个 形状 如 下 的 二 阶 方程 

Llu] =u — Daujj+-++=0, (16) 
假定 这 个 方程 是 双 曲 型 的 并 且 超 平面 := 常数 是 类 空间 的 . 据 §3 知 , 当 且 仅 当 二 次 
E “7 为 正定 时 才 是 这 样 。 将 uwL[u] 表 示 为 一 个 散 度 2， 

2u,L[u] = (u), — 25 auu)y 

+5 (alun) +Q, 
Q@ 表示 至 多 是 二 次 的 项 , 它 不 包含 二 阶 导 数 。 若 为 简单 计 而 假定 算 子 5 不 包含 零 阶 
项 , 则 Q 是 4 的 一 阶 偏 导数 的 二 次 形 . 
现在 把 这 个 恒等式 在 以 曲面 5S。 和 51 为 界 的 一 个 透镜 乙 上 积分 ; MRR 


D 参看 §6 , 525 页 的 脚注 。 
2) 在 本 小 节 和 §9 中 ,© 的 意义 当然 不 是 特征 形 。 
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L[w]=0 的 一 个 解 ,我 们 由 Gauss 公式 得 到 
f. ras- «ds={ Q dxdt (17) 
其 中 


q=ru— 25 aut Datu, 
XE r 和 5; 表示 治 t 轴 的 正方 向 所 作 So 和 $1 AREK RA R. 
现在 把 Sy 取 为 初始 超 平面 上 = 0 被 过 点 卫 的 向 后 的 射线 劈 锥 面 六 所 割 出 的 区 
MRO), HFRS 是 由 超 平面 :一 被 这 射线 劈 锥 面 割 出 的 区 域 RA) 和 辟 锥 的 介 平 
超 平面 上 = 0 和 t= 之 间 的 界 子 组 成 的 。 于 是 可 以 把 积分 关系 (17) 重 新 写 为 


J ， das+ f q as—{ 9 ds=f fo dxdt, 


在 83 中 已 经 说 过 , 量 9 作为 上 和 zx 的 二 次 形 在 RA), ROF MA) 上 是 非 负 的 ， 
TEH ERR R(h) 上 的 积分 , 则 得 能 量 不 等 式 ， 


ESEO) + | fQ dxdt, 
其 中 
E(h) =f qdS = 人 e+ Daj jit; yd, 


TIRE R 受 9 的 充分 大 的 倍数 的 限制 ， 
Q<Cq, 
把 这 个 不 等 式 代入 上 述 能 量 不 等 式 ,我 们 得 到 


E(h) <B(0) +C EO. 


由 这 个 积分 不 等 式 容易 推出 
E(h)<E(o)e, 
这 就 是 所 需要 的 能 量 不 等 式 的 最 后 的 形式 ， 
将 (16) 微 分 之 后 ,可 仿 上 推出 关于 高 级 能 量 积分 的 类 似 的 不 等 式 . 


$ 9. 高 阶 方程 的 能 量 估计 


1. 引言 88 中 关于 对 称 的 一 阶 方程 组 的 结果 足以 概括 物理 学 中 出 现 的 大 多 数 
波 的 传播 问题 ， 但 我 们 仍然 希望 发 展 其 它 双 则 型 问题 的 理论 。 对 于 这 些 问题 已 经 在 
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背 刻 的 条 件 下 发 展 了 一 套 令 人 满意 的 理论 "， 条 件 是 一 切 特 征 保持 互 异 ,因而 法 锥 面 
的 诸 叶 可 以 被 另 一 锥 面 的 诸 叶 分 离开 . 

MEAS m 阶 的 方程 ， 我 们 扼要 给 出 Leray 的 方法 ?。 无 须 任何 修正 , 此 法 可 
用 于 具有 相同 主 部 的 弱 耦 合 双 曲 型 方程 组 .由 于 (参看 第 一 章 , 8 2,2) 任 一 具有 互 蜡 
特征 的 双 曲 型 方程 组 可 以 化 为 一 个 弱 耦 合 的 方程 组 ， 所 以 Leray 的 方法 实 际 上 概括 
了 这 种 双 曲 型 方程 组 ， 

论证 唯一 性 定理 ($ 8 ) 和 存在 性 定理 (§ 10) 的 关键 是 能 量 不 等 式 。 因此 我 们 限 
于 指出 如 何不 依赖 对 称 性 的 假定 而 得 到 能 量 估计 . 

2. 关于 高 阶 双 曲 型 算 子 的 解 的 能 量 恒等式 和 不 等 式 . Leray 5 Girding HF 


法 在 88 中 对 于 二 阶 的 情况 所 用 的 方法 是 用 学 乘 方程 ZL[z]==0, 在 一 个 通 镜 形 


的 区 域 上 积分 这 个 二 次 式 , 并 且 用 分 部 积分 法 把 它 化 为 < 的 一 阶 导数 的 二 次 形 在 一 
个 区 域 上 的 积分 和 边界 上 的 积分 的 和 .最 后 一 步 是 证 明 边 界 上 的 积分 是 正定 的 . 要 
把 这 方案 推广 到 高 阶 方程 ,我 们 必须 ， 1 ) 选 择 一 个 适当 的 乘 式 ,2) 用 分 部 积分 法 进 
行 约 化 ，3) 认 明 边界 上 的 积分 确实 是 正定 的 ， 

设 工 为 一 个 m 阶 的 双 曲 型 算 子 。 乘 式 的 形状 取 为 Nu, 这 里 N 是 一 个 一 1 阶 
HAT. ERREEN 之 前 ,我 们 把 乘积 Nu Lu 表示 为 一 个 散 度 与 低 于 m 阶 的 导 
数 的 一 个 二 次 形 之 和 .这 个 形式 上 的 恒等式 是 与 工 的 双 曲 性 无 关 的 。 为 了 推导 它 ， 
我 们 可 以 只 注意 N H m=i 阶 项 和 工 的 PE, 因为 可 以 把 低 阶 项 的 乘积 HER 
下 边 引入 的 式 子 Q BZ. 

设 G 是 一 个 区 域 , B 是 它 的 边界 ,ym 是 B 的 单位 法 矢量 的 支 量 .于 是 有 4 的 
m 一 1 阶 和 更 低 阶 的 偏 导 数 的 两 个 二 次 形 9( 只 和 Q(z) ,它们 适合 


ff NuLu deaf q(ujdS + ff max, (1) 
其 中 dS 是 了 上 的 面 元 ,dx BC HAT. RAMP N 与 工 均 为 单项 式 的 情况 来 证 
(1) RRB, B24 N=aD,---Dy_,,L=bD p> “Dzm_1, 这 里 的 符号 Dj j=l, 
2 m 一 1 ,表示 对 于 自 变量 的 求 导 ( 不 同 的 7 不 一 定 要 表示 对 于 不 同 的 自 变量 求 时 ), 并 
Hal 都 只 是 * 的 函数 ， 关 于 Dm 分 部 积分 ,我 们 得 到 


D 此 种 一 般 理 论 源 于 I. G. Petrovskii [5] 与 [4]。 
2) J. Leray [2]。 此 处 所 给 Leray 的 妙 论 系 按 L. Gardiug [3] 的 讲法 。 
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f f Di Da {Dns Dom-it}ds 


= -f f exp oe Drt}{Dings eae Dm_iu} dx + 0O, 
其 中 00 表示 应 归 供 到 Q 或 9 中 的 项 ， 因 为 已 经 假定 它们 是 二 次 形 的 积分 ,详细 写 
出 来 就 是 


— f f ,Draby {Dy +D mi} Dus Damar 


+ f ABD DmDm .DayynaS， 


接连 对 D，，… 分 部 积分 ,又 可 以 改变 第 一 项 ,这 样 接连 交换 第 一 个 括号 {… } 和 第 二 
个 括号 之 闻 的 D 求 导 次 序 。 经 过 奇数 2 m 一 1 次 此 种 运算 之 后 , 算 子 入 和 工 被 交换 
了 ,结果 得 到 如 下 的 一 个 恒等式 ， 


Sf, N(wle[ulay =— f f Ll wlar + 2 f seas +2 ff omar, 


其 中 9 mO Euhm- 阶 偏 导数 的 一 次 形 。 这 就 给 出 所 要 的 便 等 式 (1)。 注意 当 
4 和 四 的 系数 都 是 常数 并 且 工 和 都 不 包括 低 阶 项 时 Q=0. 

当 工 为 高 于 二 阶 的 算 子 且 自 变量 多 于 两 个 时 ,附属 于 算 子 工 和 以 及 曲面 B 的 
二 次 形 10) 不 是 唯一 确定 的 。 但 任何 两 个 此 种 二 次 形 只 相差 一 个 曲面 散 度 ， 即 ， 
S 004S 的 值 和 9? 的 具体 选择 无 关 。 

设 工 是 双 曲 型 的 , G 是 由 具有 公共 边界 的 两 个 类 空间 的 超 曲面 S, 和 S: 围 成 的 
一 个 透镜 形状 的 区 域 ,我 们 试图 选取 N ,使 得 (1) 中 边界 上 的 积分 人 gds ES, 上 是 
正定 的 而 在 Sa 上 是 负 定 的 .如 果 我 们 照 着 Leray 那样 选取 使 得 它 的 特征 法 锥 面 的 
各 时 按 下 述 意 义 能 把 的 特征 法 欠 面 的 各 叶 隔 离开 , 那 未 我 们 就 能 够 做 到 这 一 步 

仿 工 全 和 N (RR L 和 NN 的 特征 形 . 如 果 对 于 不 平行 于 方向 5 的 每 一 个 方向 
6 来 说 , 有 普 个 不 同 的 实数 4 EREE LOOST MRY T 对 于 算 子 工 来 
说 是 类 空间 的 。 如 果 还 有 m1 个 不 同 的 实数 使 NOO PFEF L=0 
的 那些 根 一 一 隔离 b 则 称 六 的 特征 隔离 L 的 特征 . 


1) KE, ORAL 丸 对 于 一 个 类 空间 方向 5 具有 这 种 隔离 性 质 ， 那 末 它 对 于 一 切 类 空间 方向 也 具有 
这 种 性 质 。 
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对 于 一 个 给 定 的 双 曲 型 算 子 工 ,可 以 造 出 一 个 低 一 阶 的 算 子 N , 它 的 特征 隔离 
二 的 特征 .例如 ,我 们 可 以 取 


N (E) =- LE H1) Jazo 


于 是 由 古典 定理 一 多 项 式 的 根 被 其 导数 的 根 分 离 一 -立即 得 知 N 是 一 个 隔离 算 
子 . 

我 们 现在 要 对 (1) 中 的 边界 上 的 积分 的 正定 性 质 下 出 更 确切 的 断言 . 考虑 最 简 
单 的 情况 ， 设 $1 和 54 是 两 个 超 平面 +=0 MT, H LAN 的 系数 都 是 常数 . 
我 们 还 假定 当空 间 变 量 ( 即 , 超 平面 内 的 变量 ) 充 分 大 时 所 考查 的 解 * 恒 等 FE. E 
这 些 前 提 下 ,我 们 断言 

如 果 算 子 荆 是 双 曲 型 的 ,其 特征 被 N 的 特征 隔离, 昌 超 平面 :二 常数 是 类 空间 
的 , 那 末 伴随 于 N, 工 和 超 平面 :二 常数 的 二 次 泛 函 ]9(Dd* 必 是 正定 的 , 即 ,对 于 
一 切 当 1%| 充 分 大 时 恒 等 于 零 的 光滑 函数 有 


fioodis># kf E IDeuj?dz, (2) 


Sob ARBOR v BOREAL m 一 1 阶 的 偏 导 数 . 

在 相当 于 二 阶 算 子 的 情况 下 ,我 们 通过 证 明 被 积分 式 9() 是 的 一 阶 偏 导数 的 
一 个 正定 二 次 形 而 证 明了 伴随 的 二 次 泛 函 J9dx 的 正定 性 质 ， 在 一 般 的 情 况 下 , 这 
不 一 定 成 立 , 所 以 不 可 能 作出 这 样 的 证 明 。 因 此 ,我 们 应 用 Girding 所 给 的 一 个 正定 
性 判断 法 

FU, (DRR Ou /Oe 关于 空间 变量 的 Fourier WR, 4D u 为 的 任 一 个 m 一 1 
阶 的 偏 导 数 ;把 它 写 成 Di Dm-1-,0m4/6t*, 其 申 Dy, ++, Dm-1-, 仍 表示 关于 空间 
变量 的 偏 导数 (按照 熟 知 的 法 则 ，Dox 的 Fourier X R A i78, -+ m1-,0,). 
利用 Parseval 公式 ， 我 们 可 以 把 空间 积分 | ydx 表示 成 一 个 伴随 Hermite JB h {E E 


空间 上 的 积分 ， 


fror f Ens 0D 
其 中 ,是 一 个 2m 一 2 一 ?一 4 次 的 多 项 式 ， 


D WL. Garding[ 5], 
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相仿 地 还 有 
{Epa = PD pepe, rae, 
FOP LEAR EL FELD, PE RPRM ABR OD FF 
fw T db HLT EU, dE. (3) 


由 于 函数 Du(* 一 0 +++, mm 一) 是 相互 独立 的 ， 显 然 可 见 当 且 仅 当 Hermite Jé h 对 
于 一 切 § 为 正定 时 这 样 一 个 不 等 式 才 成 立 ， 

这 样 一 来 ,为 了 证 明 (2) ,所 剩 下 的 只 是 ， 在 所 述 条 件 下 去 证 明 伴随 于 9 的 Her- 
mite 形 是 正定 的 。 关 于 这 一 点 ,我 们 介绍 读者 去 看 上 边 所 引 的 Carding 的 论文 

我 们 把 关于 常 系数 方程 的 结论 概括 为 一 个 能 量 守恒 定律， 


正定 的 积分 J/9(Od% 一 一 可 以 把 它 看 成 一 个 “能 量 积分 ”一 对 于 方程 [x] =0 


的 一 切 解 都 是 与 + 无 关 的 . 

可 以 把 这 个 结果 推广 到 变 系数 方程 的 解 ， 这 时 并 不 引起 本 质 上 的 困难 . 可 以 作 
出 一 个 类似 的 “能 量 积 分 ”， 虽 然 它 不 再 是 与 上 无 关 的 了 ， 但 是 它 的 增长 率 是 有 界 的 ， 
即 ， 它 在 时 刻 :一 的 值 不 超过 它 在 时 刻 t=0 的 值 的 ?7 倍 。 常数 5 的 大 小 取决 于 
工 的 系数 和 它们 的 一 阶 偏 导数 的 大 小 ”. 

3. 其 它 方法 ”应 当 注意 Calderón 和 Zygmund 所 给 出 的 另 一 个 途径 . 他 们 的 
关于 琳 异 积分 方程 的 研究 工作 ?给 本 节 所 讨论 的 问题 和 线性 偏 微 分 方程 的 其 它 问题 
的 探讨 提供 了 一 种 灵活 的 工具 ， 关 键 是 ， 借 助 于 适当 的 积分 算 子 ， 可 以 把 偏 微分 算 
子 对 称 化 ,从 而 为 推导 能 量 积分 提出 了 不 同 于 Leray 的 方法 ". 

最 后 我 们 要 概述 G，Peysers 所 给 出 的 证 明 能 量 不 等 式 的 另 一 个 方法 ,其 基础 是 
SHES 8,2,3 中 讨论 过 的 两 个 自 变量 * 和 上 的 线性 双 曲 型 算 子 的 标准 形状 . 

我 们 首先 考查 一 个 二 元 函数 x(*, 的 形状 如 下 的 mn 阶 双 曲 型 算 子 Cle), 

Llu]=DD,... Dnut+ RB, (4) 
其 中 微分 算 子 R 仪 含 你 于 m 阶 的 导数 ， 并 且 所 有 这 mr 个 特征 微分 算 子 Di=d/ort 


1) 参看 Girdiog[3]。 我 们 在 卷 三 中 还 将 回 到 Garding 的 不 等 式 。 
2) WA. P. Calderón and A. Zygmund[2},[1). 

3) AGS. Mizohata 最 近 的 论文 L1] 和 [2]。 

4) WG. Peyser[1], 


SAB ”多 于 两 个 自 变 量 的 双 曲 型 方程 545 


ro/ox 都 不 相同 〈 记 号 和 第 五 章 8 8 中 所 用 的 略 有 不 同 ). 我 们 引入 m 一 1 阶 的 算 
FSD Damy， 其 中 右 端 的 乘积 里 去 掉 了 因子 D)。 根据 第 五 章 $ 8 的 结果 ， 
所 有 m— 1 阶 以 及 更 低 阶 的 导数 都 可 以 用 信 ju 线性 地 表达 出 来 .我 们 来 考虑 Lu] = 
OERKE: <t<T 上 的 一 个 解 4, 并 且 假 定 4 在 三 内 有 " 紧 答 支 集 ", 即 , 当 |*#| 超 
过 一 个 固定 的 上 界 时 人 恒 等 于 零 。 现 在 我 们 引入 m 一 1 阶 的 算 子 


NEA= OV lu. (5) 

j=1 
它 是 由 算 子 的 主 部 形式 上 对 符号 0/0: 微分 而 得 到 的 。 我 们 马上 得 到 基本 恒等式 
N[wL[w] = Dr w+ Qe) (6) 


其 中 Q[z] 是 低 于 m 阶 的 导数 的 一 个 二 次 形 . 在 长 条 上 进行 积分 ,回忆 曾经 假定 有 
紧 散 支 集 并 且 在 普 个 特征 的 每 一 个 之 上 都 把 上 看 成 曲线 参数 ， 我 们 就 得 到 关于 正定 
二 次 形 ADET jw)? 的 积分 关系 


f f N[ulL[uldxdt 
Zz 
=f 7) a0, 0))da + ff Qu, dxdt 
=E(T)~E(0), 
引入 “能 量 积分 ” 
E) = fq, dd (7) 


并 对 上 边 指出 的 低 价 导 孝 作 估计 ,几乎 立即 可 得 
f Soc, nara mm f Ede, 
于 是 对 于 Llu] =0 HRU TF oy m1 阶 导数 的 正定 二 次 旋 函 EO) 的 一 
TERE ER” 
ECT) <E(O)+ Rf EO (8) 
下 一 步 是 把 这 个 结果 推广 到 n 个 变量 2, +, xn 的 情况 ， 为 此 我 们 假定 工 是 


D 应 当 注 意 ,在 形式 上 推导 (1) 时 ,曾经 通过 对 变数 * 和 + 逐次 分 部 积分 WE[ 四 而 得 到 一 个 公式 
f f Nw] L(wldxdt = S Eae TI) ~ qQuce.0)) a+ Í f Q(uCs,t) dade, 
这 样 得 到 的 函数 9(z) 和 现在 的 90) RRMA -TRERRAR FUR 五 ( 蕊 的 值 们 然 是 一 样 的 。 
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常 系数 的 ， 然 后 ,简要 地 说 ,第 一 步 是 用 Fourier 积分 定理 把 解 分 解 为 依赖 于 * 空 
间 里 的 单位 矢量 a 的 平面 波 Ce, ya) WAR uf MG yada, y= 
(a, *) ,其 中 平面 波 "作为 * 和 + 的 函数 适合 方程 L[v] 一 0，u 的 支柱 的 紧 粗 性 保证 
了 这 种 分 解 和 工 中 出 现 的 ”的 各 个 偏 导数 的 分 解 的 可 能 性 ， 于 是 把 前 边 所 得 的 能 量 
关系 用 于 变量 ”和 上 的 二 元 函数 ,然后 对 a 积分 ， 借 助 于 Parseval 公式 即 得 所 求 的 
对 于 函数 u(t, *) 的 能 量 关系 . 


§ 10. 存 在 定理 


1. 引言 在 这 一 节 里 ,我 们 将 利用 $8, $9 中 所 导出 的 能 量 不 等 式 来 证 明 ; 在 任 
意 给 定 的 光滑 初始 条 件 下 ,对 称 双 曲 型 方程 组 
L[uj=u,+M{[uj]=0 (1) 
的 解 的 存在 性 . 
我 们 记得 , 非 齐 次 方 各 
ZI 四 = f (2,1) a 
的 Cauchy 问题 - -例如 以 w(x, 0) =0 为 初始 条 件 一 的 AF A Duhamel 原理 的 直 
接 推论 ， 假 定 口 (x, 67) 是 当 :>t 时 方程 (1) 的 适合 条 件 (X55) Se, RR 
WAR 
u(x,t) = 人 zc， tt) dr 
就 给 出 4， 因此 只 须 证 明 齐 次 方程 (1) 的 解 存在 就 行 了 . 
为 使 结论 的 陈述 具有 相当 大 的 一 般 性 ,采用 下 边 的 Hiter 空间 的 术语 是 方便 
的 。 考 虑 在 * 空间 里 的 一 个 区 域 R( 可 以 随 着 一 个 参数 :而 变 ) 和 一 些 在 R 内 具有 直 
到 阶 连 续 偏 导数 的 “光滑 ” 函数 。 区 域 (或 Rs) 不 一 定 取 为 某 个 点 P HRAS 
He rz 的 平 截面 例如， 它们 可 以 是 带 DO S 7) 内 的 任 一 平面 区 域 t= BH 
区 域 。 函 数 也 不 一 定 是 所 论 微分 方程 的 解 ， 现 在 ,我 们 定义 Hilbert 空间 AOR 
HE GD) 为 具有 呈 8.2 中 所 定义 的 > 阶 苑 数 eO La Le) LF 的 光滑 函数 空间 的 完备 
化 空间 5。 于 是 § 8 里 的 能 量 不 等 式 就 可 以 叙述 为 ,假定 初始 函数 属于 空间 (0) a 
1) 这 就 是 说 : 恰 象 引信 实数 而 将 有 理 数 系 完备 化 一 样 ， 若 ,uo,"…' ,Wj，*** 为 在 RR 内 且 具 有 直到 7 阶 的 连 
续 偏 导数 的 函数 序列 ,并 且 它 们 的 范 数 ll SAR, 函数 列 u, r 阶 范 数 收敛 ， 即 ， 当 ?> co 一 oo 


时 ,ju 一 z 让 0, 那 末 我 们 就 赋予 序列 {4j} 一 个 理想 元 索 4 作为 它 的 极限 。 并 定义 此 极限 函数 的 范 数 为 
ML = Hima. 
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及” (0)， 那 末 对 于 适当 小 的 正 数 :，(1) 的 解 4 就 属于 相应 的 Hilbert 空间 H.) 或 
xz (7) ,并 且 , 只 要 t+ 有 界 , 它们 的 范 数 就 是 一 臻 有 界 的 ， 然 后 ， 对 于 任意 的 区 域 &， 
带 着 适当 的 常数 的 能 量 不 等 式 就 可 以 直接 予以 证 明 , 或 者 把 几 个 上 述 类 型 的 区 域 R 
拼 起 来 而 得 到 证 明 . 

在 特殊 情况 下 ,抽象 空间 H. 的 元 素 必须 与 通常 的 函数 相 联 系 .这 种 联系 已 经 在 
Sobolev 引 理 ( 见 第 三 章 附 录 工 ) 中 表述 过 了 , 它 的 含意 是 ， 对 于 充分 大 的 7 He 的 元 
素 是 光滑 函数 ， 特 别 是， 


如 果 R 是 一 个 光滑 的 有 界 区 域 ， 并 且 "也 +1, 那 末 


Max|u(*)|<#K141-, 
VERH 


其 中 常数 的 值 仅 取决 于 五 和 +. 还 有 ， r> ts+i bt, H, 的 一 切 元 素 都 是 具 


2 
有 直到 * 阶 的 有 界 连 续 偏 导数 的 函数 . 
除了 能 量 不 等 式 之 外 ,还 需要 一 个 构造 元 素 。 我 们 按照 Schauder? 的 一 个 想法 
利用 Cauchy-Kowalewsky 定理 ”把 它 提供 于 下 ， 
我 们 将 给 出 关于 对 称 一 阶 双 曲 型 方程 组 的 详细 证 明 ， 并 扼要 地 论述 非 对 称 方程 
组 和 高 阶 方程 ， 还 应 当 指 出 ,84, 7 以 及 后 来 8 15 里 的 注 记 导致 一 种 不 同 的 造 解法 . 
2， 存在 定理 车 算 子 工 是 双 由 型 的 ， 并 且 它 的 系数 和 初 类 函数 都 是 充分 多 
KTR, MARR LUI =0, u0, O SVOE RO BET HM. Be 
ERO 上 属于 Ho M e RMI ERT RO LURF Hr. 
还 应 当 指 出 ， 如 果 缘 仅 只 是 连续 的 或 者 不 能 充分 多 次 地 微分 从 而 不 足以 保证 
u 的 光滑 性 ， 那 末 仍 然 可 用 闲 包 将 广义 解 4 定义 为 以 H, 为 范 数 的 Hilbert 空间 里 的 
一 个 元 素 U=lim uw。 . 
证 明 分 为 三 个 步 又 ， 首 先 , 我 们 就 工 RAR Y 都 是 解析 函数 的 情况 
造 出 一 个 解 ;然后 ,过 渡 到 初始 数据 属于 Hilbert 空间 A, AVRO: Bia, FAR L 
D 参看 本 Schauder[4}, 
2) 关于 其 它 构 造 法 ,参看 KK，O，Friedrichs[2]( 利 用 有 限 差 分 方程 ) 和 卫 ，D. Lax[6] (利用 Hilbert gs 
闻 的 正 交 投影 )。 
“至 于 二 阶 方程 的 混合 初 值 及 边 值 问 题 HEE EB, AM. Krzyiabski 和 于 Schauder[1] 4 O. 


Ladyzenskaya[1]。 K. O. Friedrichs[3] 还 讨论 过 关于 双 曲 型 方程 和 其 它 方程 的 一 种 广泛 类 型 的 混 
合 边 值 问题 ; KLP. D. Lax AR. S. PhiUipsLi]。 
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系数 的 解析 性 的 限制 、 

D Wh A, 里 的 任 一 个 函数 我们 用 一 个 解析 函数 序列 ,例如 多 项 式 (1 = 
1,2，…) , 按 r 阶 范 数 逼 近 %。 由 解析 的 [u] 与 解析 的 (多 项 式 ) 初始 值 wz 所 构成 
的 初 值 问题 已 经 在 第 一 章 $7 里 用 Cauchy-Kowalewsky 的 震级 数 法 解决 过 了 . 在 一 
MEHR D OSST 内 造 出 的 那个 解析 解 万 , 按 唯一 性 定理 知道 , 它 是 仅 有 的 
一 个 解 ， 这 个 带 的 宽度 并 虽然 取决 于 方程 的 系数 的 解析 结构 ,但 与 多 项 式 V 的 特殊 
WER”. 

2) 由 于 初始 值 的 序列 区 Pe r MIERE R (0) LERF VA uum 作 能 量 估 
计 可 知 ， 相 应 的 解 w 的 一 切 阶 数 不 超过 ~ 的 偏 导数 在 :<7 了 的 带 三 + 内 的 任 一 玲 面 
R(t) bikr 阶 范 数 收 化 ， 显 然 , 当 R 被 扩展 到 水 平 堆 面 :二 常数 在 三 内 的 有 限 部 分 
时 ,能 量 估计 仍然 成 立 ,收敛 也 是 真实 的 . 


由 此 据 Sobolev 引 理 可 知 , 函 数 序列 wu 和 它们 的 一 切 阶 数 低 于 一气 的 导数 在 带 


Er 内 是 一 致 收敛 的 。 如果" 大 于 万 +1， 那 末 极 限 函数 就 有 连续 的 一 阶 偏 导数 


并 且 适 合 方程 (1)， 再 者 ,因为 互 , 是 完备 的 ,所 以 这 样 得 到 的 解 u(*x,) 当 t<T 时 在 
R(t) LMF A, | 

现在 我 们 可 以 重复 这 个 步 又 ， 在 带 0<t<T 内 给 定 一 个 解 u, 它 在 R(t) 上 属于 
H,, RIE T<t<2T Be? EMA, 它 在 R(T) 上 取 给 定 的 值 , 等 等 .于 是 
我 们 可 以 在 带 D 内 造 出 共有 给 定 的 初始 值 的 一 个 解 。 显 然 ， 如 果 代 赫 点 卫 而 选取 
一 个 点 P, REAR BER Ce 包含 Tp, 我 们 还 能 够 把 4 扩展 到 一 个 比 fT 更 广 的 
区 域 上 去 . 

3) 对 于 (1) 的 系数 45 ?不 是 解析 的 而 仅 只 是 充分 光滑 的 情况 ， 例 如 ,它们 仅 
具有 直到 "+1 阶 的 连续 导数 的 情况 ， 再 次 利用 能 量 估 计 就 可 以 很 容 易 地 把 证 明 推 


广 。 于 此 只 须 指 出 要 点 ， 我 们 假定 "> 二 +1 并 且 在 带 开 内 用 解析 函数 如 与 3 
(=1)2，…) 和 它们 的 导数 一 致 地 逼近 工 的 系数 和 它们 的 导数。 于 是 ， 我 们 用 解 
析 的 近似 算 子 La 代 末了 算 子 MPRS LE 内 的 初 值 问题 已 经 由 一 个 函数 
u, 解决 了 ,un 适合 Ln[un]=0 和 wn(*,0) =Y(*), 


D 参 奢 第 一 章 人 7。 
2) 由 Cauchy-Kowalewsky 定理 知道 有 解析 解 的 带 的 宽度 的 均匀 性 。 
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先 假定 由 属于 矶 1. 于 是 根据 能 量 不 等 式 可 知 w(!) 也 属于 日- HE ee) Dea 

SHR Mla, 其 中 常数 的 值 与 4 无关 显然, Æ unun 适合 非 齐 次 方程 
L(tn— Um) = (Lm Ln) un = fam. 

因为 Ln 的 系数 和 它们 的 直到 7 阶 的 一 切 偏 导数 一 致 地 逼近 L 的 相应 的 系数 和 它们 

BORNE FLA Samje SE nm btm bray 其 中 Enm 当 4 与 以 无 限 增 大 时 趋 于 零 .我 

HAE mba 是 一 致 有 界 的 。 所 以 | fnml; 趋 于 零 , 从 而 由 能 量 不 等 式 知 道 

I 一 ml; HAPS, 

根据 Sobolev 引 理 ， 函 数 序列 un 和 它们 的 一 阶 偏 导数 也 一 致 收 Br. un 的 极限 
ut) 5t 取 任 一 值 时 皆 属于 乙 -。 再 者 ,因为 函数 ww 适合 能 量 不 等 式 

lun) [-<# IYI, 
其 中 的 常数 与 4 无关 ,所 以 极限 函数 也 适合 这 个 不 等 式 . 

FARM- EREET VAT A. BMA, 里 的 任 一 个 多 造 出 解 ， 我 们 再 用 
Ay) 里 的 一 个 序列 Wn 逼近 V. 按照 前 边 的 结论 ,这 些 初 值 问题 各 有 其 属于 A, 的 
唯一 的 解 ww 而 且 对 于 几 一 能 量 不 等 式 也 成 立 ， 

lun— uml < # gln Wml. 

这 就 证 明了 序列 un 按 ~ 阶 范 数 收敛 于 一 个 极限 ,而 它 就 是 所 求 的 解 . 

3. 关于 初始 值 性 质 的 持久 性 和 关于 相应 的 半 群 的 一 些 注 记 。 Huyghens 小 原 
理 , 

设 在 整个 超 平面 :=0 上 给 定 了 初始 值 Va) =u(x,0)。 按 照 第 二 小 节 中 的 存在 
定理 ,对 于 后 来 的 一 切 : 汪 >0, (1) 的 解 就 唯一 地 被 确定 了 ， 再 者 ,如 果 w(*) ERA 
空间 上 是 属于 日 ; 的 , 那 末 解 u(x, t) 在 后 来 的 任何 时 刻 都 属于 A(t), 这 个 结果 可 
以 陈述 如 下 ， 

Clu] =0 的 解 在 时 刻 :>0 的 值 与 它们 在 t=0 时 的 值 之 间 的 关系 是 函数 空间 妃 。 
到 它 自身 的 一 个 映射 ， 特 别 是 ,如 果 当 =t B u AAI WB BIE Eh 
一 个 依从 于 上 的 线性 算 子 7 来 解决 ,并 可 将 上 表示 为 

u(x,t) =T (t, to) yp, 

显然 ,代替 一 步 跨 进 ， 例 如 由 :一 如 =0 时 的 初始 值 跨 到 某 一 时 刻 上 的“ 值 ,人 们 
可 以 先 插 入 中 间 的 值 三 , 求 出 w(x,4) ,然后 以 x(x, 01) 代替 w(x, to) = (4) 作为 初始 
值 ,再 解 初 值 问题 ， 于 是 , 解 就 由 一 个 线性 算 子 给 出 

u(x, Lt)=T(t, tu(%, t), 
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从 而 也 由 这 两 个 算 子 的 合成 给 出 ， 
, u(x, t) =T (t,t) Thy, Y. 
所 以 ,根据 唯一 性 定理 , 算 子 7 必须 遵从 合成 法 则 : 
T(t, to) =T (t, )T Cti, to), 当 t>ty >t, (2) 
如 果 我 们 假定 L 的 系数 与 1 无关, 那 末 算 子 T(z, t) 仅 依从 于 差 :一 i0, 而 (2) 的 
形状 将 是 
T(t—ty) =T (t—t)T (ti— to), 3 tty ty, (2a) 
这 显然 是 一 个 群 的 关系 .因为 这 里 约定 它 仅 对 于 Hy >to 成 立 ， 所 以 称 ， 算 子 
T 构成 一 个 “ 半 群 ”5 
Hadamard 曾经 注意 到 关系 (2) ,或 (2a) ,并 称 此 基本 事实 为 “Huyghens 小 原理 ”. 
凡 当 算 子 可 以 明显 地 表示 为 一 个 积分 算 子 时 ,关系 (2) 皆 导致 关于 这 些 算 子 的 核 
的 有 趣 的 恒等式 ， 当 我 们 用 Green 函数 表示 椭圆 型 方程 或 抛物 型 方程 的 边 值 问 题 的 
解 时 ,在 有 些 情况 下 这 事实 也 成 立 ”, 
”如 果 只 要 初始 函数 小 具有 某 种 性 质 已, 相应 的 解 (*., 在 任何 其 它 时 刻 的 值 就 
也 有 这 个 性 质 P, 那 末 人 们 就 称 初 值 函数 的 这 个 性 质 是 持久 的 。 用 这 个 说 法 可 以 
将 前 边 的 结论 重新 级 述 为 ， 具 有 有 限 的 ” 除 范 数 这 个 性 质 是 竺 久 的 * 
D 考虑 “向 后 的 "Cauchy 向 题 ， 我 们 看 到 ， 算 于 T 有 唯一 的 逆 AF Tot =T. 因此 这 个 半 
群 实际 上 被 扩张 成 真正 的 群 。 


2) 在 这 些 情 况 里 ,， 边 层 间 题 只 是 在 六 空间 例如 #2>0 中 有 解 ， 并 且 相 应 的 解 算 子 仅 构成 半 群 。 
D 对 于 非 对 称 形 方程 组 ， 这 个 性 质 不 一 定 是 持久 的 。 例 如 ， 演 查 方程 组 


Àw 


u= Ve=0, Ve=0, 
与 Cauchy 条 件 
Vue, 4 t>0, 


ucoz) = 0,0(0,4) =} 
0, 4 <0. 


这 个 问题 当 *>0 时 的 解 是 


. 
u(t,x) = —, UVEY S, 
ave’ 


显然 ， 初 始 值 在 任何 有 限 区 间 上 的 积分 的 值 都 是 有 限 的 : 
f C+ adal eooo 
BESS, Get+w)dx 未 必 存在 ， 
另 一 个 例子 是 同一 方程 组 而 以 
u0, 2) =0, o(0, 2) y [ze 
为 初始 条 件 的 Cauchy Hl 题 。 这 时 
1 多 — 
uan Ta vaT Y jsi es, 
v(t, em Y [al em, 
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Mt FA FBR BY (*) SR EEE SERA HAM: 
这 些 可 微 性 之 中 有 一 些 在 经 过 运算 了 之 后 可 能 丧失 了 . 因为 Huyghens 小 原理 显然 
是 物理 上 一 个 合理 的 假说 ,所 以 ,把 这 个 与 物理 相 契 合 的 持久 状况 归结 于 能 量 范 数 的 
存在 性 而 不 是 某 些 可 微 性 ， 这 的 确 是 一 个 深刻 的 认识 ”>. 

4. RR. 可 微 性 非 持久 的 例子 ”通常 在 数学 物理 中 微分 方程 L[x]=0 有 完全 
正则 的 系数 ,例如 常 系数 ,并 且 初 始 条 件 同样 也 是 正则 的 , 例 如 除 了 在 一 个 初始 流 形 
(Xi, 59+, En) =0 上 之 外 可 以 任意 多 次 地 微分 ,在 这 流 形 上 4 或 者 它 的 导数 有 $4,3 
里 所 说 的 不 连续 性 ， 按 照 4, 这 些 不 连续 性 沿 着 特征 而 传播 ,虽然 那里 仅仅 在 “小 范 
围 "内 一 一 即 , 在 4 充分 小 的 带 0 入 **< 内 一 一 造 出 了 解 ,不 过 仍 可 将 它 一 直 拓 展 到 
从 So 发 出 的 射线 所 构成 的 特征 曲面 C 尚且 光滑 的 地 方 ， 但 是 如 果 在 C 上 这 些 射线 
有 一 个 包 络 一 一 一 个 “ 焦 聚 流 形 ”, 它 可 以 是 C 的 一 个 次 线 , 那 未 初 始 的 奇 异性 就 可 
能 在 这 个 焦 聚 流 形 上 增强 了 .但 是 ， 称 为 焦 聚 的 这 个 过 程 并 不 妨碍 可 以 把 解 拓展 到 
焦 聚 流 形 的 另 一 边 去 ?>， 它 只 不 过 局 部 地 降低 解 的 可 微 性 或 连续 性 黑 了 . 

下 边 的 例子 就 可 以 按 这 个 意义 去 解释 ， 虽 然 其 中 的 焦 聚 流 形 只 是 一 个 点 ， 我 们 
考虑 三 维 空间 里 的 波动 方程 

Upp — Uyy — Uyy — Uss =0 
以 条 件 
4(0,%, y, z) 一 0 
a= 4 r<, 
0 当 r>] 
为 初始 条 件 的 初 值 问 题 。 这 里 *? 十 二 z=r?， 这 些 初 始 函数 具有 直 到 二 阶 的 连续 
导 函 数 . 这 个 初 值 问题 的 解 沿 | 轴 的 值 的 明显 表达 式 是 ”， 


u4(0,%, 9, 2) =} 


t(1—#)9?, 4 t<1, 


t,0,0,0= 
É ) Í 0, 当 >l 


4 > 1 时 我 们 得 到 4 =0, Ye =0, A <1 


1) 这 个 事实 是 首先 被 K. O. Friedrichs 5 H. Lewy[1] 认 识 到 的 。 
,2) 详细 的 情况 及 证 明 见 D. Ludwig[1]， 
3) 第 三 章 $3 的 公式 表明 ， 波 动 方程 的 球 对 称 解 的 形状 是 
ulr, t)=[f@ +r -ft—r) Nr, 
由 这 个 公式 我 们 可 以 直接 看 出 u(0,#) 的 可 微星 较 下 的 可 微 性 低 一 阶 。 
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u= (1-07) 8123 Pq e)N, 
ug = —3(1— t) 2—6 t1)? +3 PTR, 
显然 , 当 t=1 时 凡是 连续 的 而 wz WIG”. 
5。 关 于 拟 线 性 方程 组 的 注 记 ” 应 当 扰 要 指出 ,可 以 用 准 代 法 把 这 个 理论 推广 
到 非 线 性 方程 组 .如 果 方 程 组 (1) 是 拟 线性 的 , 即 , 如 果 系 数 和 矩阵 依赖 于 未 知 国 数 4， 
那 末 可 以 把 第 五 章 87 PAB RES A 7 个 变量 的 情况 .于 是 我 们 得 到 解 4 的 唯 
一 性 和 存在 性 的 证 明 , 其 中 “=lmx， 而 ”是 下 列 线性 问题 的 解 ， 


up! 十 x A’ (x, ujuzi + B(x, u")u"*!=(), 

这 里 所 有 函数 z 的 初始 值 都 是 已 知 函 数 w(*)， 

6. 关于 高 阶 方程 或 非 对 称 方程 组 的 注 记 “前边 已 经 着 重 指 出 过 ， 数学 物理 学 
中 大 多 数 的 双 曲 型 问题 都 归结 到 对 称 方 程 组 ,对 于 它 的 Cauchy 问题 前 边 的 理论 是 完 
美的 。 然 而 对 于 单个 的 高 阶 方程 或 非 对 称 的 一 阶 方程 组 的 问题 在 数学 上 仍然 有 很 大 
的 兴趣 、 值 得 注意 的 是 借助 于 前 边 所 述 的 那些 能 量 估计 可 以 把 证 明 推广 到 这 些 问题 
上 . 

$8,4 中 的 能 量 估计 立即 引出 任 一 单个 二 阶 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 的 解 ( 这 
个 问题 的 另 一 解决 办 法 是 把 它 化 为 一 个 对 称 双 曲 型 方程 组 ， 在 83,8 中 已 经 这 样 做 
wT). 

为 了 解决 单个 的 mn 阶 双 曲 型 方程 的 Gauchy 问题 或 者 具有 相同 主要 部 分 的 这 种 


LD 在 本 书 中 我 们 考虑 了 单个 的 高 阶 方程 。 如 果 令 ws, tu, V1= ~ Wy， 一 Us BR ww SBS 


方程 组 
ty = Wy toy! F020 vito +wy m0, v? +0,7+ 0,0 
与 初始 条 件 
PE Ce 

vi(0,%,y)=0, 

2(0,.%,y)=0。 
REY t=1 时 w 是 连续 的 而 ww, 则 否 。 所 以 初始 数据 中 一 阶 导数 的 连续 性 并 不 能 保证 解 的 一 阶 导数 的 
连续 性 。 


2) 对 于 二 阶 的 拟 线 性 方程 组 ， 这 个 步骤 已 经 由 」 Schauder [4] 实 现 了 。 
进一步 的 贡献 是 Frankl [1] 给 出 的 。J， Leray [2] 曾 经 研究 过 任意 阶 的 非 线 狂 双 Hh My eR 
Cauchy 问题 ， 
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方程 组 的 Cauchy 问题 ， 可 以 应 用 $9 中 所 给 的 一 般 的 能 量 估计 ， 然 后 按照 本 节 前 几 
小 节 的 路 线 证 明 存 在 性 . 

89 中 的 那些 估 值 以 及 从 它们 引出 的 结论 同样 可 用 于 任 一 具有 互 异 特征 的 一 阶 
双 曲 型 方程 ,因为 直接 由 消去 法 ( 见 第 一 章 82,2) 可 以 把 这 样 的 任 一 方程 组 化 为 由 
个 具有 相同 主 部 的 m 阶 方程 构成 的 方程 组 , 即 ,这 《个 方程 中 每 一 个 的 最 高 阶 项 的 
形状 相同 ， 并 且 每 一 个 方程 的 主 部 都 只 包含 未 知 函 数 4 2?,… ,以 之 中 的 一 个 。 这 
些 方程 的 耦合 仅仅 是 通过 低 阶 项 而 发 生 的 . 象 在 第 五 价 那 样 ， 对 于 此 种 方程 组 几乎 
可 以 和 对 单个 的 4 阶 方程 作 同 样 的 处 理 . 

还 应 当 指出 ,在 所 阐明 的 方法 中 假定 了 严格 的 双 曲 性 , 即 , 特征 法 锥 面 的 各 时 是 
相互 分 离 的 (因而 射线 锥 面 的 各 叶 也 是 这 样 )， 以 上 理论 皆 未 涉及 具有 重 特征 的 一 般 
方程 的 情况 ， 这 还 是 一 个 尚未 解决 的 问题 "， 


第 二 部 分 解 的 表示 


mp 


§ 11. 5l 


1. ME. S PRE REL, PUENTES ER 数 的 广 
Æ, Cauchy 间 题 的 解 是 可 以 用 公式 表示 出 来 的 ,其 明显 的 程度 各 有 不 同 "。 (参看 第 
ZE §5 和 第 五 章 .) 这 些 表示 作为 数据 的 线性 泛 函 不 仅 导致 许多 引人入胜 的 形式 关 
系 ”, 而 且 可 以 说 ,更 重要 的 是 它们 使 我 们 有 可 能 去 研究 某 些 具体 的 性 质 ， 它 们 的 基 
础 是 把 解 和 与 它 有 关 的 一 些 别 的 函 教 分 解 为 平面 波 (参看 第 三 章 § 3) , 有 时 候 是 分 解 
为 球面 波 。 一 个 平面 波 的 定义 是 微分 方程 的 仅 依赖 于 时 间 :和 一 个 平面 空间 坐标 的 
一 个 解 ， 一 个 球面 波 是 关于 空间 某 个 点 成 球 对 称 的 一 个 解 . 

在 函数 的 Fourier 分 解 中 所 用 的 振荡 的 平面 波 并 不 一 定 是 最 简单 的 工具 。 有 时 


D 参看 $4 和 § 15 中 有 关 的 注 记 和 D Ludwig [3]。 

2) 别 的 文献 中 特别 值得 参 略 的 是 F Joho[4] 所 写 的 一 本 内 容 丰 富 的 专 论 . 

3 涉及 这 个 论题 的 文献 所 包罗 的 范围 极为 广泛 ,我 们 限于 介绍 那些 在 本 书 总 的 系统 之 内 在 一 定 程度 上 主观 
地 感 兴趣 的 方面 .~ 
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侠 可 能 有 更 直截了当 一 些 的 方法 .但 利用 平面 波 总 是 不 能 清楚 地 表明 依赖 区 域 ,也 不 
能 揭露 特征 的 作用 . 不 过 ,明显 结果 的 优美 性 补偿 了 这 个 缺点 . 

在 $12 和 813 里 ,我 们 将 考虑 单个 的 二 阶 方程 ;在 8 13 a 里 ,作为 一 个 例子 ,我 们 
将 插入 弹性 波 方程 的 积分 ， 在 § 14 里 ,我 们 将 讨论 具有 常 系数 的 任意 阶 方 程 的 问题 ; 
在 § 15 里 ,我 们 将 把 解 的 表示 推广 到 系数 不 限于 常数 的 任意 的 双 曲 型 问题 .我们 将 
依靠 本 章 第 一 部 分 中 所 证 明 的 存在 性 和 唯一 性 定理 ， 并 假设 数据 都 适合 那里 所 提出 
的 连续 性 条 件 (810). 然而 ,可 以 声明 , 第 二 部 分 里 的 那些 解 的 明显 表达 式 不 仅 可 以 
用 作 和解 的 表示 ,而 且 通 过 直接 验证 还 可 以 作为 解 的 存在 性 的 构造 式 的 证 明 . 

在 § §16 ,17 里 ,我 们 将 讨论 “ 超 双 曲 型 "微分 方程 ,并 且 讨 论 双 曲 型 方程 的 “不 
适 定 的 ?问题 ， 最 后 一 节 将 总 结 受 双 曲 型 问题 控制 的 信号 传送 的 某 些 特点 . 

和 前 边 一 样 ,我们 挑 出 时 间 变 量 :=*。 并 且 把 空间 变量 *1, za ++ xn SHA 一 
个 矢量 *, 其 绝对 值 是 


z| = VEFA, 
Hon Ro 表示 单位 球 ,其 面 元 为 do, R do, RRR? WA 
(n= 2V a” /T(n/2). 

半径 为 > 的 球 叫做 2 或 9， 其 面 元 为 49 一 rn-ido. 体 元 则 为 dx 一 dxidxa -den= 
|x|" "'do,d|*|=|r|""do,dr, MARERA a, p. APACER 的 面 元 简 id 
为 da, 48 以 代替 lo, 方便 时 , 我 们 间或 还 使 用 特定 的 记号 . 

2. 一些 积分 公式 .函数 的 平面 波 分 解 式 ” 为 了 下 边 儿 节 中 应 用 的 方便 ,把 主要 
是 关于 维 空 间 中 球 上 的 几 个 积分 公式 汇集 于 下 . 

我 们 首先 考虑 函数 /(*) ==f(%1,，…,%*n) 在 球 [4157 内 的 积分 ," 为 固定 的 。 
利用 记号 eit vee +a2_,=pt=r?—p?,x, =p, Rigs 
K= ff Ades f" arf Su te de dana (D 


球 8.( 即 1x| 二 7) 的 表面 上 的 积分 表达 为 


SS s= ff Pie =-$-K(r), D 


D 比较 第 四 章 ,S1,1。 
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E /不 依赖 于 Xn =P, 


外， fag= Sf rf, ttt, An) 2 (3) 


更 重要 的 情况 是 仅 依赖 于 单一 个 线性 变量 *; 或 者 更 一 般 地 依赖 于 * 和 一 个 单位 
矢量 6 的 内 积 ， 
(x, 8) = (#8) =plz*l|. 
因为 这 些 积分 具有 旋转 对 称 性 ,我 们 可 以 选 定 P= tn FRAT HLM DA) 
给 出 重要 的 公式 (我 们 把 dw 改写 为 48)， 


ff FEA dp=0nf fipa- Sndp. W 
B=1 -1 


的 确 如 此 ,我 们 考虑 球 |*| <r 与 平面 += p eB S ARE ARE SSES, 
其 中 p=(*B8), Banh 一 *。 于 是 在 这 个 交集 上 ,dx dxn-i 一 pm ?dpdwn i ff 
在 这 个 交集 上 的 积分 是 [17 (2 一切 ] 0? BP Pon (Pp), 从 而 推出 (4). 

应 注意 这 个 事实 , 即 , (4) 对 于 奇 的 ”和 偶 的 ”显示 出 不 同 的 性 质 ， 因 为 被 积 分 
A RWAF- p72) 当 为 奇数 时 是 的 有 理 式 而 当 7 为 偶数 时 它 是 的 无 

我 们 注意 几 个 特殊 情况 ， 

f=1 给 出 


n—l 一 
+l 一 3)12 r( 2 )Y7 
Onr = On; f (1— p?) 7-9 12d p= — o 


7 mn-1。 
(z) 

f=log(1Bx|) 给 出 
f fiog | «Pldp=wn1f log (p14l) (1— p2) 92d p 


或 者 经 过 简单 的 计算 而 得 


On 


ff oglspldp=2m"" ray ete (4a) 
2 


其 中 c 为 一 常数 . 
f=|%8| 时 我 们 得 到 
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jf 1#81d8=20"., f |x |p (1 — p2)” 2d p 
0 
从 而 有 
20n . 


这 些 公式 把 1* | 和 ogle RRA FE. 

公式 (4a) 和 (4b) 与 位 势 理论 的 一 个 基本 公式 一 起 给 出 任意 一 个 国 数 (x4. …， 
Xn) 的 平面 波 分 解 式 即 仅 依赖 于 空间 变量 s, ++, *" 和 一 个 单位 矢量 c 的 一 个 线性 
组 合 (ax) 的 函数 . 


这 个 分 解 式 可 表达 如 下 ， 
当 为 奇数 时 
4(2 0) —1) DI f (z) =a,ortnre f fx) | ((*—z)a) |dadx, (5) 
当 为 偶数 时 
(2 TD" =A { f(x)log| ((x—z)a) |dadx, (5!) 


其 中 A, 表示 关于 变量 z 的 + E lapac 算 子 , 积分 的 区 域 是 单位 球 o=1 MEA + 
ZA. TURES RAHAA jx) 的 值 为 零 , 所 以 不 会 由 1*|~ “引起 收敛 问 
题 的 困难 . 

公式 (5) 确 实 把 /(*) 分 解 为 仅 依赖 于 (* 一 z,a) 的 平面 波 ， 

为 了 证 实 这 个 论断 ,我 们 回忆 一 下 位 势 理论 ( 见 第 四 章 ,§ 2) 中 的 Poisson 定理 . 


= 1 7 ro — 2—n 
w(z) = (ono. 人 GE x \2-"dx, (n> 2) (6) 


w(z) = pal … OT _ (n=2) (6) 

给 出 了 Poisson 方程 auo= Fe) 的 解 ， 此 处 As 表示 以 2 为 自 变量 的 Laplace HF, 
于 是 ,简短 的 初等 演算 给 出 

aera x} =(—yye-PA GD! gj (a 为 奇数 )， G 


n-2( 1) 0-12 — 2 
A-D itg] x | = ((4754)!) jæja (n 为 偶数 ) (7’) 


这 些 公式 和 (4a), (4b) 一 起 , 经 过 适当 的 合并 常数 因子 , 立即 导致 表示 式 (5)， 
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(5), RIRE, (7) 中 的 |*| 换 为 |z 一 *|， 然 后 代入 Poisson 公式 并 把 至 
Laplace 算 子 写 到 积分 号 的 前 边 . 

利用 广义 函数 的 语言 ,可 以 把 上 边 证 明了 的 关系 化 为 非常 简洁 的 形式 ,我 们 将 它 
放 到 这 里 以 便于 后 边 在 §15 中 应 用 . 


先 注 意 (6) 和 (6 个 可 以 写成 
1 1 
no [ee ">? 
6(%) = | (6*) 
pr 当 n=2, 


其 中 5(x) =0(x1,，…, «,) Han 维 的 德尔 塔 函 数 ; 于 是 (7) MBSE 
Òx, e, Xn) 一 9(X) 
一 (n-1)]2 . 
-Or oe ada 当 n 为 奇数 ， (8) 
OCX, tt, Xn) =0(%) 


=f log | x,a|da 当 为 偶数 . (9) 
æ=] 


(2 2)” 
此 处 5(*a) 是 单独 一 个 变量 (*, o) 的 德尔 塔 函 数 ,9” HEB (me — 1) BY Se BL H. 
log |z| = Flog (10) 
应 解释 为 一 个 分 布 . 


下 边 的 巧妙 办 法 应 归功 于 也 John? 和 I M. Gelfand 以 及 G，Shilov?, 它 把 当 
n 为 奇数 时 的 表达 式 和 7? 为 偶数 时 的 表达 式 合 借 成 一 个 表达 式 . 考 E logz 二 log |z| 
+in(i—9(2)) 4 2 取 实 数值 时 的 主 值 ,其 中 7 表示 Heaviside BHR. BAK, 它 的 各 阶 
导 消 数 ,看 成 以 z 二 0 为 奇异 点 的 分 布 ,可 写作 


dlogz .， enn 1 . 
Te ho (z) = ZT), 


d? log z 
dz? 


= log? (2) = mid’ (2), 


利用 这 种 记 写 靶 ,可 以 把 表示 式 (8) 和 (9) 合 并 成 一 个 公式 


D A F. Johaf4] 
2 参看 1. M. Gelfand 与 G. Shilov[1]。 
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O(41, tt, n) =0 (2) =e log™ (x, a)da, (11) 


(2 mt ead ai1=1 
它 对 于 任意 的 ”都 成 立 2>。 它 是 一 个 非常 有 趣 而 且 有 用 的 化 德尔 塔 函 数 为 平面 波 的 
分 解 式 . 

证 明 仅仅 在 于 给 前 述 结论 一 个 适当 的 RE PE, Poisson 公式 用 Al1x*|2 "表达 了 
(4%)。 因 此 把 Laplace 算 子 重复 用 于 (7) 和 (7 的 左 端 ,也 就 是 重复 用 于 (4a) 和 (4b) 
的 左 端 ,就 得 到 了 6(*)。 按 照 分 布 的 法 则 ， 可 以 把 这 些 算 子 移 到 积分 号 内 ， 辣 时 要 
注意 ,对 于 任 一 单个 变量 (ax) 的 函数 或 广义 函数 SS, PSR 

Af (ax) =f" (ax), 
直接 进行 微分 即 可 得 到 这 个 结果 ,因为 a*=1。 于 是 ,适当 地 计算 各 种 常数 系数 ,最 后 
就 得 到 (8) 和 (9). 


§ 12. 常 系数 二 阶 方程 


1, Cauchy 问题 按 第 三 童 ,§ 3, 一 切 常 系数 二 阶 双 曲 型 微分 方程 的 Cauchy fa 
题 2 统统 可 以 化 为 特殊 的 微分 方程 
zt 一 AL 一 CU 一 0， (1) 
和 初始 条 件 
u(x,0)=0, u(x,0)=Y(%), qa’) 
Hh VER M1, a, tt, xz 的 一 个 函数 , 当 7 为 奇数 时 它 至 少 具有 直到 (n +1) /2 
阶 的 连续 导 函 数 , 当 n 为 偶数 时 它 至 少 具有 直到 (n+ 2)/2 阶 的 连续 导 函 数 (关于 这 
个 假设 的 启发 ,参见 $ 8 和 下 边 的 明显 表达 式 )， 

如 前 所 述 ,假定 4 是 这 个 初 值 问题 的 解 , WR, vee 就 是 一 个 相应 的 以 2(*, 0) 
=W(*) Al v(x, 0) =0 为 初始 条 件 的 初 值 问题 的 解 . 因此 ， 为 了 求解 具有 任意 的 初 
始 值 5 u 的 初 值 问题 , 按 又 加 原理 , 只 人 须 找 出 以 (1 人 ) 为 初始 条 件 的 初 值 问题 的 解 
就 行 了 . 

在 这 一 节 里 ,我 们 将 利用 Fourier 积分 去 找到 Cauchy 问题 的 解 的 形式 结 构 , 并 
略 去 由 形式 地 运用 Fourier 积分 所 得 结果 的 证 实 ， 因 为 在 后 边 几 节 里 还 要 用 不 同 的 
方法 以 各 种 方式 去 推导 出 这 个 结果 . 


D 由 于 积分 区 域 的 对 称 性 而 知 虚 部 等 于 零 。 
2) 参看 第 三 章 §4, 第 2 小 节 与 第 3 小 节 一 一 译 者 注 。 
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我 们 首先 集中 考虑 波动 方程 —Au=0, RMR A ul, 0) =0,u (2,0) = 
Y (x). 


本 小 节 中 要 获得 的 显 式 解 是 
u(x, = 1 g”~2 TS (8 —r3)-DIrQ(x, r)dr, (2) 
? (n— —2)! O12 
其 中 i 
or = f Ye+ Br) a8. (3) 


不 论 空间 的 维 数 ”是 偶数 或 是 奇数 , 它 的 形式 都 是 一 样 的 .但 是 解 的 下 列表 示 和 分 表 
明了 当 为 偶数 和 为 奇数 时 解 的 不 同性 质 ， 


一 (n-3) [2 
ue, pl (a) eg 。 当 n 为 奇数 ， w 
2r(3) 
日 Cn-2)12 
4D) = 一 疡 (3) CE) 当 " 为 偶数 ， (8) 
(z) 
其 中 
t rQ(x,r) 
H (x,t) = oY Part dr, (6) 
ð 1 
aE Be Or 


如 果 我 们 希望 把 (4) 和 (5) 统一 到 一 个 表达 式 里 , 那 末 就 需要 引用 分 数 阶 微分 的 
概念 . 那样 , (4) 就 概括 了 两 种 情况 ( 见 8$ 13,2). 
2. 波动 方程 的 解 的 构造 ”与 第 三 章 8 5 一 致 ,我 们 暂且 把 所 求 的 解 写成 下 边 的 
形式 
u={" . f4 (a) ei‘®% sin ptda, (7) 
其 中 4 表示 矢量 a, ory an, 
p= Trae a= lal, 
且 (4,%*) 是 a 与 * WAR, da=da. -danh t=0 时 的 初始 条 件 , EROS PRE, 
我 们 求 得 
w(x) =f" . - fd (ayet@da. 
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这 里 以 及 后 边 的 运算 符号 交换 次 序 的 合理 性 可 由 直接 检验 结果 的 正确 性 而 得 到 证 
实 “…Eourier 反 演 公式 立即 给 出 


把 4 的 这 个 表达 式 代入 等 式 (7) 并 交换 积分 的 次 序 , 则 形式 上 导出 


=f o ` ‘fy (E) af. . f etiaa-m TE ga, 


然而 ， 当 ”之 2 时 ， 这 个 式 子 中 里 边 的 积 分 是 发 散 的 ， 因 为 在 极 坐标 系 中 da= 
da,da,+++da,=p""'do,dp. 我 们 用 下 边 的 方案 去 避 开 这 个 形式 上 的 困难 :” 当 为 
RA n> 时 ,我 们 考虑 表达 式 


œ A ; 
v(x, 1) =f . f 5 eta% cos pida, (9) 


当 为 偶数 且 2>2 时 考虑 


w(x, t) = fs ) gian sin ptda, (9’) 
形式 上 求 导 , 则 为 奇数 且 ">>3 时 
u(x, t)=(—1)er PR Twe, t), (9a) 
当 为 偶数 且 二 2 时 
uça, )=(—1) Sw (2, t). (9a) 


把 4(c) 的 表达 式 (8) 代 入 (9) 与 (9) 之 后 ， 我 们 可 以 交换 对 和 对 a 积分 的 次 序 . 
结果 ,我 们 得 到 


gro 2 
u= 元 = fve +E) Ka (r, t) dE, (10) 


(dE =d,» -+ dEn) 
H pr=y E+E. +i HE 


1) 我 们 也 可 以 引用 这 里 和 本 章 其 它 地 方 引用 了 的 分 布 概念 ,但 它 对 于 当前 的 目的 不 是 必要 的 。 
2) 本 质 上 我 们 在 前 边 引用 函数 和 其 它 符号 函数 骨 产 于 这 一 类 方案 。 
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ERN 二 (三 iy 4r<e, 
4r>t, 


K, -{ ee" oe r 
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为 了 证 明 这 个 结论 ,我 们 仅 计算 当 ”为 奇数 时 的 内 积分 (4 7 为 偶数 时 , SRE 


相仿 的 ; 而 且 , 7 为 偶数 时 的 结果 很 容易 从 7 为 奇数 时 的 结果 推出 来 ). 


首先 ， 代 替 


ai, aa, +> t, An, 我 们 引入 极 坐标 PHV atait +4; An BBP RE SHREYA 
Bi 二 p 1ai, 所 以 da=p ldpadp. 将 (8) 代 入 (9) 并 交换 积分 的 次 序 , 则 (9) 的 内 积分 化 


为 


Sa O, D= Gaye onan M (pr) cosptde, 


其 中 M(r) 2 PRE, 


利用 §11 的 等 式 (4) ,我 们 得 到 " 


M (r) =t ft (1 — 1) 2-9 eid), 


现在 我 们 在 (11) 中 令 er=s, 则 得 


5 On =” t 
Snr, t) =a M (5) cos sy ds 


~ Cn 
~ 2r(2n)” 


利用 (13) ,经 过 一 个 简单 的 变换 之 后 ,此 式 化 为 


w 1 sin n(n, + +) 
Sa (r,t) =! Him Í (1~—A?) a ND dhi 
r(2 7) Now -1 à + t 
1 十 一 
: r 


f M (s) et!" ds, 


(11) 


(12) 


(13) 


由 右 端 的 “Dirichlet 积分 ”的 熟知 的 性 质 (参看 卷 I， 中 译本 第 61 页 )， 我 们 得 到 


1) 由 Courant-Hilbert; 卷 工 ,中 译本 第 369 页 ,我 们 附带 地 得 到 
Moszna (3 ) Tet) 


reo-2)/2 °? 
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TOn- (1-5) e St 
s.r. rom 7 Hr >t, 


0 Mer <t, (14) 
但 ”已 由 表达 式 
"一 人 fu +O Sn, 048 
给 出 。 引 用 极 坐 标 
并 引入 函数 在 半径 为 > 且 中 心 在 4 的 球 上 的 平均 值 
CICHE TESES ead “++ {ye +ar)da, (15) 
则 由 (142) 得 到 
=o f Q, rms, (r, t)dr 
0 f 
=“Gord, * (72 tI) 9197 (x, r)dr, 
当 n 为 奇数 且 衬 3 时 ,我 们 利用 恒等式 
22 [ey POH, nar 0 as" 


因为 被 积分 式 是 : 的 = 一 3 次 多 项 式 ， 它 的 关于 上 的 "一 2 Ee. oh Se 


n-2 
去 (150)， RIBA u= (— 1) ST? aye, 


ue, ) =C If rD Qs, r) dr, 
0 
它 和 (10) 是 等 价 的 。 可 以 由 上 边 的 公式 或 者 直接 考虑 当 O= 时 的 特殊 情况 由 ==1, 
u=1 而 找 出 常数 Ca. 我 们 得 到 C; 二 1/(n 一 2)1. 于 是 ,下 列 公式 给 出 了 初 值 问 题 的 解 


u(x, = Gan = orf. (@—r?) 7 9197Q (a4, r)dr, (16) 


这 个 公式 当 为 偶数 时 也 是 对 的 ,并 且 可 以 由 (9 人) 出 发 得 到 它 。 不 过 ,在 这 个 情 
况 下 ,计算 是 比较 烦 杂 些 ， 因 此 ,我 们 宁愿 用 下 一 小 节 中 所 述 的 直 SRE (16) 推 
广 到 维 数 为 偶数 的 情况 . 
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3. 降 维 法 ” 降 维 法 ?的 基础 是 看 出 了 由 我 们 的 问题 在 ”个 独立 空 间 变 量 情况 
下 的 解 通过 特殊 化 可 以 得 到 在 ”一 1 个 或 者 更 少 的 空间 变量 情况 下 的 解 。 在 这 样 做 
的 时 候 , 人 们 由 “高 维 的 问题 “下 降 " 到 “ 低 维 ” 的 问题 . 

借助 于 唯一 性 定理 , 并 利用 这 样 一 个 假定 一 初始 函数 区 (sl a t, An) 与 wo 
无 关 , 我 们 就 由 个 空间 变量 的 公式 得 到 ”一 1 个 空间 变量 的 公式 ， 于 是 , 解 * 也 与 
xn 无 关 , 因 而 解决 了 ”一 1 个 空间 变量 的 初 值 问题 。 相 仿 地 ,我们 可 以 在 公式 中 引入 
假定 一 一 铺 仅 依赖 于 1, a*t, no, 从 而 由 二 个 空间 变量 降 到 ”一 2 个 空间 变量 ， 
等 等， 

现在 假定 EAR (16) AEF AGA AR, RIRA A HS A 
应 的 公式 . 

我 们 由 x+1 个 变量 21, Yn e, toa 的 空间 开始 ， 在 这 个 空间 里 ,考虑 仅 依赖 
于 nn 个 变量 的 一 个 函数 轨 (x1,*2,，……, Hn) 在 半径 为 > 的 一 个 球 Laa 上 的 平均 值 ， 


na lon) = f Sa, P ter) do 


其 中 < 是 一 个 单位 矢量 .由 于 rer n+1 PRR RRS 11, 这 个 由 面积 分 
可 以 由 一 个 维 球 上 的 积分 给 出 ， 现 在 


Qn, Nasu fe n-idp ,2 dn 
因为 04=2 (V m )"/T(n/2) ,所 以 


(25) p00) , 


Quoi (*, 7) var (2) ae a re dp, (17) 
其 中 
Q, (x, p) = 过 小 . fve + ap) dw, 
表示 少 在 半 维 球 上 相应 的 平均 值 。 


现在 下 降 一 维 ， 经 过 下 边 的 简短 计算 就 导出 所 需 的 结果 。 在 (16) 中 以 x+1 代 
BE FEAF Qnsi(x,r) 的 表达 式 (17) 代 人 它 ,交换 积分 与 求 导 的 次 序 之 后 ,我 们 就 得 到 


1) 见 J. Hadamard[2]， 又 参看 第 三 章 $4 ,4。 
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unc an e"1Q,,(", p) dp ee |, 
其 中 6 为 一 个 常数 。 按 关系 1—07/r?= (1 一 p2/22)z， 引 入 一 个 新 的 积分 变量 =, 则 容 
易 得 到 O | cpa ewer 
eee ddd (18) 
于 是 
“一 CE 人 (?— p?) "2pQ (%, p) dp. 
仍 由 取 特 殊 情 况 而 找 出 常数 Ca: 


C,=1/(n—2)1. 
可 见 , 当 我 们 下 降 到 较 低 的 维 教 n 时 , 解 的 公式 保留 它 原 来 的 形状 ， 因 为 我 们 可 
以 由 较 大 的 奇数 下 降 到 侦 数 ,所 以 只 需要 推导 当 n 为 奇数 时 的 公式 (16) 就 够 了 . 
4。 解 的 进一步 的 讨论 ，Huyghens 原理 ”人 们 可 以 把 解 (16) 简 括 地 化 为 不 同 
的 形状 (4) ，(5) ; 它们 显示 出 了 有 关 Huyghens 原理 的 重要 事实 '. 
用 Gt) 记 :的 任 一 次 连续 可 微 函 数 ， 考 虚 函 数 


O22+1 
a YE jar (—r?)@rG (r) dr (19) 


(A=0,1,°"-). 


U,@)= 


容易 证 明 (19) 适 合 递 推 关系 
vO =3 res 


GU +240). (20) 
Up=(G B&B | 
Dat Ya, 080), (21) 
其 中 a, BERR. BF Pi (D) 表示 多 项 式 
PLO 一 Ya, er 


v=0 


则 有 符号 形式 上 的 关系 | 
U,(t) =tP, (t@) (22) 


D 见 第 三 页 $4,6。 
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其 中 G 的 各 次 寡 应 代 以 相应 的 导数 于是, 初 值 问题 的 解 (16) 现在 可 以 对 于 奇 的 
n=244+35R 
u=tP n- (tQ), (23) 
Hp Gt) =O =Q(Gx, 昌 已 经 在 前 边 由 (15) 定 义 过 了 
由 奇 的 维 数 n+1 下降 到 ”我 们 由 这 个 结果 又 得 到 当空 间 的 维 数 为 偶数 时 解 的 
一 个 表示 ;马上 就 有 


4 一 上 已 aa(tC)， (23 a) 
Hp C= 节 ) 
n+] 
2 ( 2 ) 1 r(x, r) ap 


G(t)= (23) 


n poi 2 pa 
v= (3) sven 
因此 ， 我 们 用 G(x, D 这 个 函数 关于 上 的 直到 (n 一 2) /2 阶 的 导 函 数 表示 了 初 值 问 题 
的 解 . 

与 奇 维 数 情况 的 讨论 相仿 ,也 不 难 给 出 用 下 式 


H (x,t) = E Dar (24) 
(这 个 H (a, 本 身 适合 n=2 时 的 波动 方程 ) 的 各 阶 导 数 表 达 的 稍微 不 同 的 表示 . 令 
Uins 2 = hr gael, P- ar. (25) 
则 得 到 关于 2 的 递 推 公式 
Z=} 4—1)2,.,+'4)-1], See) 06) 
Zo=Ui n=H. 
由 此 可 推出 形状 如 下 的 一 个 公式 : 
Z= Lh 0H KOP (27) 


r=0 


其 中 bi,, 为 常数 ， 利 用 多 项 式 


a 
m t) = Bbi, 


v=0 
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我 们 可 以 在 形式 上 把 (27) 写 成 
Z =h (H). (28) 
所 以 当 维 数 为 偶数 时 初 值 问题 的 解 是 
u=Iian-2 tH), (29) 
其 中 


H (x,t) =f Sear. 

AK (238) #1 (29) R, WR RA RY 当 n WR AA 直到 (x 一 2) /2 阶 的 
连续 导数 或 当 7 为 奇数 时 具有 直到 (n 一 3)/2 阶 的 连续 导数 , 则 “是 连续 的 ， 为 了 保 
证 4 可 以 多 微分 两 次 ,正如 微分 方程 (1) 所 需要 的 , 那 末 我 们 假定 当 n 为 奇数 时 几 具 
有 直到 (n+1)/2 阶 的 连续 导数 ; 当 7 为 偶数 时 岂 上 有 直到 (n+2)/2 阶 的 连续 导 
Re, 

由 前 边 的 表示 推 和 有 关 Huygbens 原理 的 一 些 事实 ，Huyghens 原理 断言 , 波动 
PED ARO CP = Le RH BARA 
TPR 09 OEE. HSE TER NRE DE 
关 . 我 们 回想 ,Huyghens 原理 仅 对 三 维 空间 里 的 波动 方程 成 立 而 对 二 维 空间 里 的 波 
动 方程 是 不 成 立 的 ?。 我 们 目前 的 公式 表明 了 , 这 个 事实 是 下 述 一 般 规律 的 一 个 特 
Bl, SARA a WFR Eyeheny ORE AG» AAR ETRI”. 

最 后 ; 递 推 公式 (207 和 (26) 显 然 导致 表示 (4) 和 (5)。 MR REO M751 A 
应 的 函数 R = (2/V a C2 L+3/2)U, R S1=C1/dAZ,, 我 们 就 得 到 一 组 简化 的 
BERR: 


d 
R,=IR, a +l aa Ray, Ry=tQ(4, t); 
S,=18,.; +048 S,=1H (x,t) 
i= 4-1 dt? -ls 0 一 t s/s 


其 由 一 一直- -如 .这 个 递 推 问题 立即 得 到 解 - 


D 在 $10 里 曾经 证 明 这 样 的 条 件 对 于 初 值 问题 是 适当 的 , 那 时 并 未 依靠 解 的 表示 公式 。 
2) 见 第 三 章 ,S4 和 第 六 章 ,§ 2. ， E 
3) 显然 Vito Volterra[1] 和 D，Tedone[1I] 首 先 看 清 了 这 个 规律 。 
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R,= (a y (t24+1Q) 


和 
s(n, 
CARRARA). 
5. EF RAH. Duhamel 积分 为 了 解 具 有 初始 条 件 
u(x, 0) =u(%, 0) 一 0 (30°) 
和 已 知 f, ORFEAKAE 
u,,—Au= f (x,t), (30) 


我 们 再 次 援引 参数 变易 法 或 第 三 章 8 4,3 里 论述 的 “Duhamel 积分 ?， 仍 旧 假定 函数 
了 相应 地 具有 直到 (n+1) /2 或 (n+2)/2 阶 的 连续 导数 。 设 依赖 于 参数 + 的 函数 
oz 二 7) 为 齐 次 微分 方程 
vst— Av=Q 
的 适合 条 件 
v(x,0; +) =0, vi(%,0; 7) =f (#, 7) 

的 一 个 解 ， 于 是 

u= fve, t—t; t)dr. (31) 
由 这 个 “Duhamel 积分 "立即 得 到 带 着 初始 条 件 (30) 的 非 齐 次 方程 (30) 的 初 值 问题 
的 解 。 利 用 平均 值 

Qa, rs © =S ff +Br, 1) don, 
我 们 得 到 
oD = Sree f (rAr, rs ndr 

并 从 而 可 知 
再 经 过 一 个 寄 易 证 明 的 六 导 与 积分 次 序 的 交 撤 步 蜂 ,最 后 就 得 到 


u(x, D= ET -Fer ar f, ar f" (er) r(x, r; t—r)dr, (32) 
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当 4=2 和 7 一 3 时 得 到 表达 式 


J 


SS Edn (0? = (x —§)*4+ (y—0)?), (33) 


“Sa 


PRT 


和 


u = 


in SSS Ent t—p)dédndt (p?=(x%—E)?+ (y—1)? + (2—-2)%), 
(34) 


它们 和 第 三 谷中 的 结果 是 一 致 的 
6. 一 般 二 阶 线性 方程 的 Cauchy 问题 在 第 5 小 节 的 基础 上 , 现在 不 难 借助 
于 降 维 法 来 解决 一 般 二 阶 双 曲 型 微分 方程 的 初 值 问 题 ， 为 此 只 须 先 考虑 微分 方程 
Aut C U= us (35) 
和 初始 条 件 E 
u(x, 0)=0, u(x, 0) =Y(7) (35°) 
就 够 了 .按照 第 三 章 8$ 3, 一 般 的 情况 可 以 化 为 这 个 问题 . 
借助 于 降 维 法 ,又 可 以 得 到 明显 的 解 。 为 此 ,我 们 人 为 地 把 “空间 ”变量 的 个 数 增 
至 +1, 令 Yn+1 一 2, 并 考虑 v(xXi,X*2, tt, Engi ORD HE 


Av = (36) 
和 初始 条 件 
ae | (36°) 
(2,0) =W (zi 2%, Hn) ee = WH) eM 
引入 
v=e u(x, Xatt, Xn, t),. (37) 


MAA u 作为 初 值 问题 (35) 的 解 ， 的 确 , 前 边 的 表示 (16) 表 明 初 值 问题 (36) 的 解 " 的 
形状 是 cou, xz .…, xn)。 但 是 ,如 果 把 函数 v 代入 方 程 (36), 我 们 就 立即 得 到 原 
先 的 关于 的 初 值 问题 (35),(35/)。 据 8 8 中 所 证 的 唯一 性 定理 , 仅 能 有 一 个 解 “ 存 
在 ,所 以 4=ve-” 

现在 我 们 可 以 用 第 4 小节 中 的 表达 式 来 表示 ?并 从 而 也 可 以 表示 w， 于 是 当 
为 偶数 时 , 亦 即 ”+ ! 为 奇数 时 ,我 们 得 到 
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v=tPn_21(t0") 
其 中 
G”(t) = = 


W(% + At) e¢tBando,,). 
Q ai 


因此 u=tPen-n (tG), ae 
G(t)= 


On -fe So. W(x + Bt)ectBudu, 1. 


和 前 边 一 样 ,dony1 表示 十 1 维 单位 球 上 的 面 元 。 由 于 函数 沙 不 依赖 于 最 后 
一 个 自 变 量 z= tn H 


dion = Fa dhd Eg + dE, 
= 了 = p™-1du,,dp , 
我 们 得 到 关系 
好 一 上 — 
G(x, =o i = -P Q(x, p)dp 
n+ 一 -一 
即 
2 ue A) | 
G(#, 0) = pA f 卫生 Eh ey P PQ, dp, (38) 
ar (3) 
其 中 


Q(%, p) =} f. : 了 w(x +Bp) dO, 


相仿 地 , 当 "为 奇数 时 ,我 们 得 到 解 
4=Mo-patH), (39) 


其 中 


H (x,t) =f Pio (icy t?— p2) Q(x, p) dp, (40) 


这 里 /是 零 级 的 Besse! AA, 的确, 在 这 个 情况 下 ， 
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v=Ne-pie(th*), 
其 中 


ytd 


H* (x, p= 2 Z fe S, E Edd. 
PEER 


在 里 边 的 积分 中 ,对 于 和 or VOPR + VP 0 RRA 


mJ (icV =p), 


所 以 由 (40) 知 
H (x, th=A* (x, the 
2m 1 . 
= n42 if ° f Wx +b) J licy t2— p?) dE dEr de, 


把 这 结果 应 用 于 初始 条 件 为 <(x, 0) =0, uC, OYE) 的 电报 方程 
AU =U + lg, 


我 们 令 =v 一/ 而 得 到 关于 ”的 微分 方程 


to 一 Ap 十 二 ， 
它 即 是 当 “一己 时 的 方程 (35). 
例如 , 当 ”= 1,2,3 时 ,电报 方程 的 解 分 别 是 
5 人 YE) P) do, 
Q(x, e) = Eple) +y], Ñ n=, 


) cosh— TET 
u=e™ I? ei ed, 


0 Vt 


Q(x, p) =a75,, W(x +e, #1 +P) do, H n=2, 
i . 
“co ar (SV PTPN, e) de, 


Q(x, p) =f, W(%1 + PB, %2 t PBXs + Pp) dws, 
4n=3, 


(41) 


(42) 


(43) 
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7 了. 辐射 问题 ”通过 一 个 简单 的 极限 步 又 , 由 第 5 小 节 的 结果 可 以 导出 维 空 
间 里 一 般 波动 方程 辐射 问题 的 解 2。 我 们 对 这 个 辐射 问题 的 提 法 如 次 ， 求 齐 次 波动 
YE uau 在 :>0 上 的 一 个 解 ,要 它 和 汤 的 导数 u M =o 时 除了 在 > 空间 的 
原点 以 外 处 处 为 零 , 目 在 "一 V FAF EERO 上 上 , 即 厅 “时间 从 标 办" 上 有 有 如 下 
tba St, 


tim (++ f$as=—e). (44) 


€>0 
这 里 积分 是 展 布 在 时 刻 为 + 的 以 * SR ARR, 上 的 ， 9/6v 表示 沿 
球 的 法 线 求 导 ，<s 为 面 元 , 且 球 的 半径 < 趋 于 零 , 时 间 上 的 函数 5 (0) 是 指定 的 辐射 强 
度 . 
我 们 还 可 以 把 辐射 问题 更 简明 地 说 成 是 非 齐 次 “微分 方程 ”” 
uz—Au=g (t)d(%, y, z) (44’) 
与 齐 次 的 初始 条 件 (30) 所 构成 的 问题 ， 这 里 95(*, y, 2) 是 前 边 引进 的 三 维 的 德尔 塔 
函数 ， 
我 们 试图 由 非 齐 次 方程 的 解 用 极限 步 又 去 构造 所 求 的 解 具体 地 说 ， 设 “= 内 
为 方程 (30) 当 fE, N =W OR eH 
y=0 4 r>h, 
| y> M r <h, 
E 
f- ， S Wdx dZ.. d% =}, 
这 里 二 4 十 4 十 .… 十 所 需要 的 辐射 函数 就 是 解 ws h0 RR. R ik 
地 说 


-1 2 
(一 2)1 Oe? 


ün feao arf (r? — s2) -D12sQ (x, 5) ds 
其 中 

Q(%,s) =} f. . f, W(x + Bs) dOn 
如 果 把 里 边 的 积分 写成 


1) 有 关 的 论述 可 参看 A. Weinsteiv[2], 
2) 关于 更 一 般 而 系统 的 讨论 见 § 15。 
3》 以 后 ( 见 §14 和 §15) 我 们 将 系统 地 使 用 6 函数 ,但 是 在 这 里 我 们 提出 稍微 较 常 见 的 办 法 。 
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52) (n-3)/2 


f (12—83) 0-D12sQ (7, s) anal: . f LTN O dE 
(s2= (4%, — #1)? + (%2— 52)? +20 + (Kn Sn)”), 


取 4->0 时 的 极限 , 则 得 
l 0 . Mrs, 
lim , E7 n=32sQ (4, saf 
h>0 (zs— r?) -313 
Onr"? 当 rT. 


所 以 所 求 的 辐射 问题 的 解 是 ， 当 ”> 时 
| u=0, 
当 r<t 时 
=} 1 2 r2) (n=3)/2 
unl rt pana Saf eG) 《(z2 一 r2) dt 


= ,(n—2)! rn-2 ot" 2 


当 n=2 或 n=3 时 ( 见 第 三 章 §4) 我 们 又 相应 地 找到 
1 rt g(t—7) 


人 OLEA did (45) 
0 


(46) 


1 


pur eer). (47) 


在 4=5 的 情况 ,我 们 找到 


u= Liet- r) +rg’'(t—r)]. 


a r 
fen=4 的 情况 , 则 是 


1 10% SC ay, 
an? r Ory mori 


ux 


按照 与 第 4 小 节 中 非常 相仿 的 步骤 , 还 可 以 把 辑 射 问题 的 解 写 成 更 简明 的 形式 ” 


D 详细 的 讨论 见 $18,3。 我 们 还 指出 ,利用 广义 函数 和 分 数 阶 的 导 函 数 ， 可 以 把 公式 (48) 与 (49 ) 合 供 到 一 
起 。 
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yn y 了 Cn-3)12 _ 

ua, p= (gr) EE em, (48) 
1) (n-2)/2 n-2)/2 

ua, = D(a) Gr) wt, (49) 


其 中 


H(t=r) =f [etd) /Var Jdr. 
应 当 指出 ,如 果 把 r A er ARS — h EEA AA OL 成 立 . 
还 应 当 注 意 ,可 以 把 辐射 问题 的 解 表达 为 和 式 的 形状 ， 


yarn (n-3)/2 


“TR 2 0,n(27) Eer), Hin 为 奇数 ， (50) 
v=1 
an (1-2/2 
“一 Le Par, o), 4m WM, — (51) 
i 、 
其 中 a,n t b, n 都 是 常数 . 


形状 如 (50) 的 表达 式 叫 做 次 数 为 (2 一 3) /2 的 高 次 前 进 波 ( 见 $4 和 后 边 的 
§ 18), 

再 一 点 ,观察 我 们 的 表示 就 能 断定 这 个 值得 注意 的 事实 ，Huyghens 原理 对 于 奇 
数 维 空间 的 辐射 问题 成 立 "，. 由 原点 辐射 出 来 的 扰动 在 点 * 处 于 时 刻 上 产生 的 作用 
仅 取 决 于 这 个 扰动 在 先前 某 一 个 瞬间 一 一 时 刻 :一 一 一 的 性 态 。 这 个 扰动 由 原点 出 
发 以 单位 速度 前 进 , 恰 在 时 刻 上 达到 点 *， 因 而, 发生 在 原点 的 时 限 分 明 的 脉冲 , 即 由 
仅 在 一 段 短暂 的 时 间 内 不 等 于 零 的 函数 s ( 攻 所 代表 的 脉冲 ,于 距离 为 ”的 任 一 点 处 
仅 在 相应 始 于 7 个 时 间 单 位 之 后 的 一 段 短暂 的 时 间 内 被 察觉 到 . 

然而 ,Huyghens 原理 对 于 偶数 维 空间 的 辐射 间 题 不 成 立 ， 由 (49) 的 形状 立 知 这 
是 很 明显 的 ， 在 这 种 情况 里 下 述 事实 也 是 对 的 , 即 , 发 生 在 原点 的 时 限 分 明 的 脉冲 在 
与 原点 的 距离 为 7 的 任 一 点 处 在 迟 于 了 个 时 间 单 位 之 前 不 能 被 察觉 到 。 但 是 ， 在 过 
了 这 个 瞬间 之 后 ,在 这 个 点 处 的 影响 却 永远 持续 下 去 。 换 句 话说 , 当 上 之 ”> 时 , 解 将 要 
一 般 地 保持 异 于 零 ， 所 以 ,在 一 个 偶数 维 空间 里 ,要 想 清 晰 地 接收 到 按 波动 方程 传送 
的 信号 是 不 可 能 的 。 相 反 , 接收 到 的 信号 总 是 一 片 模糊 。 这 个 事实 和 进一步 的 探究 
(在 § 18 里 ) ER, 我 们 生存 所 在 的 三 维 空间 的 特殊 处 , 就 在 于 信和 号 可 以 被 清晰 地 传 


1) 当然 ,Huyghens 原理 对 于 Cauchy 问题 的 陈述 和 对 于 辐射 问题 的 陈述 是 等 价 的 。 
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送 而 不 发 生财 变 . 
§ 13. 球面 平均 法 . 波动 方程 与 Darboux 方程 


我 们 现在 要 用 Cauchy 问题 的 另 一 种 解法 ?给 8 12 里 的 结论 打下 一 个 牢固 的 基 
础 . 
1. 关于 平均 值 的 Darboux 微分 方程 对 于 "个 自 变量 *; 的 两 次 连续 可 微 函 
Bow (% 1, sa ……%n) 一 多 (%)， 我 们 来 考虑 它 在 以 * 为 中 心 而 半径 为 7 的 球面 L 上 
的 平均 值 
VNi, X2, Mny7) 一 DY7) 
= fe futer au a) 
在 这 个 积分 里 , P 表示 以 br Ba. Be 为 支 量 的 矢量 ; dw 二 dw = 二 dB 是 单位 球 的 面 
元 ,48 二 +"!1dw 是 中 心 在 4 而 半径 为 > 的 球 的 面 元 .于 是 平均 值 函 数 "适合 Darboux 
微分 方程 "(比较 $6,2) 


ral Av=0 (2) 


err t—— 
和 初始 条 件 . 
. v(x, 0) =Y(¥), vr (7,0 =0. 2) 
因此 ,利用 定义 l 
v(—r)=v(r) 


可 以 把 2 唯一 地 延 拓 为 此 微分 方程 在 ~<0 上 的 连续 可 微 的 解 。 我 们 把 这 个 事实 表 
达 为 如 次 的 论断 ，。 是 Derboux FRE PAE r WR RMA 
证 明了 时 ,利用 Gauss 积分 定理 


vr (X, r) =Łf. . J, (SaL) 


1af fae, 


一 一 -~ 。 
Opr”! ov 


=a, .. - ayax, 


1) Fritz Johu(4), 
2) 关于 在 Darboux 方程 中 把 mn- 工 换 为 任意 参数 LGB, BBA. Weivsteiof2], 
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其 中 G, 是 球 2r 的 内 部 ,dx 是 体 元 dx = dx dxq---dx,,0/dv = F728: (O/0%:) 表示 
沿 球面 2; 的 外 法 线 方 向 求 导 。 对 7 再 求 导 一 次 则 得 


= 一 二 全 Janeta Javie 


Lo, + AD, 


由 此 得 到 我 们 的 断言 . 
如 果 我 们 假定 函数 
W(X, XY2, t, #n) = (%1) 
仅 依赖 于 单独 一 个 变量 *=x1 并 且 它 是 对 x 可 微分 两 次 的 , 那 末 , 据 § 11,2, 平均 秆 
可 以 写成 下 边 的 形式 | 


v(x, 7r) = a $l% +rp) (1— p12) -12dp | (3) 


并 且 适 合 微分 方程 


Opp + i Vr— Vy, =0. (4) 


由 §6,2 我 们 推 知 ， 公 式 (1) 和 (3) 相 应 地 给 出 了 Darboux 方程 (2) 和 (4) 在 初始 
REO THR. 


2， 与 波动 方程 的 联系 ”在 Darboux 方程 的 解 与 波动 方程 的 解 之 间 有 着 一 一 对 
应 的 关系 ， 把 公式 (3) 对 x 求 导 两 次 则 得 


xx 一 a (x +ru) (us) Pm Rdu. . 
所 以 由 Darboux 方程 可 知 


nao 


1 Vp bpp = On of, ptt +ru) (1— -A dy 
在 这 个 公式 里 ， 加 到 ru 上 的 参数 x 并 无 重要 的 作用 . 因此 ， 
O ARROS OO RRR ER 
v(r) =f $ Cu) (1 一 02) -dyu (5) 
-1 
联系 着 的 ， 导 本 


or Ba af ew) (=p) "nap., (6) 
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我 们 可 以 把 (6) 应 用 到 S 3) 不 仅 依赖 于 单独 一 个 参数 * 而 且 依赖 于 “个 参数 
s, xn 的 情况 ;这 时 我 们 考虑 函数 
ro ed 


- 现在 我 们 来 推 求 波动 方程 和 Darboux 方程 之 间 的 联系 如 下 . Bult +++, en, t) 
是 波动 方程 的 一 个 两 次 连续 可 微 的 解 , 且 适 合 条 件 ua, 0) 二 0, 即 ,这 解 是 “的 偶 函 
He”, BBA, Ay 代 换 ! 则 得 侦 函 数 解 

v(x, r) =v (fi, +++, Xn, r) 
On 1 


1 
fo En rh) Ady, 
-i 


ver, 0) =u (x, 0) =Y), 9, (4, 0) =0, 
如果 我 们 应 用 上 边 的 结论 , 则 得 微分 方程 


l , 
av= auça, ru) Q=) dy 
n ~} 


iri 
= Saat f ug (4%, ru) (1 一 Ap2) a-di du 
Wn J -i 


n—i 


r Yr 


=V, +. 


并 且 由 于 2? 的 定义 是 一 个 球面 平均 函数 而 适合 初始 条 件 v, 0)=Y, v(x, 0) =0. 
按 第 一 小 节 ,Darboux 方程 的 这 个 初 值 问题 的 解 是 
V(%1, t, En r) =ż f- 。 Í, y(x +r) de. 
所 以 波动 方程 的 解 u (GRECE! 的 偶 函 数 ) 必 须 适 合 下 列 关 系 


On- f? n- 
: -f U(% 1, t, n, rU) u?) dyu 
On 0 . 


asf f, vet mae. (7) 


上 友之 ， 从 这 个 关系 我 们 又 能 唯一 地 得 到 波动 方程 的 解 。 问 题 等 于 说 要 反 演 函数 方程 
(5)， 在 (5) 中 作 代 换 "= s, ru=vy c , 则 得 


vy 8 ysen-D 2 =f P 6-0) -Dido , 
` 4 
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采用 缩写 w(s) =v (V5)sm-212, x(0) = so, 则 简化 为 
w(s) =f Xa) (sa) do, (8) 
J, | 
# 为 奇数 , 则 解 由 
(75 3) 1a) = (= Fr Paw(s) ; (9) 
唯一 地 给 出 ， 所 以 
1 d n- n- 
tOna) PROD, ao 


车 “为 偶数 , 则 反 演 时 要 用 阶 数 为 a12 的 “分数 阶 "微分 ， 我 们 得 到 


YX() -rh Paus do, an 
所 以 
co o 
=i 


FES P) SUCE, >)on-i/on， 我 们 便 得 到 波动 方程 Au 一 us =0 的 初 值 问题 的 解 
的 公式 如 下 ， 当 为 偶数 时 


u(x,t) EOS f JATAV OH, Yar (13) 
其 中 
QeDD= 二 全 e+rplau an 
当 “为 奇数 时 
ey ae (R(x, t)). (15) 


于 是 我 们 给 波动 方程 的 解 找到 了 新 的 明显 表示 .如 果 考虑 到 修改 了 的 初始 条 件 ， 那 
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末 就 不 难 把 它们 和 S 12 的 表达 式 等 同 起 来 。 所 以 , § 12,1 中 的 各 个 公式 , 它 科 都 归 
结 到 本 节 的 方程 (10) ,现在 得 到 了 证 实 。 附带 指出 ,其 实 只 要 对 于 奇数 的 4 证明 (15) 
就 够 了 . . i 

3. 波动 方程 的 辐射 问题 ”由 第 2 小 节 中 推 得 的 结果 ,我 们 还 能 够 得 到 波动 方程 
的 与 辐射 现象 相应 的 那些 解 的 一 个 有 趣 的 推导 。 首先 ， 我 们 寻求 波动 方程 的 仅 依赖 
于 于 = 二 ?xz 和 时 间 上: 的 解 。 这 些 解 4(7, 必须 是 > 的 偶 函 数 并 且 适 合 微分 方程 
( 见 第 三 章 83) 


n—] 
7 Zr 一 Zrr 一 0， (16) 


Uy, 一 


这 正 是 把 空间 变量 * 与 时 间 变 量 上 交换 后 的 Darboux 方 程 (2)。 根 据 第 1 小节 , 它 的 
解 是 


u(r, d= otra) (Gp) mS dn a7) 


其 中 $ 是 任意 的 Yn 为 奇数 时 ,利用 二 项 式 定理 展开 积分 号 内 HRANE 
i Cn—3)/2 , . 
u(r, t) = Yo ern 29( 一 1) 全 w+mezap， (18) 


其 中 c, 是 二 项 式 系数 .假定 5 是 适合 
-ZT E) =e) 
的 任 一 函数 , 那 末 我 们 可 以 进行 分 部 积分 而 得 


(1-3/2 


u(r, =e L AL (-1yeP Gtr -gV C=), (19) 
al 


r” 
其 中 gc 表示 5 r 阶 导 函数 , 且 系 数 4, 可 以 将 (19) 代 入 (16) 而 予以 确定 ,再 者 ， 


由 于 < 在 点 :+z 的 值 和 它 在 :一 ~ 的 值 彼此 独立 (除了 在 点 一 0)， 所 以 ， 


-LEOD rE (t+) 和 


bre (t—r) 


分 别 适 合 波动 方程 . 


D 我 们 得 到 (比较 $12,7 ) 
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4. 广义 前 进 球面 波 ”对 于 三 维 空间 里 形状 为 x 一 $(: 一 7) /r 的 球面 前 进 波 在 任 
何 奇数 维 空间 里 都 有 和 它 极其 相似 的 东西 50。 用 符号 门 表示 波动 算 子 (02/0t?) 一 4， 
我 们 断言 , 对 于 任何 奇数 ” 和 任意 的 波形 函数 ,函数 
u=[ |P (t—r) 
都 是 波动 方程 
.Clu=0 
的 解 . 当 ==1,3, 5 时, 我 们 找到 解 $C 一 7), 2 ($C 一 站 /7) 二 f(t 一 r)/r (这 里 
S =2 $’) (8/73) p Er) + (8/7?) b" (t—r). 最 末 这 个 解 并 非 简单 地 是 -- 个 相对 无 
崎 变 前 进 波 , 而 是 两 个 这 样 的 波 的 释 加 . 
由 恒等式 ? 
eng (t—r) =0 
立即 可 得 到 这 个 论断 。 可 以 直接 证 实 这 个 恒等式 ,但 更 好 的 是 由 关于 算 子 
„ut, t)J=u,,+— 


h-AE- RINNE UE, Hr ATRE chemi, aR ECN 
和 函数 g(t 一) 都 适合 (n +1)/2 BAB Darboux 方程 
Ze 一 0。 (21) 
为 了 证 明 这 个 论断 ， 我 们 先 来 证 明 对 于 任意 的 由 和 任 -一 整数 *>0 都 成 立 的 关 
mR: 


= U, — Utt (20) 


Lf l geroa iin 
=dn f ot rH) Ady, (22) 
其 中 (? 十 Ddn=(z 一 3)12 一 ">。 如 果 用 w(r, x) 记 右 端 的 积分 , 那 末 由 第 1 小 节 可 
知 
Ls,1sLw]=0, 
并 因为 Ln= Lant [n— (2 v +3)/r](d/dr) it 
L,[w]=2o@?t9 y, = + f p (t+ru)(1—u2)’udu, 
-1 


1) 这 个 有 趣 的 察 见 归功 于 K. O. Friedrichs. 
2) A. Weinstein 曾 在 各 种 不 同情 况 下 指出 这 个 恒等式 的 推广 。 例 如 见于 他 的 文章 [3]。 
3) 第 1 小 节 的 结果 可 以 作为 v= -3)/2 时 的 特例 而 得 之 。 
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进行 分 部 积分 ， 即 得 所 需 的 右 端的 形式 . 
重复 应 用 公式 (22)， 我 们 就 得 到 


1 
meen sen 


Sdn odn, i dnf HE+ ru) Lanyon de, 
这 里 ,由 于 dv- 一 0 所 以 有 端 等 于 零 。 因 此 ,对 于 任何 具有 直到 ”一 1 Mit 
BRE o EA 
Dye f o(t+ru) du=0, (23) 
当 $= 5 时 ， 我 们 得 到 


f $b (t+ru) du = g'(ttr)-g'(t—r) 
1 : 


; 
= Le +7) + et—7)]. 


于 是 ， 由 (23) 得 出 论断 (21). 


因为 在 旋转 对 称 的 情况 Darboux BFS TL, 所 以 我 们 原先 的 断言 得 证 . 
8 13a， 用 球面 平均 法 解 弹性 波 的 初 值 问 题 
三 维 空间 里 的 球面 平均 法 ( 见 813) 对 于 各 向 同性 弹性 介质 中 波动 的 四 阶 初 值 问 
题 给 出 一 个 巧妙 的 解 "， 
无 限 介质 中 点 * 到 点 5 的 微小 弹性 变形 可 表示 为 
Ei= tit U(X, %2, X,t), 
或 用 矢量 写成 
去 一 % 十 &(X， t). 
关于 应 力 张 量 A BH wR A LAS TS) E. 
1) = 16410 + uluh, tuh), 
其 中 1,# 是 弹性 常数 . 
ð! 是 Kronecker 符号 ,而 


1) 在 这 一 节 里 我 们 放手 如 用 特定 的 记号 以 便 和 弹性 力学 方面 的 著作 相 参 照 。 


ER 


Gal 
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8 =div u=} uj, 
运动 方程 是 
DAut (+4), = eu}, (1) 
i 
或 
udAu+ (A+) grad 6= pu, (2) 
其 中 。 是 密度 . 引入 由 
d= +t, = 
定义 的 速度 cu ca ,并 引入 二 阶 算 子 
32 2 
L= 2pc, L= cA, 
不 难 肯 定 关 于 9 有 
L {[8]=0. 
关于 矢量 4, 我 们 得 到 四 阶 微分 方程 
L,L,[u]=0, (3) 


于 是 关于 应 力 张 量 ， 我 们 得 到 方程 
Lot 四 =0 G, 7=1,2,3), 
顺便 提 到 在 条 件 
=O iA 时 
之 下 (3) 的 特 解 。 这 时 对 于 


t= p=(384+2u)0 


我 们 找到 
L,[6]=L,[p}=0, 
这 些 解 表示 有 纯粹 正 压 力 MEIHE. 
另 一 方面 ， 
9=0, L[u]=0 
即 
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L,[t*|=0 
的 解 表示 无 压缩 的 剪 切 波 ， 由 于 L 和 工 , 都 是 波动 算 子 ， 所 以 (3) 的 特征 射线 锥 面 
是 由 两 个 同 轴 的 圆锥 构成 的 . 值得 注意 的 是 ， 方 程 (3) 带 着 给 定 的 初始 矢量 
u(x, 0)=Fo(%), ue (*, 0) = F 1 (*) (4) 
的 初 值 问 题 可 以 象 三 维 波动 方程 的 情况 一 样 用 球面 平均 法 予以 解决 和 分 析 如 下 : 
首先 ， 在 方程 
Lit 一 C3AZL 十 (ci 一 c3)grad divu 
中 和 在 由 微分 它 而 得 到 的 方程 中 直接 令 :=0， 我 们 就 可 由 (2) 和 (4) 得 出 ee 和 wz 
的 初始 值 ， 
Ue (%, 0)=cIAFot (c?—c2) grad div Fo=F,(%), 
ute (%, 0) =CAF, + (c?—c2) grad div Fl—=Fs(%). | (5) 
现在 我 们 引入 在 半径 为 "中心 为 点 * 的 球面 上 的 平均 值 如 下 ， 
L(x,r, ae furs, t) dws, (6) 
11=1 


$i(%, 7) = fre +r&)de;z (7) 
ié1=1 
(i=0,1,2,3). 
工 和 被 认为 是 HBR. 我 们 有 
T(#,0,t) =u(*,t), $:(%,0) =Fi(*), 
由 前 边 的 计算 ($13 ,1) 得 到 
ACL) = (rI), AHI = (Cbd ers 
此 外 ,还 有 当 :=0 时 的 初始 值 


di . 
qari =i (@=0,1,2,3). 


在 (3) 中 取 平 均值 ,我 们 立即 得 到 
2 2 0? 
(二 -4 S- 3 Sa)(rD 一 0. (3a) 
现在 可 以 明显 地 求 出 (3 a) 在 初始 条 件 (7) 之 下 的 积分 ， 的 确 , 对 于 每 个 固定 的 * 


EAA IC, OTARRE TOEA 
rI(r,t) =G, (r + et) + G(r cit) + G(r +c) + G(r — cat), 
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而 且 根 据 前 边 的 理论 可 知 这 是 唯一 地 确定 了 的 . 
用 t=0 时 的 初始 条 件 可 以 确定 这 四 个 球面 波 C, 
G,+G,+6,+G,=rdo, 
¢,Gj—¢,G)+ 4G ,—¢c,G,=r¢,, 
AGI + iG; + Gs’ +G] 一 ro 
Gt — Gy + G3 一 44 一 ra 


我 们 先 考虑 特殊 情况 ， 
F\=F,=F,=0, F,~F, 
这 时 
go 一 由 一 $ 王 0， $s=$, 
对 于 G1 我 们 找到 偶 函 数 
CO = | C—O ds, 


G(r) =—G(7), Gs()= 一 全 Gr), Gat 


AUP RAR 0, 0, 0, 了 为 初始 数据 的 解 , 则 得 
U(F) =U (#,t)=1(%,0,t) 


=2 G1 (a 1(Cat), 
因此 
ULF]=V[F]—-W[F], 
其 中 
vileza Cts ds, 
WEF] ECET f (cyt —s)s(s)ds, 
BV RY 分 别 适合 


7IF]-AAV[F]= VERAF], 
ð? 


sa E ]= AAW (FJ =" [har], 
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这 相当 于 把 波 分 解 为 一 个 无 旋 的 即 彩 胀 的 部 分 (curlU=0) 和 一 个 等 容 的 部 分 
(div 过 =0) ,它们 分 别 按 速度 cy 和 ca 传播 。 
此 外 ， 我 们 还 可 以 写 下 


1 Cyt _ 
ULP]= say Lf. $s) 


+ f $(s) Cast 一 sjds |, 


Ci 一 C 
1? stds 


所 以 
arati- DUSS . AES ete as 
ci—\3\ p d 
SSS aa Iš] (tS) E. 


相应 于 一 般 初 始 数据 Fo, Fi, Fa Fs WOR u 是 


ULF y—(c}+oR)AF)]+ SU LF, (ct DAF o] 


its ULF]. 


从 曾 由 (5) 知 
u=U[—c?AF, + (c?—c2) grad div Fy] 


+ fut —cAF,+ (ci—ci)grad div Fo] 


+- UCP + fs ULFo). 
立即 可 以 看 出 下 边 值得 注意 的 事实 ， 由 于 表达 起 一 4APi+ (fel) grad div F, 
是 一 个 散 度 ， 半 径 为 cot 的 球 的 内 部 的 数据 对 于 解 的 值 无 所 贡献 。 因 此 ， 严 格 地 讲 ， 
面 和 另 一 个 半径 为 ct 的 较 大 的 同心 球面 之 间 的 球 过 (参看 815,4). 
§ 14. 平面 平均 值 法 .对 于 一 般 常 系数 
双 曲 型 方程 的 应 用 
在 本 忆 里 ， 我 们 转 到 一 个 处 理 任意 常 系数 线性 双 曲 型 方程 或 方程 组 的 方法 ， 如 
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$11,1 中 的 引 注 所 说 ， 储 助 于 平面 波 的 又 加 形成 的 解 的 表示 5， 可 以 获得 Cauchy 问 
题 的 解 ， 而 且 和 避免 了 交换 运算 次 序 所 引起 的 困难 ， 下 一 节 里 更 深入 的 分 析 将 进一步 
去 掉 常 系数 这 个 假设 >。 

1. 一 般 方法 设 LF BM ear, u(x, t) 的 任 一 《 阶 的 
线性 双 曲 型 算 子 ， 我 们 考虑 在 形式 

LEu] =8 (81, +++, m2) GD 

下 的 Cauchy 问题 ,其 中 8 至 少 可 微分 W/2 次 .给 定 了 函数 和 它 的 前 4 一 1 BY 
的 初始 值 


=hi(%1, tn) 0 hb DD) 2) 
Hpg A E r a. HF UERN, Pe 以 任 一 定点 (X*1,，……， 
tnt) AO MK ie eS. A PRAE, BINT REM g, hi 和 4 在 x B 
间 里 某 个 大 球 以 外 恒 等 于 零 。 

人 们 可 以 把 关于 〈1) 的 问题 化 为 仅 具 两 个 自 变量 的 双 曲 型 方程 的 问题 .这 样 一 
种 约 化 本 于 对 * 变量 中 的 2 一 1 个 (如 *s,，……,*w) 进 行 积 分 ,于 是 ,在 上 述 假 定之 下 ， 
所 有 包含 对 这 些 变量 中 任 一 个 的 导数 的 项 都 消失 了 . 因此 ， 剩 下 的 是 关于 两 个 自 变 
量 的 国 数 

OU (%,,¢) =f. ， ae «dX, 


的 一 个 微分 方程 . 
更 一 般 的 做 靶 是 ， 选 取 任 一 单位 矢量 
a= (a, vee, Qn) 


并 引入 一 个 新 的 正 交 坐标 系 Yi, ”mm RARE Mitte, % ny 其 中 
y= (ax) 一 >》 0,4%, =p (3) 
v=1 


而 Ya ttt, Ya 是 “的 与 ?1 的 这 个 选取 相 容 的 其 它 线性 组 合 ， 然后 考 虑 函数 me’ 
IRAR EA e 为 法 线 方向 的 平面 p= 常数 上 的 积分 。 把 这 些 积分 记 为 


12) 见 R. Courant and A. Lax [1]， 第 501 页 。 


D 虽然 $ 15 里 的 讨论 比 这 里 所 给 出 的 更 具有 普 凯 性 ， 但 这 方法 在 这 里 的 解释 是 较 好 的 ， 因 为 它 比较 直接 
了 当 。 
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Tps 0 =I (p,a =S S EDAS, (4) 
其 中 dS, 是 平面 的 而 元 。 我 们 也 可 以 写 
T(P， nage (ff ends, (4a) 
其 中 积分 是 展 布 在 半空 间 (xa) 0 上 ,或 者 采用 Dirac 的 6 函数 而 有 
T(p,t,a)= f f fute, 2)8((xe)—p)de, (4b) 


其 中 积分 在 形式 上 是 展 布 到 整个 * 空间 上 的 。， 如 果 这 超 平面 包含 着 一 个 定点 =， 则 
Pp 二 (2, 0) 而 


I(p, t, a) =ff eg udS, 
= f f fc, DA e—a), (4c) 


现在 , 当 (1) 对 Ya te, Yn 积分 之 后 , 所 有 对 空间 变量 的 导数 除了 对 r 的 以 外 都 
去 掉 了 ,因为 " 和 它 的 导数 在 无 穷 远 处 为 零 。 这 样 一 来 ,我 们 就 得 到 关于 仅 有 两 个 自 
变量 P, i(e 是 一 个 参数 ) 的 新 的 函数 7(P, t, o) 的 一 个 微分 方程 : 

LLI (p, t, «)]=8 (7, te), (5) 
(5) 的 右 端 是 
&(P,t, a) =I (p, t, a, 8 (%, t)) (6) 
而 t+=0 时 的 初始 值 是 


9 (7) 


在 第 三 ,五 .六 章 所 给 的 双 曲 性 的 定义 的 基础 上 ,容易 看 出 约 化 的 方程 (5) 对 于 o 的 每 
一 种 选择 都 是 双 曲 型 的 .因此 ,对 于 每 一 个 4 值 ,(5) 和 (7) 都 构成 关于 未 知 函数 7(P， 
t, a) 的 一 个 可 解 的 两 个 自 变量 的 Cauchy 问题 。 所 以 , 可 以 用 第 五 章 的 方法 去 造 出 这 
些 解 函 数 ， 我 们 假定 对 于 每 一 个 单位 矢量 a 都 已 经 完成 了 这 件 工作 ， 并 且 进 一 步 假 
定 所 得 的 函数 了 (p, to) 连续 地 依赖 于 an. 


D 后 边 这 个 假定 是 重要 的 ;有 不 符合 这 个 假定 的 情况 存在 。 然 而 应 当 荐 重 指 出 ， 如 果 我 们 预先 假定 解 4 F 
在 且 是 连续 的 而 仅 着 眼 于 一 个 表示 , 那 末 这 个 假定 就 必然 成 立 而 无 须 说 了 。 
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这 样 , 剩 下 的 问题 就 是 , 如 果 已 经 知道 了 一 个 函数 x(*, 四 的 平面 积分 I, WK, 

如 何 恢复 这 个 函数 的 原形 29 于 此 ,我 们 进行 如 下 ， 对 于 过 一 定点 O 而 以 Z ttt, Zn 

为 坐标 的 一 切 平面 + 二 za 二 Pp, 作 平面 积分 T((za), t), Hh (a) =P; 然后 在 单位 球 
中 二 1 上 进行 积分 ， 于 是 我 们 得 到 一 个 函数 

V (2, t) =F (21, +++, Zm o=ff I*(za, t)da, (8) 


其 中 平面 积分 1 是 指 平面 Go) = (zc) =P 上 的 积分 . 
于 是 ,7 显然 可 以 表示 为 的 一 个 加 权 的 空间 平均 值 ， 权 ww 仅 依赖 于 * 和 = 之 
间 的 距离 ，|% 一 2| =[(%1 一 4)? 二 十 nee) Sr, 


renf f o fean lead den O) 
Hip w=wr) NEAS. 确切 地 说 ， 
LODEN I ma dx, (10) 
其 中 积分 是 展 布 在 整个 空间 上 的 。 


为 了 证 明 (10) (又 见 § 15,2) ,我 们 用 任 一 个 函数 S OREO HH u, 则 得 
Tana f fdr, 
其 中 oo -1 是 n 一 1 维 的 单位 球 的 表面 积 。 再 对 o 积分 , 则 据 (8) 可 得 
V = O0pl0y- Sar. 
另 一 方面 ,由 (9) 知 
v=o fOr) dr. 


因为 (7) 是 任意 的 , 从 而 推出 w(7) = ort 


现在 假设 空间 的 维 数 是 奇数 。 TE, EAE Laplace 算 子 用 到 (10) 的 两 端 就 
不 难 求 得 解 x， 注 意 任 一 个 乘 军 |z 一 *1* 的 Laplace 式 (对 = 的 或 者 对 * 的 ) 都 只 是 
一 个 常数 (取决 于 和 及 与 |z 一 *1*-? 的 乘积 ,我 们 就 得 到 


ATDIN (%, =bn … da de (11) 


[=x]? 


1) WE. John[4], 第 7 一 13 页 。 
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其 中 bn 仅 取决 于 =。 第 四 章 § 2 里 的 Poisson 积分 公式 表明 , 右 端的 Laplace 式 是 
aff w+ fC ey Ep day day Ante, +*+, 2m1), (12) 


其 中 a, 是 另 一 个 取决 于 7 HBR, ii A, 的 意思 是 对 * 取 Laplace 式 ,代入 (11) 然 后 
合 余 常数 ,我 们 就 找到 原先 的 Cauchy 问题 的 解 的 明显 表达 式 如 下 ， 

u(z,t) =CnAY DO (2, t), (13) 
不 难 确定 因子 Crs 


一 1 n- 
On BERIT gay TO Dn. (138) 


(13) 的 形状 提示 我 们 ,如 果 适 当地 定义 Laplace 算 子 的 分 数 次 震 , BREA A 
偶数 时 可 能 也 成 立 .我 们 将 不 在 这 个 论题 上 花 工夫 ， 因 为 总 可 以 由 奇 的 下降 到 偶 
的 ;而 且 在 § 15 里 还 要 给 出 关于 * 的 维 数 为 奇 与 为 偶 的 更 一 般 的 讨论 . 

最 后 应 当 着 重 指出 , 这 一 节 里 的 方法 和 结论 同样 可 以 适用 于 双 曲 型 微分 方程 组 ， 
如 果 元 [ 轨 是 作用 在 矢量 zx 上 的 一 个 常 系数 微分 矢 算 子 ,同样 6 也 是 一 个 矢量 , 那 末 ， 
结论 在 字句 上 仍然 是 一 样 的 .特别 是 , 工 [z] = s 可 以 是 一 个 一 阶 的 或 二 阶 的 方程 
组 . 当然 ,初始 数据 必须 和 工 [z] 的 阶 数 相 适 应 , 

2. 在 解 波动 方程 上 的 应 用 第 1 小节 里 的 方法 现在 将 通过 重新 构造 先前 在 
§ 12 中 考虑 过 的 波动 方程 

Llu] =Au—u,,=0 (14) 
在 初始 条 件 
u(#,0)=0, w(*,0)=¥(%) (15) 
下 的 解 而 受到 检验 。 如 同 在 第 1 小 节 里 指出 过 的 ,无 损 于 一 般 性 ， 可 以 假定 YO 
* 空间 里 某 个 固定 的 大 球 S 之 外 恒 等 于 零 . 
在 所 说 的 一 切 变换 后 的 坐标 系 ( 见 第 1 小 节 ) 里 , 函数 
T(p,t) =ff"- . fu Yay ttt, Ynt) dYa ted Yn 
CEA E 
L*( I=! p—Lu=0 (16) 
和 初始 条 件 
I*(p,0)=0, I? (p, 0) =% (P), (17) 
其 中 
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t (py = fT e fU, ya 9da dyn (18) 
(16) 的 解 是 ( 见 第 一 章 , § 7) 
Prt - 
I*(p, t) =), x(n) dn 


1 
HZ f fednd snd 9m. (19) 
(Pate yxP+t) 


由 于 少 在 S SMES, WMR V EDARRA, DB ARI TR ERE RT e. 
因此 我 们 可 以 构成 曲面 积分 
V (41, ,Ki t= f fT, t)da (20) 


loal=l 
J-e HA Laplace 算 子 而 得 到 解 4(*, t) 
u(%,t) =C ATDI (x,t), (21) 
1 

其 中 Cn sn 

我 们 仅 对 于 奇数 的 ”详细 说 明 这 一 点 ;至 于 为 偶数 的 情况 , 可 用 Hadamard 的 
降 维 法 予以 处 理 ?。 我 们 由 (19), (20) 和 (21) 得 到 
g=- æ 

pe f I” (ax, t)da 


0 
ial=l 


-Se ffa [feeb 


let=l \aği<t 


u(x,t) = Cn 


C z-i oo 
= SS o SVEDE, Dd, (22) 
其 中 KE, 0) Sey VN Be: 
KE, = f- fda, (23) 
foals, 
\abl<et 


它 的 几何 意义 是 n 维 单位 球 上 高 为 2t/151 的 球 带 的 表面 积 ， 
容易 计算 ,这 个 曲面 积分 的 值 为 
t 


K(E,t) =x( se)» (24) 


D 并 参看 $15 里 的 处 理 , 它 和 本 节 的 方法 是 有 关 的 ， 
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这 里 函数 X(s) 是 由 下 列 公式 给 出 的 ， 
[六 famed =H. 41>, 
X(s) 


(25) 
va 
20n-1 f, (一 9-912d  ¥js|<1. 


把 (24) 代 入 (22), 并 把 由 在 以 点 * 为 中 心 而 半径 为 ~ 的 球面 上 的 平均 值 写成 
Q(x, r) = f fwred, (26) 


Elm! 
则 得 形式 如 下 的 解 4 (4, t) 
uD) = Sef Qe, o Err tar, 
显然 完成 一 次 求 导 后 则 得 ; 
u(x,t) =o gar f ec, rya(=)rrtar, 
或 由 (25) 而 得 
On"-2 Ca _ 
u(x,t) =A, Sar f Q,7) (7212) Dlr dr, (27) 
其 中 4 一 on_-ionCn 仍 是 一 个 仅 取决 于 壮 的 常数 。 象 在 812,2 里 一 FH, (27) 还 可 以 
写成 | 
O°"-2 t 
u(x, D= Dna QE, =r PMrdr, (28) 
这 两 个 表达 式 都 只 通过 Q MEM r 的 前 (= 一 3)/2 阶 导 函 数 当 ”= 上 时 的 值 而 包含 初 
始 函 数 峭 ,这 是 与 Huyghens 原理 一 致 的 . 
#0 § 12,2 中 一 样 , 由 特殊 情况 V= Q= Lust kT ARNT. THA 
奇数 时 ,我 们 得 到 解 
u(#,t)= Gan Goal ae Ser], QF, r) @—r2)@-D2rdr, (29) 
EM § 12,2 中 的 结果 (16) 一 样 .在 8 12,3 里 曾经 证 明 过 ,这 个 公式 当 7 为 偶数 时 也 
是 对 的 。 
§ 14a。 在 晶体 光学 方程 和 其 它 四 阶 方程 上 的 应 用 1 
1. Cauchy 问题 的 解 ” 依 83a, RICE ROT BAN Cauchy 问题 2?( 见 83, 3) 


D 作为 对 于 GS. Herglotz 的 原著 的 一 个 简要 介绍 ,可 参看 卫 ，John[4]。 
2) 在 这 一 小 节 里 我 们 又 要 采用 特定 的 符号 。 
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容易 化 为 电 矢 量 或 磁 矢 量 的 每 个 支 量 都 适合 的 同一 个 四 阶 微分 方程 的 Gauchy faj 
题 ， 这 个 方程 的 形状 是 
p P(E, r)w(*,t)=0, (1) 
Hh P ERS O/0%, =F; 和 0/0t==zt 的 一 个 四 次 的 齐 次 多 项 式 且 PO, r=, FH 
P=, RE Q 是 原 方程 组 的 特征 形 ;方程 (1) 的 解 恒 导 出 方程 
P(é, 7)u=0 (1a) 
的 解 ,其 中 =z?w. 
在 这 一 小 节 里 , 我 们 将 解 一 个 颇 为 一 般 的 Cauchy 问题 , 方程 是 (1 a)， 它 是 一 个 
四 阶 方程 而 不 必 一 定 是 晶体 光学 的 方程 ,初始 条 件 是 
0 当 x= 二 0,1,2 
je 当 *=3， 


它们 是 对 形式 为 (1a) 的 任何 双 曲 型 方程 提出 的 ?。 容 易 看 出 , (1a) 的 具有 任意 初始 
数据 的 Cauchy 问题 和 原来 的 方程 组 的 Cauchy 问题 可 以 用 这 些 解 和 它们 的 导数 的 
适当 的 组 合 解决 之 (参看 83a, 5), 
考虑 一 个 矢量 占 = (Ei, Fo, ED 和 一 个 标量 ,与 (1) 相 应 的 特征 方程 是 
P(E,2) =0, (3) 
如 果 (1) 是 双 曲 型 的 , 那 末 对 于 每 一 个 实 的 ,方程 (8) 必须 有 四 个 实 根 1。 为 简单 计 ， 
我 们 限于 考虑 这 些 根 都 不 相等 的 情况 ,但 是 允许 在 有 限 个 单位 矢量 上 上 例外 , 不 过 ， 
即使 在 这 些 例外 的 上 上 也 不 允许 特征 根 的 重 数 高 于 二 >。 这 样 ， 我 们 就 能 够 求 出 
Cauchy 问题 的 解 的 明显 表达 式 来 。 反 映 着 晶体 光学 的 特例 
| P(E, 1) =F (E, t) =rt— Y (E)r? + PD (E) (4) 
正 是 适合 这 些 条 件 的 ( 见 83 a, 第 3 小 节 ). 
和 前 边 一 样 ,我 们 假定 f(x) 在 某 个 球 外 恒 等 于 零 ， 变 换 到 变量 y, y= (cx) ,我 
们 发 现 ,平面 积分 


Tu(%, 0) = (2) 


I*(y, t) =f" feo, Ya, Y3, t)d yod ys (5) 


1) 读者 会 发 现 ,仿照 后 边 $ 15 中 的 步 又 用 6 函数 去 表达 出 这 些 演 算 , 可 能 是 有 用 的 .也 可 以 直接 用 Fourier 
积分 的 方法 去 解决 这 个 问题 (参见 第 三 章 ,§ 5 和 本 章 § 12)。 

2) F. John[4] 第 二 章 里 曾经 证 明 , 这 些 限制 并 不 是 必须 遵守 的 ， 然 而 ， 应 当 再 次 指出 ， 多 重 特 征 元 素 的 情 
况 里 出 现 的 困难 至 今 尚 未 完全 克服 ,所 以 我 们 只 好 满足 于 分 析 问题 的 一 些 较 特殊 的 情况 . 
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适合 方程 
Pan, x) Tw, O) =0, (6) 
其 中 
n=0/0%, 
此 外 ,7" 还 适合 初始 条 件 
0 当 «=0,1,2 
Icy, o) =} (7) 
f°*(y) 当 «=3, 
其 中 
FEW) =f ffo, Yo, Y Jd yrd ys (8) 


RIEDE Plo, 7 =0 的 四 个 根 记 为 为 = 和 (0) ,其 中 j 一 1,…,4， 由 了 的 齐 次 
性 容易 看 出 形式 如 下 的 任 一 线性 组 合 


4 
L(y, t) =} wy +i) (9) 
j=1 


(其 中 w, 是 任意 函数 ) 皆 适合 方程 (6)。 为 了 适合 (7) ,我 们 首先 考虑 那些 使 四 个 根 和 
彼此 都 不 相等 的 <。 对 于 最 高 次 项 系数 为 1 而 有 四 个 不 同 的 根 的 % 的 任 一 个 四 次 多 
项 式 ,Newton 恒等式 


0 当 «=0,1,2 
(Aj) _ 9 上 9 
— Pila, Ay) L wy k=3, (10) 
告诉 我 们 应 该 选取 
_ ety) 
. Pt, up 
其 中 g*(y) 是 适合 
metly) =f" (y) (12) 
的 任 一 函数 .所 以 ,在 四 个 根 1 都 不 相等 的 情形 下 , (6) 和 (7) 的 解 是 
4 a 
Ie _ B°(y + A;t) 
(y,t) BGI) . (13) 


由 (13) WFAA IL” 依赖 于 函数 8” 的 特殊 选择 。 其 实 并 非 如 此 ,因为 (12) 仅 
仅 允 许 在 8” 上 加 一 个 y 的 二 次 函数 项 , 而 (10) 又 保证 了 当 g" 增 减 一 个 二 次 函数 项 
时 由 (13) 给 出 的 1 的 值 不 受 影响 ， 
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再 者 ,定义 (8) 蕴含 着 对 于 大 的 19| 值 f°*(y) 关 于 0 一致 地 等 于 零 ， 所 以 , 存在 
着 (12) HR O CATS y 取 大 的 正 值 时 恒 等 于 零 ， 并 且 存 在 着 另 一 些 解 , 它们 当 
一 2 取 大 的 正 值 时 恒 等 于 零 。 由 于 7 不 依赖 于 8° 的 特殊 选取 ,所 以 ,对 于 任 一 固定 
的 上 值 和 一 切 tE, 当 |3| 充 分 大 时 Ty, DESTE. HGR, Rs, 
保持 彼此 互 不 相等 , 那 末 T° 就 是 e 的 一 个 连续 函数 ， 

利用 这 个 连续 性 ,我 们 现在 可 以 对 那些 相应 于 重 根 /7 的 孤立 的 & (AER T°. BH 
如 ， 假 定 当 了 到 某 个 特殊 的 值 o 时 根 和 和 加 相等 。 那 末 ， 当 vc 接近 时 ， 
Pi(o 4) =0 就 有 介 于 加 和 加 之 间 的 一 个 根 光 ， 因 此 我 们 可 以 把 (13) 的 前 两 项 改写 
成 

E (y tA) =g (yt Mt), at (yt yt) — g1 (y tht) 

Pi (a, Ay) P, (a, dg) 
+g” QHD pny+ Bap | 

如 果 对 于 每 一 个 接近 于 ce” 的 “都 这 样 做 ,并 且 取 ce" 时 的 极限 ， 我 们 就 得 到 相应 
于 这 个 特异 的 值 e” 的 下 列 函 数 f°， 


a _ 2th*(y+Ayt) 
f(y, = P(e, hi) 


a 4 @ 
Rai Ea ao 
其 中 各 (2) 二 78*(y)， 

我 们 还 须 证 实 这 个 函数 I 适合 微分 方程 (6) 和 初始 条 件 (7). 直接 代入 即 可 证 
实 它 适 合 (6)。 至 于 7* 之 所 以 还 适合 (7) 且 与 ge 的 选取 无 关 , 则 是 得 自 Newton 恒 等 
式 当 加 三 和 的 极限 形式 


2xk(10D)5 2 Ar) "Pana, Ay) 
Pa (a, Ay) 3 Pa (e, Ay)? 


(yt (9 当 *=0,1,2 
Erei 4 k=3, (15) 
因为 按 其 构造 , (14) 连 续 地 接合 到 (13) 上 ,为 保证 $14,1 的 方法 合理 而 需要 的 一 切 条 
件 都 符合 了 ”， 


D WR h 重合 于 ,应 该 如 何 修改 (14) 也 是 显而易见 的 ， 晶体 光学 方程 表现 出 了 这 种 性 状 一 一 生根 的 或 
KHW. 
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把 §14,1 OO 7 二 3, 则 得 


~ wu(%, D= (ax, t) da 
lal=1 
ye (ax +h t)\ a 
us P,a, h) )de , (16) 
与 (12) 一 致 ,如 果 选 取 
y 
ee) = w-d, a7) 
则 对 于 [wx{=1 和 任 一 b eA 
aglas t p= f feda, as) 
鉴于 (18) ,这 也 就 是 
Ag*(ax + p) =ff[fetaderdade,, (19) 
sup 
把 这 个 表达 式 代入 (16) , 则 得 
u(x, t) =f f f+ Ke, t)dz,dz,dz5, (20) 
其 中 核 函 数 
_ al da 
Ke =gh Sf P, (a, 4;(a)) ° (21) 


ats art 
在 晶体 光学 的 情况 ,以 及 更 一 般 地 只 要 对 于 一 切实 的 8 尖 0 BA PE, 0A, R 
4 a 取 任 何 值 时 根 入 和 都 是 正 的 而 4 入 都 是 负 的 .在 任何 这 种 情况 下 ， 相应 
于 微分 方程 (1) 的 法 曲面 VB, Ae 
P(é,1)=0, (22) 
被 发 自 原点 的 每 一 条 射线 穿 过 两 个 (可 能 是 相 重合 的 ) 点 。 MANERAN, 
和 Vi: 一 一 组 成 的 .这些 曲面 叶 可 以 相应 地 由 参数 方程 给 出 E=a/4 e) 和 #5= 
a/l (oe) ,其 中 参数 a 跑 遍 单位 球面 。 按 我 们 的 假定 ,内 叶 Ns 和 外 叶 入 ,是 彼此 分 离 
的 而 仅 能 有 有 限 个 公共 点 . 
我 们 来 考查 这 个 核 的 某 些 性 质 ， 首 先 ,由 (10) 直 接 推出 
K(z,0)=0. (23) 
其 次 ,如 果 按 递减 次 序 排列 根 47(c): 
Ay Ca) Sd, (0) SA; (0) >u (æ) 
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hs (a) =—’,(—a@), hla) =—A,(—a@) (24) 
MIP K EARE 4 Al A, 的 形式 , 即 


¥ ay JJ P le, A;(a)) TO 


asc ear 


一 J PELOT) 25) 


gs Kai 


K(z,t)= 


2. 解 的 进一步 的 讨论 ， 依 赖 区 域 . RR” 我 们 现在 把 由 (25) 给 定 的 “基本 解 ” 
K 由 单位 球 的 一 部 上 的 积分 变换 为 W 上 的 积分 . 令 dN 表示 六 上 的 面 元 ,并 用 gzad 书 
记 其 第 i 个 支 量 为 Pai($,1) 的 矢量 ， 由 从 原点 的 投影 显然 可 知 


anager ae. (20) 
但 是 由 己 的 齐 次 性 质 又 知 对 于 六 上 的 上 有 
MPa, D+ PG, 1) =4 PE, 1) =0, (27) 
i=] 
所 以 ,对 干 NN; 上 的 5 有 


3 3 
jæ grad P] =| 3) aiPu, D| =|] > EPEE, 5| 
i=l i=l 


=E PE, 1) 1=151?]| Pi (7m) | 


= |E |2] Pile, 4(a)) | =€]€|?Pi(a, &,(a)), (28) 
其 中 
i HEEN E, 
一 1 当 在 wa 上 ， 
因此 
da Ed N 
Pre, GO TemapT* (29) 


1) ÆI. G，Petrovskii[3] 里 给 出 了 依赖 区 域内 陵 窝 存在 的 一 般 条 件 ， 
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EA, 47 = 1 2 kh, E Azez) Ft —F2) IEA. 于 是 (25) 化 为 ” 


Esgn (t—Ez)dN 
KG, za [aad PE, DI (30) 
如 果 对 于 立 上 的 一 切 BR Eze, PRR (2, EERE 
Ed N 
ra Jaare Jea PED (30a) 


这 个 结果 发 生 在 当 平面 =t 不 与 外 叶 Ny 相交 的 时 候 ， 亦 即 2/¢ 位 于 曲面 8, 以 内 
的 时 候 。 So 是 No 的 凸 帝 关于 单位 球 的 极 对 射 . 

反之 ,如 果 平 面 =t 与 内 时 Ni 相交 , 那 末 核 下 (z, 乡 为 零 , 为 了 证 明 这 个 结论 ， 
取 66 为 这 个 平面 上 沙 在 NI 以 内 的 任 一 估量。 在 (30) 里 令 &=5’ tën FRA 的 积 
分 就 取 在 由 

P(E +8, 1)=0 (31) 

所 给 出 的 N 上 . 这 个 曲面 是 由 经 过 平移 而 得 到 的 , 所 以 在 相应 点 上 的 梯度 和 面 
元 是 相同 的 ,因而 


€sgn(--§’z)d N” 
Ke 0= a5] Siged PETE DT PE’ +E), Dl 32 


但 最 后 这 个 积分 恰好 是 (z,0) ,这 里 下 是 当 把 原 微分 方程 a) HETA PC, A) 换 


ag 


P(E, 1) =P (E+ E0, 2) (33) 
时 (21) 给 出 的 核 . AF ë ÆN AA, Bet, 的 任 一 直线 与 人 相交 于 四 个 点 . 所 
以 ,对 于 每 个 值 ,五 都 有 四 个 实 根 .因此 关系 (23) 可 以 用 于 了 .于 是 我 们 的 论点 得 
到 证 明 . 

由 于 祥 是 一 个 四 次 曲面 并 且 任 何 与 N 相交 的 直线 必须 与 入 ,至 少 相交 于 两 点 ， 
所 以 , 不 可 能 有 和 Ni 相交 于 三 点 的 直线 。 因此 可 知 Wi Bb. 于 是 我 们 可 以 把 
前 边 的 结果 陈述 为 如 次 的 形式 ， 若 z/t EE Yi 关于 单位 球 的 极 对 射 $S 以外, 则 
K(z,t)=0, 

回 到 原来 的 解 x(*,t), RIEA, DRAMAI IERA I t 的 后 退 方向 的 两 
叶 锥 面 Ci MC 锥 Cj; 是 由 这 样 一 个 性 质 确定 的 , 即 , CE 距离 其 顶点 为 单位 远 处 


D 在 我 们 的 假定 下 ,被 积分 式 的 青 点 是 分 母 的 仅 具 一 阶 的 零点 ， 所 以 这 个 积分 收敛 ， 
2) 这 个 议论 是 $3 的 一 点 重复 . 
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ROMS, BA. 显然,C; 被 包含 在 C1 以 内 ,现在 ,我 们 从 (20) 可 以 得 到 结论 ， 点 
(%*, 四 的 依赖 区 域 正 是 Ci 和 初始 平面 的 交集 的 内 部 。 而且, 这 个 区 域 的 属于 Cs 的 子 
集 具有 这 样 一 个 值得 注意 的 性 质 , 即 , 它 的 每 一 个 点 都 对 解 作出 同样 的 贡献 (30 a), 

如 果 法 曲面 立 是 对 称 于 原点 的 (如 同 晶体 光学 方程 的 情况 那样 ) , 那 未 ,上 述 结论 
发 生 实质 上 的 简化 ， 在 这 种 情况 下 ， 


SJ -DT 1)| = SJ BPD 1)| 


tebe -4r 


= SJ esas 1)| ， 


fect 


于 是 (30) 导出 
Ke, D= 1 (34) 
elect 
其 中 
edN 
PN = aa PET] 


叫做 法 曲 面 的 “ 准 面积 "元 .所 以 “基本 解 " K 在 几何 上 被 解释 为 N 的 介 于 两 个 平行 
平面 = + 之 间 的 部 分 的 “ 准 面积 "”. 参看 图 58. 


最 后 我 们 提醒 注意 一 个 事实 :必须 把 我 们 的 晶体 光学 四 阶 微分 方程 对 + 求 导 两 
次 ,才能 得 出 六 阶 微分 方程 (1) , 它 是 由 8 3 a 里 原 方 程 组 (7) 消去 除了 电磁 矢量 的 一 


1) 这 个 名 字 是 Herglotz 起 的 ,参看 F，John[4] 第 23 页 。 
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个 支 量 以 外 其 它 一 切 支 量 所 得 的 完全 的 结果 。 采取 8 3 的 方程 组 ( 7 a) HERES 
碍 时 ,不 难 用 施 于 四 阶 方 程 (1) 的 解 的 微分 算 子 去 表 出 关于 这 个 矢量 的 Cauchy 问 是 
的 解 ， 从 而 可 以 看 到 ， 

射线 锥 面 的 内 叶 ( 它 对 应 于 装 锥 面 的 外 叶 ) 对 于 我 们 的 四 阶 方程 的 Cauchy 问题 
的 解 在 空间 的 每 一 点 处 贡献 一 个 不 随时 间 而 变 的 值 . 
信 无 关 ;内 部 是 一 个 隙 富 ?。 这 个 结论 是 自然 的 它 说 明了 这 样 一 个 事实 ，* 空间 里 
一 点 口 处 的 局 部 扰动 的 作用 接 较 快 的 传播 速度 到 达 点 * 而 在 相 当 于 较 慢 的 特征 传 
播 速度 的 一 个 时 刻 终止 较 慢 的 波 前 经 过 之 后 ,没有 任何 效应 遗留 下 来 

另 一 方面 , 由 前 边 的 演算 还 不 难得 出 下 边 的 结论 ， 在 向 后 的 射线 锥 面 的 四 过 以 
内 但 不 在 其 内 核 以 内 的 每 一 个 点 都 给 解 贡献 一 份 随时 间 而 变 的 值 。 这 就 是 说 ， 介 于 
射线 锥 面 的 凸 党 和 内 核 之 问 的 整个 地 区 确实 构成 解 及 其 对 时 间 的 导 函 数 的 严格 的 
依赖 区 域 


§ 15. Cauchy 问题 的 解 作为 数据 的 线性 泛 函 .基本 解 


1. 说 明 . 记号 “在 前 几 沁 里 和 前 边 第 五 章 8 5 里 ,Cauchy 问题 的 解 一 它 是 数 
据 的 一 个 线性 泛 函 一 一 被 表示 为 一 个 乘积 的 积分 ; 因子 之 一 是 由 依赖 区 域 里 的 数据 
给 定 的 ， 另 一 个 因子 -一 “ 核 ”一 一 仅 依赖 于 微分 算 子 。 本 节 要 论述 的 是 这 种 明显 的 
“Riemann 表示 ”的 广泛 的 推广 ,包括 任意 个 自 变量 和 任意 阶 的 线性 双 曲 型 初 值 问题 ， 
且 不 假定 其 系数 为 常数 >。 如 果 微 分 方程 的 阶 相对 于 自 变量 的 个 数 (如 在 晶体 光学 中 
或 磁 流体 动力 学 中 ) 来 说 是 足够 高 的 , 屠 末 , 核 是 一 个 普通 的 函数 ， 不 然 的 话 , 它 必须 
表达 为 一 个 分 布 , 即 它 是 用 微分 步骤 由 连续 函数 得 到 的 ?. 

我 们 着 眼 于 这 个 Riemann 核 的 构造 与 分 析 。 如 同 在 第 五 章 中 一 样 ,这 种 表示 揭 
RT Cauchy 问题 的 解 的 精细 结构 ;这 是 它 的 主要 意义 。 在 本 节 里 假定 了 Cauchy 问 


1) 参看 § 15,4。 

2) 对 于 单个 的 二 阶 方程 的 这 种 表示 是 Hadamard 的 著名 理论 的 主题 ( 见 第 6 NT), P. Lax 首先 注意 到 
一 般 博 况 。 见 R,Courant 与 P DLLax[2]。 

D 前 边 三 维 空间 波动 方程 的 沿 着 射线 锥 面具 有 奇异 狂 的 解 6(t-r) Ar( 见 $12) 表 明了 分 布 在 多 于 两 个 
自 变量 的 情况 里 的 作用 。 
应 当 指 出 ,分 布 的 应 用 虽然 方便 而 巧妙 ,但 是 也 可 以 避 而 不 用 它 , 例 如 在 § 12.13,§14 里 和 在 R. Courant 
与 P. D. Lax[2] 里 。 


[| 
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题 的 解 的 存在 性 和 唯一 性 D ,其 基础 是 84, §8~10, 那里 曾经 构造 出 沿 特征 曲面 具有 
奇异 性 的 解 . 

具体 地 说 , 我 们 仍旧 考虑 关于 一 个 函数 矢量 ue ul, e, ut H— Fs 20 时 的 一 阶 
双 曲 型 方程 组 ,其 形式 为 

Llu]=u, + 4u + Bu= f (x,t) 
， @=1,-+++,7), (1) 

RAE uO =y), Ee RAE ALB 和 数据 多 与 上 都 是 充分 光滑 的 
〈 以 后 将 相仿 地 处 理 高 阶 方程 组 ). 我 们 可 以 假定 矢量 多 和 f 当 它 们 的 宗 量 取 大 的 
值 时 昼 等于 零 。 于 是 由 唯一 性 定理 可 知 当 ! 一 定 而 空间 变量 * 取 充 分 大 的 值 时 二 也 
EEFE. 

我 们 的 出 发 点 是 恒等式 


~ 0 ð 
vLļ{u]— L*[v]u= 2 at (v4tu) + or 0”). Q) 


和 前 边 一 样 ,ZL" 是 工 的 伴随 算 子 ， 在 长 条 域 0 二 :sr 上 积分 (2) ,我 们 得 到 

f f vere, HEIL" Lvl) dede = f „vuda — f ,ud (3) 
. 只 要 uw 或 v 或 两 者 当 |*| 值 大 时 恒 等 于 零 , 那 末 这 个 结果 就 成 立 。 如 果 我 们 用 5L*[v] 
=0 的 一 个 解 代 起 > H ZL[x]=.f, 那 末 (3) 就 化 为 


f vudx = Í. vudx + Sf. vfanae. (3a) 

为 了 启发 起 见 ,即使 被 积分 式 是 分 布 ,我 们 也 应 用 (3)， 以 后 我 们 将 证 明 , 对 于 本 

节 中 所 考虑 的 分 布 , 这 个 步 又 是 正确 的 ”。 特别 是 , 对 于 7 下 边 的 带 域 , RNR o X 
适合 


L*TRJ=0 ( 当 t<7) (4) 
的 一 个 矩阵 Rw, 4 ;3,7), 它 在 :=r 上 取得 “终端 值 ” 
用 (yi 7) =d(4—§) I, (4a) 


这 里 3 是 维 的 德尔 塔 函数 ,7 是 单位 矩阵 。 这 样 选取 "之 后 ,(3a) 就 化 为 
U(E, r) = {Rs, 058, 2) yada 


D 但 应 参看 第 7 小 节 末 的 注 记 。 
2) 顺便 指出 ,可 以 把 (3a) 作 为 广义 解 的 一 个 抽象 定义 。 
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+ ff ROE OSG dxdt, (5) 


其 中 y (4) Bu (*, 2) Ae. 
对 于 齐 次 方程 , 即 当 f= 二 0 时 ,以 V(r, *) =) Ame AM 


u(E, t) = f R(x, % 36, 0) W (x) dx, (5’) 


利用 Duhamel 原理 由 它 又 可 以 复原 出 (5). 
相仿 地 ,我 们 也 可 以 引入 一 个 矩阵 5 (%,t Sur RG UC, 2) ,这 个 矩阵 在 :一 二 
以 上 的 带 域 上 适合 方程 
LLS1=0 EST) (6) 
fl t=r 时 的 初始 条 件 
S (8, Tti; E1, 70D) 一 0(4 一 5)T。 (6a) 
在 长 条 域 zi<t<s 上 积分 (2), 则 形式 上 得 到 


acer rE, T) S (x, 058), Ti) dx 
- fR, sE, T) S (CX, 7581, Ti) de =0, 


利用 (4a) 和 (6 a) , 我 们 得 到 对 称 律 . 
S(E, 758s, ri) =R(Ey, 138,02), (7) 


BRACARA, REA E Ge 的 国 数 是 相应 于 微分 算 子 志 的 一 个 基本 解 ， 
Le [AR(*,t E, 1) ]=d(4#-&,t—7), (8) 
相仿 地 有 
LE LSC%,t; En ziD)] 一 和 (X 一 二 ,一 71) 。 (9) 


这 里 右 端 是 ”+1 维 的 德尔 塔 函数 .于 是 ,有 (su tsë, 表示 由 位 于 (8,7) 的 点 源 产生 
的 向 后 辐射 在 (51,71) 处 的 效应 ,而 5S E, = ;51, z0 表 示 由 位 于 (ur 的 点 源 产 生 的 向 
前 的 辐射 在 (5, 5) 处 的 效应 。 对 称 律 断定 ,如 果 向 前 的 辐射 受 算 子 上 的 支配 而 向 后 的 
辐射 受 算 子 L 的 支配 , 那 末 这 两 个 效应 是 相等 的 . 

在 下 一 节 里 我 们 将 构造 出 来 并 且 证 明 我 们 的 方法 。 此 外 , 我们 还 将 证 明 R 的 
两 个 重要 性 质 ， 第 一 , R(%, t 5,7) 除 了 沿 着 巾 , 人 ) 发 出 的 双 特 征 射线 以 外 是 正则 
的 ;第 二 ,RC%,z;8,7) 在 (3, 75) 的 依赖 辟 锥 外 部 恒 等 于 零 . 因 此 ,在 LLx]=f 和 uw(0,%) 
=W(*) 的 解 的 表达 式 (5) 中 的 积分 不 需要 扩展 到 由 PE, 7) 向 后 发 出 的 依赖 辟 锥 个 
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的 外 边 去 . 

对 于 高 阶 (m 阶 ) 的 微分 算 子 Coe NE. PRIA, Riemann 的 辐射 核 
及 或 3 都 可 以 由 相当 于 (4a) 或 (6 a) 的 简单 的 初始 条 件 表 征 出 来 ,其 中 仅 包含 着 空间 
变量 的 9 函数 ?。 例 如 m=2 时 ， 


L*[R]=0 当 t<rs | ao) 
R=0, Ri=0(%—8) tae 
£[S]=0 24 trs , 
S20 ss rer (10) 
于 是 (5) 表 示 相 应 于 初始 值 
“u(0,*) =0, u,(0,%) =W(*%) 


的 解 .如 果 Cauchy 数据 u, u, ++ “是 任意 给 定 的 , 那 末 ， 应 用 Green 公式 , 当然 同样 不 
难 表示 出 相应 于 初始 值 的 解 。 对 于 任意 的 严 无 须 再 加 说 明了 . 

2。 借 助 于 6 函数 的 分 解 来 构造 辐射 函数 ”代替 第 1 小节 里 的 启发 性 的 议论 , 我 
们 现在 来 直接 造 出 Riemann 矩阵 RRE S 也 是 一 样 )。 基本 想法 是 把 R 的 点 奇异 
性 化 为 比较 容易 处 理 的 展 布 在 特征 曲面 上 的 奇异 性 , 然后 应 用 在 84 里 关于 这 种 奇 
异性 所 阐述 的 Cauchy 问题 的 理论 . 

oe An 维 空间 里 的 任 一 单位 矢量 ,6 是 一 维 的 德尔 塔 函数 。 我 们 来 解决 上 <s 
时 的 向 后 的 Cauchy 问题 

L*CV (x,t E, ro)] 一 0， 
终端 条 件 是 
V (xr §, 03a) =d((~—&) -a) I, 
如 果 
I{u]=0 (¢>0) 
Hul, 0) =Y 2), BR30ReS 
IE, 0; 054) = fua, 2)8((#—8)-a) du = SP (058, esa) W(t) ds. 

这 个 公式 用 z 的 初始 值 表达 出 了 在 § 14 里 定义 的 平面 积分 I， 我 们 可 以 从 4 的 平面 
积分 按照 § 14 复原 出 ,于 是 也 就 间接 地 得 到 了 R 的 表达 式 。 


D 顺便 指出 , 由 唯一 性 可 知 , 初 始 条 件 或 终端 条 件 从 一 切 基本 解 里 唯一 地 挑选 出 来 辐射 函数 。 
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更 好 的 是 一 个 稍微 不 同 而 巧妙 的 办 法 , 它 概 括 了 ” 值 为 偶数 或 奇数 两 种 情况 ,其 
基本 想法 是 用 8 11,1 里 的 公式 (11) 把 = 维 的 德尔 塔 函 数 6(*) 分 解 为 平面 波 ， 于 是 
我 们 可 以 用 适合 微分 方程 LEO] =0 而 在 ” 维 平面 一: 上 有 较 简单 的 终端 条 件 

U(x, 518,7) =log ((*—§), a)l 
(a 是 任意 的 单位 矢量 ) 的 国 数 (x,t, 0,0) 的 受 加 来 组 成 函数 R, tE, 7) ( 它 是 
由 同一 微分 方程 Li R]=0 MAMA RO, £58, 7) 二 0(* 一 5) 所 表征 的 ). 

RERA U (x,t; E, c:a) 一 U (a) 是 用 §4 的 方法 造 出 的 ， 视 0(a) 为 已 we 

数 , 于 是 我 们 立即 找到 了 所 求 的 的 表示 式 


RO nE, = Boel ,Uti t ia)da, ay 
as) 


当然 ,对 于 伴随 Riemann 矩阵 S 可 以 写 出 一 个 类 似 的 公式 ， FAS 4 的 方法 造 出 函 教 
V(x,4 ;8,5;pB) ,其 中 BB 是 一 个 任意 的 单位 矢量 ,这 个 函数 当 (=o 时 适合 初始 条 件 
V (B) =V (4,036,658) =log™ (x, Bp) 

且 当 上 之 ro 时 适合 微分 方程 Lal ]=0. FE 


S, tE D =R] p, OH. (11a) 


公式 (11) 和 (11 a) 表 达 了 我 们 的 一 般 结 果 . 当然 , 追溯 导致 11,1 的 表示 式 (11) 的 
那些 步子 , 还 可 以 用 符号 较 少 的 语言 把 这 个 结果 写 出 来 ， 利 用 Laplace 算 子 , 可 以 把 
WHE log (a(x —§) ) Riki F: 


log" ((#—E) +a) =A¥ Dog d ((e—E)-a) (JB), 
log ((#—E)-a) =A tog ((x—§)-0) (mn 为 奇数 )， 


其 中 函数 log’? Fr log “OA LTE SET AT PAB. EE RACAL D FENNE 
可 微 矩 阵 的 积分 上 的 关于 ME Laplace 算 子 去 表示 0 并 从 而 去 表示 A, 

用 对 连续 函数 的 求 导 去 表达 广义 函数 的 表达 式 还 可 以 用 来 证 明 互 易 关 系 (7) ,在 
(3) 里 作 代 换 v=7 (8) 和 =U (a) 并 把 :=0 换 成 := 就 推出 这 个 结果 。 由 于 
U (a) MIO 是 关于 两 个 不 同 变量 的 分 布 , 这 个 代 换 的 确 是 无 可 非议 的 ， 然 后 对 a 
和 8 积分 就 立即 得 出 对 称 律 (7). 

应 当 注 意 , 的 阶 愈 高 则 的 初始 值 的 正则 性 愈 高 , 因而 Riemann 矩阵 本 身 的 
正则 性 也 愈 高 。 由 于 这 个 道理 ， 例 如 说 ,晶体 光学 的 四 阶 微分 方程 的 Riemann gp 
就 是 一 个 普通 的 函数 而 无 须 解释 为 分 布 . 
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最 后 应 当 指出 ,§ 8,9 或 第 三 章 附 录 3 的 唯一 性 理论 昔 售 着 ，Riemann 矩阵 在 从 
函数 S 在 xt 空间 的 一 切 其 依赖 区 域 不 包含 奇异 点 的 那些 点 上 各 等 于 零 

如 果 上 是 一 组 高 阶 算 子 , 上述 理 论 也 几乎 逐 字 逐 句 地 成 立 ， 例 如 ， 考 虑 一 阶 方 
程 组 


n n n 
Lluj=unt+}, YD Au, + Au, + Bu, 
w=0 


v=] k=0 


这 时 辐射 矩阵 R(x,t ;5,7) 是 由 下 列 条 件 决定 的 : 


L[R]=0 当 上 > (12) 
R(X, r; ë, t) =0 (13) 
R(x, të, t) =d(#—§)1, (13^) 


并 且 可 以 按照 和 一 阶 方程 组 的 情况 完全 一 样 的 方法 去 造 出 它 . 

3. 辐射 矩阵 的 正则 性 ”由 前 边 的 那些 结论 的 符号 形式 ,不 难 引 出 一 些 重要 的 特 
ER? 和 解 的 具体 的 表达 式 . 在 这 一 小 节 里 我 们 要 证 明和 矩阵 (并 因而 5) 是 一 个 
分 布 ， 它 的 奇异 性 仅仅 集中 在 过 顶点 忆 的 射线 劈 锥 面 上 ， 而 在 其 它 地 方 是 一 个 连续 
函数 并 且 具 有 和 算 子 工 的 正则 性 相应 的 各 阶 连续 的 导 函 数 ?> . 

为 简明 计 , 我 们 考虑 一 阶 方程 组 (1) 并 假定 系数 4 和 B 具有 所 需要 的 任何 阶 的 
连续 导 函 数 ， 我 们 来 证 明 ， 在 不 能 被 发 自 顶点 PC, +) 的 任 一 特征 射线 达到 的 一 切 
点 (%, 吕 处 ,辐射 函数 六 和 5 是 正则 的 , 即 ,具有 所 需 的 任何 阶 的 连续 导 函 数 . 

我 们 需要 讨论 形式 如 下 的 一 个 积分 

R(%,t;E,7) = UV, t;ë, Ty0) do. (14) 


U 的 奇异 部 分 是 由 形式 为 ?， 
Si( 册 (Xi 这 ,ET3G))ESi(Y 太 二 ,730) (15) 


1) 应 注意 下 边 的 事实 。 如 果 在 射线 锥 面 里 有 孤立 的 或 多 重 的 射线 , 那 末 前 一 小 节 里 某 些 相 应 的 陈述 需要 修 
改 。 对 于 多 重 特征 , 辐射 矩阵 在 射线 劈 锥 面 以 及 其 壳 音 上 奇异 性 的 一 般 分 析 尚 未 成 功 ， 人们 只 好 各 别 地 
研究 特殊 类 型 的 例子 ,我 们 在 前 边 就 是 默契 去 那样 做 的 。 至 于 在 这 方面 最 近 的 进展 应 参考 D. Ludwig 
[3] 和 J. Leray[3], 

2) 稍稍 修改 下 边 的 议论 即 可 证 明 ,如 果 方 程 的 系数 是 解析 的 , 那 末 及 和 3 除了 在 射线 路 锥 面 上 之 外 也 是 解 
析 的 。 参 看 D， Ludwig 的 即将 发 表 的 论文 。 

3) 这 里 ,字母 5 的 意义 与 第 工 .第 2 小 节 里 不 同 。 


604 x 学 bp E HF 法 


的 项 的 和 式 组 成 的 ,其 中 SS, 是 变 元 $ 的 一 个 广义 函数 , 它 在 原点 有 奇异 性 , 并 且 
8 二 8i 对 于 它 的 一 切 变 元 来 说 都 是 正则 的 .只 要 检验 形式 为 


K=f SO, nE, 30)) Se, nE, tada (16) 


的 一 个 单项 的 光滑 性 就 行 了 . 
让 我 们 固定 (x, t; 5,7) 并 考虑 由 球 lel =1 上 适合 方程 
(x,t; ,7, a) =0 
的 一 切 点 构成 的 集合 2. 2 是 列 紧 的 , 因而 下 列 两 种 情况 之 一 必 成 立 ， 或 者 (4)$ 对 
于 球 上 的 坐标 的 梯度 在 2 的 某 点 (*, DETE, 或 者 (2)$ 对 于 球 上 的 坐标 的 梯度 
在 2 的 每 个 点 处 的 模 都 大 于 一 个 正 数 ， 
如 果 情 况 (a) 发 生 了 MWK, DEt (5,7) 而 方程 为 


p(x, td, T50) =0 
的 特征 曲面 的 包 络 上 的 一 个 点 。 一 阶 偏 微分 方程 的 理论 证 明了 这 个 包 络 必 包 含 通过 
(x, DA RHR., 这 条 射线 和 平面 +=z 相交 于 一 个 点 已 ,在 这 个 点 上 有 


p(x, T; E, T;0) =(*¥—§)-a, 
平面 族 (* 一 .a=0 的 包 络 的 仅 有 的 点 是 *=5. TÆ P=, 1), HAY, DME, r) 
是 在 同一 条 射线 上 ， 我 们 得 到 结论 ， 仅 当 (*, OME, 处 于 同一 条 射线 上 时 才 发 生 
情况 (9). 

如 果 情 况 (>) 发 生 了 ， 那 末 我 们 可 以 引入 4 作为 在 球 上 2 的 每 个 点 处 的 局 部 坐 
标 。 于 是 我 们 可 以 把 (3) 里 的 积分 区 域 分 裂 为 一 些 子 域 ,使 得 在 每 个 子 域 上 或 者 (D4$ 
是 一 个 局 部 坐标 , 或 者 (i)1$| 大 于 一 个 正 数 ， 在 后 一 类 子 域 上 被 积分 式 是 光滑 的 ， 
因而 在 这 类 子 域 上 的 积分 也 是 光滑 的 ， 在 前 一 类 子 域 上 , $ 是 局 部 坐标 ,我 们 可 以 对 
$ 实行 任意 多 次 的 分 部 积分 ， 通 过 重复 地 分 部 积分 ， 我 们 可 以 得 到 具有 任意 程度 光 
RAR. A WR) RET KA 是 (*, 眉 的 一 个 光滑 函数 . 

于 是 我 们 已 经 证 明了 如 次 的 两 鼓 情况 。 REO (*, 丧 和 (3,7) 位 于 同一 条 射线 
上 ,或 者 (53) R(x,z ;8,7) 既 是 *,? 的 一 个 光滑 函数 也 是 (5,7) 的 一 个 光滑 函数 ”. 

3a. Huyghens 一 般 原 理 第 3 小 节 的 结果 说 明了 一 个 事实 , 它 对 于 双 曲 型 方 


D mB 元 [四 的 系数 具有 各 阶 导数 . 那 末 R 也 有 各 阶 导数 。 
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程 组 作为 传播 信号 的 模型 的 作用 是 非常 重要 的 (并 参看 8 18), 在 各 处 (例如 本 章 8 12 
和 8 18) 讨论 过 的 古典 的 “Huyghens 原理 ”断言 清晰 的 信号 经 过 传播 仍 是 清晰 的 信 
号 , 即 , 代 表 在 时 刻 :=0 发 出 的 信号 的 传播 的 微分 方程 的 解 , 仅 取决 于 依赖 劈 锥 的 边 
界 上 的 数据 ,而 和 其 内 部 的 数据 无 关 。 这 个 原理 仅 在 一 些 很 例外 的 情况 下 才 成 立 , 主 
要 地 是 仅 对 于 3,5,7, … 维 空间 的 波动 方程 成 立 . 不 过 ,前 边 第 3 小 节 的 结果 可 以 解 
释 为 一 般 的 Huyghens 原理 ?. 它 申 称 ,在 一 种 近似 的 意义 上 《就 这 点 而 论 通 常 是 令 
人 满意 的 ), 任 一 双 曲 型 方程 组 的 确 都 保持 信号 是 清晰 的 , 虽然 一 般 说 来 多 少 有 些 模 
#1. 

我 们 首先 陈述 ， 如 果 通 过 P 的 一 切 射线 与 初始 流 形 (+:=0) 相交 于 一 个 闭 域 G* 
内 而 在 G* 上 的 初始 数据 是 光滑 的 , 那 末 , 方 程 组 (1) 的 解 辟 (P) 在 点 尸 的 邻 域 上 是 光 
滑 的 . 

更 确切 地 说 ， 假定 LIU] 的 系数 是 充分 光滑 的 ， 并 且 初 始 数据 和 它们 的 直到 > 
阶 的 导数 在 上 述 的 域 G* 上 是 有 界 的 , MK, 解 + MEWAA” 阶 的 导数 在 上 述 点 书 
也 是 有 界 的 ; 它 的 界 依赖 于 的 界 和 初始 值 的 界 ， 

我 们 还 可 以 在 如 次 的 一 般 意义 2 上 来 描述 Huyghens 原理 ， 解 “在 点 已 处 的 奇 
异性 仅 依赖 于 初始 数据 的 奇异 性 而 且 仅 只 是 那些 出 现在 以 P ATA H g k 面 
上 的 数据 的 奇异 性 . 

如 果 对 于 初始 数据 作 一 些 特殊 的 假设 ， 那 未 我 们 还 可 以 把 这 个 原理 表达 得 更 明 
确 些 ， 例 如 ,假设 这 些 数据 除了 沿 着 一 条 光滑 的 曲线 C 有 跳跃 性 间断 以 外 是 光滑 的 . 
MK, 除了 以 书 为 顶 点 的 射线 BRE C 相 切 的 那些 点 已 外 , u CP) 处 处 都 是 光滑 
的 。 如 果 劈 锥 面 与 C 有 高 度 的 接触 , 那 末 就 发 生 “ 焦 聚 ”, 并且 一 般 地 说 , 解 的 光滑 程 
度 较 初 始 数据 的 光滑 程度 低 ? ， 笼 统 地 说 ，EHuyghens 一 般 原理 断定 , 解 对 于 初始 间 
断 性 (或 者 其 它 不 正则 性 , 例如 数值 的 剧烈 变化 ， 沿 着 特征 射线 的 传播 是 特别 敏感 
fy 

4. 例子 .特殊 的 常 系数 线性 方程 组 ， 阶 富 定 理 ” 我 们 考查 一 个 方程 组 (1), 其 
系数 为 常数 且 B=0,f=0. XE, h § 4,6 可 以 求 得 解 0U(*,+ ;8,5;a), EMILE $ 
~ D&P D. Lax 指出 ,参看 R. Courant and P. DEax[2] 和 P. D. Lax[4]。 

2) 如 前 所 说 ,在 多 重 特征 元 素 的 情况 ,陈述 是 需要 修改 的 。 
3) BAD Lndwigl1), 


4) 如 果 用 光滑 函数 对 于 一 个 变量 %(g%=0 HER SMO RE) 的 导 函 数 表 达 核 及 , 那 末 , 对 于 初始 值 的 
依赖 性 是 容易 分 析 的 ; 这 时 ,重复 进行 分 部 积分 就 去 掉 了 核 的 奇异 性 而 引入 初始 值 的 相应 的 导数 。 
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个 平面 波 的 又 加 ， 而 这 些 平面 波 即 简化 为 前 进 波 展 开 式 ， 
Ul(a)= x o*r*log (At + ax) 
的 首 项 (假定 上 一 0)， 其 中 =A (0) RREA Aa, 的 本 征 值 (法 速率 )( 见 83)， 
™ 是 这 个 特征 矩阵 的 右 本 征 矢 量 ， 并 且 标 量 o“ 是 按 $4,6 确定 的 ,车 4 为 奇 
数 ， WU @ BS 
So otrd-) (Vt + ax) 


成 正比 的 . 对 a 积分 就 得 到 Riemann 的 基本 解 。 现在 假定 速率 /都 不 等 于 零 并 且 
xt 是 在 射线 锥 面 的 内 核 之 中 ， 那 末 基 本 解 在 这 个 核 内 显然 恒 等 于 F, HAAA 
OOD AN + ay) 对 于 这 个 核 内 的 每 个 a RESTS. 

于 是 我 们 得 到 值得 注意 的 定理 ， 对 于 寄 数 维 空间 里 的 常 系数 方程 (1) ,其 中 B= 
0 BRA ETET PORDE HERREDERNE re W, 它 在 严格 的 


® 0 0 .6 oe0 .6.90 9 9 0 90 149 0 0 + 06 0 + ® 0 9 


即使 速率 x 之 中 有 的 等 于， 只 要 相应 的 因子 o 也 等 于 零 , 这 个 定理 的 结论 仍 
然 成 立 。 在 晶体 光学 的 情况 里 容易 判明 ( 见 § 14,2) ,只 要 满足 散 度 条 件 , 这 个 论断 就 
是 正确 的 . 

5. 例子 ， 波 动 方程 ”第 二 小 闻 的 一 般 理 论 包 括 着 象 我 们 在 前 几 节 里 明显 地 找 
到 了 的 那些 Cauchy 问题 的 解 为 其 特例 .所 以 不 难 把 § 14,814a 的 表示 和 本 节 的 等 
同 起 来 。 在 此 仅 限于 考查 不 多 几 个 简单 的 例子 。 首 先 我 们 考虑 波动 方程 的 问题 . 

当然 ,如 果 我 们 在 8 12 的 公式 (48) 和 (49) 里 用 Dirac PAB OCA) RE SA), DBR 
这 些 公式 立即 就 派生 出 上 或 5 的 一 个 明显 表达 式 . 由 于 波动 算 子 的 自 伴 性 质 ,这 两 
个 函数 是 相同 的 。 

但 是 ， 我 们 要 从 第 2 小 节 的 一 般 表示 (11) 来 推出 这 些 表达 式 或 者 和 它们 等 价 的 
REA. 

设 S$ 中 是 具有 +1 个 自 变 量 *!,…,%",t 的 波动 方程 的 Riemann 函数 ， 分 布 
S(x, t E IEA PARE: 

S92— £ SYP =0 (t>r), (17) 


SVX, TE, 7) =0, (18) 
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S(x, t; ë, 7) =d(*%—-&), (19) 
由 于 波动 算 子 是 常 系数 的 ,不 失 一 般 性 ,可 以 令 c=0, 550, 可 以 表达 成 下 边 的 
形式 


n 一 上 n : 
S (x, = ome niy” f V(x tajda, (20) 
其 中 三 ” 适合 下 列 条 件 ， 
VIP— SIV YP=0 (>0), (21) 
va] - 
V(x, 0; «)=0, (22) 
V(x, 0; a) =log™® (x,a), (23) 
这 里 log™ 是 对 数 函 数 的 7 阶 导 数 , 按 分 布 的 意义 去 理解 它 ， 
显然 ， 
V"(%,t; æ) =F [log ¢ +%+@) —log"D(—t+%-a)], (24) 
于 是 


DX, t) = ni" cases ai=] [logd (t+ x'a) 


log") (t+ #+a) Jda, (25) 
8 11 的 公式 (4) 蕴 含 着 当 m>>2 时 * 


Sw, D =F TS, [logd (t+rp) 


log" (e+ rp) 1— PY) dp, (26) 
其 中 on = TORA r=] 略微 更 动 记 号 ,我 们 可 以 把 Som 作为 + 和 :的 函 
r ( 2 ) | 
ih. 
微分 (26) , 则 得 
OS —On— 
or = [log (t-+rp) 
—log (—t+rp) ]p(1— p?) 7-9 dp, (27) 


现在 我 们 可 以 分 部 积分 之 ;由 于 积分 区 间 的 两 端 对 结果 无 所 贡献 ,所 以 
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os™) rOn 


1 
Or 一 GAUAF), [logt (t+rp) 


—iog”tD(—r+rp)]Q— p) ddp, 


简单 的 演算 表明 ? 

一 1 OS 

“ge Ory? 

所 以 ,一 旦 知道 了 和 SC， 就 可 以 递 推出 SO, H25), 


Sort) 一 


sm—_—1 9 [log (¥-w+t) +log(¥-@—t)]du, 


2(2 mi) Ot I soya 
引入 0 作为 单位 圆 上 的 一 个 角度 坐标 , 则 


SMF nef [log|r cos@-+e| +log|r cos6—t| ]¢0, 
g 0 


. 由 一 个 熟知 的 积分 公式 可 找到 


So an SF = = (t?>r?) , 
我 们 可 以 用 5 函数 的 分 数 次 积分 去 表达 8， 由 定义 立即 得 到 
sme l UDr?) 。 
2V n 


由 等 式 (26) 几 乎 立即 得 出 S' ,其 结果 是 ” 
SO 一 oes! [log (rp+t) —log® (rp—t) ]dp, 


另 一 方面 ,由 定义 得 知 在 实 轴 上 
lm logz =a (1—n(2)), 
Herh n 是 Heaviside FAR. MA 


Im log®z = —rnð (z), 


并 且 
SC3) =- 1 —a[ ð (rp+t)—0 (rp—t)]dp 


即 


D 参看 § 12。 


(28) 


(29) 


(30) 


(31) 


(32) 


(33) 


(34) 


(35) 


(36) 


(37) 
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are | d(t—r)—d(t+r) ). (38) 
由 6 函数 的 定义 可 知 
d-r =t [atre]. (39) 
所 以 
SD = (40) 


利用 (29), (33) 和 (40) ,可 得 


sm. l g E (t?—r?) (41) 


2 mD) 


公式 (41) 对 于 一 切 ” 值 都 表示 出 了 解 2. EEA n$ F3 REA TF3 A 
Bip, SORT Lem 兰 一 一 =0 上 以 外 人 重 等 于 零 . 这 是 Huyghens 原理 的 严格 形 
Ñ. 

6. 例子 。 关 于 单个 二 阶 方程 的 Hadamard 的 理论 Cauchy 问题 的 现 代 理论 
大 部 分 是 在 Hadamard 的 关于 二 阶 双 曲 型 方程 的 先驱 工作 ”的 启发 下 发 展 起 来 的 . 虽 
然 本 章 里 由 于 分 布 的 应 用 和 其 它 特点 使 我 们 能 采取 更 广泛 而 简捷 的 讲法 ,但 是 Hada- 
mard 方法 的 基本 思想 仍 是 本 节 里 许多 讨论 的 基础 ,所 以 在 此 仍 将 扼要 地 予以 回顾 ， 
即使 是 把 前 边 第 2, 3 两 小 节 的 理论 用 之 于 单个 的 二 阶 方程 的 情况 也 就 是 以 概括 Ha- 
damard 的 理论 的 主要 内 容 了 . 

Hadamard 的 成 就 首先 在 于 基本 解 的 构造 。 他 的 造 法 是 直接 进行 的 而 并 未 利 
用 下 述 的 简化 ， 即 在 第 2 小 节 里 所 做 的 先 把 nr 维 的 5 函数 分 解 为 一 些 平面 波 而 后 在 
一 个 单位 球 上 进行 积分 ， 其 次 ,Hadamard 那 时 尚 无 广义 沙 数 这 个 工具 可 用 ， 他 利用 


了 发 散 积分 的 “有 限 部 分 ?去 计算 诸如 [40)/0-2)]dr 之 类 的 积分 ， 其 中 被 
积分 式 不 是 被 解释 为 理想 函数 而 是 通常 的 函数 ， 这 里 我 们 将 不 在 “积分 的 有 限 部 分 


这 个 概念 上 花 工夫 (不 过 , 可 参看 附录 )， 因为 , 利用 广义 函数 确实 可 以 免除 它 。 代 赫 
它 我 们 给 出 基本 解 的 Hadamard 构造 法 的 一 个 修改 了 的 阐述 
D 这 个 公式 是 Gelfand 和 Shilov[1]# 288~290 页 上 推导 出 来 并 讨论 了 的 。 自然 , 它 和 $ 12 里 的 结果 


是 等 价 的 ,特别 是 和 § 12 里 的 表达 式 (14) 与 (5) 等 价 。 
2) 见 J. Hadamard[2]。 
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在 波动 方程 所 得 结果 ( 见 第 4 小 节 ) 的 导 引 之 下 ， 我 们 考虑 一 个 一 般 的 解析 的 二 
阶 方 程 


Lu]= L Altra + > biui +cu=0, (42) 


i k=0 i=0 
我 们 来 寻求 沿 着 射线 劈 锥 面 
r(x, E) =0 
具有 奇异 性 的 那些 解 ,六 (*, 5) 表 示 在 方程 所 规定 的 Rieman 尺度 下 * 与 三 之 间距 离 
的 平方 。/ 适合 方程 
SO anal Pe=4l, (43) 
t,kR=0 
因而 仅 在 射线 劈 锥 面 上 适合 特征 方程 D。 
类 似 于 $4 的 手续 ,我 们 试 求 Cle] 0 的 形状 为 


u(x, EY S, g’ (x, §) (44) 


的 一 个 解 ,其 中 SEED » EEA 
$8, =S, a; Us) 


分 布 Sa( 丰 和 函数 a”(*,) 即 将 予以 说 明 。 应 当 指出 Hadamard 法 与 $4 的 方法 之 
间 的 几 点 不 同 之 处 。 第 一 ,由 于 7/ 并 非 无 条 件 适合 特征 方程 ,所 以 系数 8g”(*,5) 将 依 
HF S 的 选取 .第 二 , 曲面 了 =0 ENA RH (x ==5) 的 顶点 处 有 奇异 性 .这 些 奇 
异性 在 $4 里 是 未 予 考虑 的 . 

在 此 ,经 过 一 些 计算 之 后 ,顶点 处 的 奇异 性 引出 在 个 0 上 的 条 件 


rti 
2 


如 果 我 们 要 求 (46) 对 于 一 切 古 值 缘 成 立 , 那 也 无 损 于 一 般 性 。 于 是 ,可 以 用 非常 相似 
于 人 4 里 的 方法 把 系数 8"(x,5) 作 为 沿 着 由 顶点 * 一 发 出 的 测 地 线 的 常 微分 方程 
的 解 而 求 出 来 ， 由 so” ERA «=E 处 的 正则 性 条 件 可 以 确定 出 函数 4， 但 是 留 下 一 
个 未 定 的 常数 因子 。 


FS) +( )s-1(7) =0; (46) 


D 参看 § 1 和 第 二 章 ,§ 9。 


第 六 章 多 于 两 个 自 变量 的 双 曲 型 方程 611 


人 确定 了 表达 式 (44) 里 的 一 切 系数 之 后 ,我 们 可 以 进行 余 项 ， 仅 利用 方程 (45) 和 
(46) 就 可 得 到 


d’ ` . 
dD’ a S,2)) =fS_,+¥S_, 


( 
=F sa, (47) 
适当 地 选取 积分 常数 ， 则 有 
TS, a= (一 ets (=1,-°°), (48) 
4 w= (n 一 了)/2, 由 此 可 得 
8.0) =p S, (49) 


只 要 其 分 母 不 为 零 ， 然 而 , 若 n HAR, MEY =u 时 为 零 , 这 时 我 们 引入 一 个 
适当 的 广义 函数 


TMD =8,0, (50) 
其 意义 有 待 下 边 说 明 。 于 是 , 当 v>& 时 再 适当 地 选取 积分 常数 即 得 
rs 7 
sD) =p D. (51) 
现在 我 们 能 够 利用 公式 (49) 和 (51) 来 合 借 展 开 式 中 的 项 。， 如 果 4 是 偶数 , 则 
u(x, E) =S (DU (x, 8), (52) 
其 中 
U (x, 8) = 工 qa aay. (53) 
如 果 是 奇数 , 则 
u(x, E) =S U (w, E) + TV (x. 8), (54) 
其 中 
O(%, 5) 一 ge, E), (55) 
Pr PC) 
V(x, dE PAT sre’, £). (56) 


BTR FEA BR So) ATP)! Hadamard 从 (46) 断 定 ， 除 了 一 个 常数 因 
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子 不 计 外 ， 

SoD = rin, (57a) 
然而 ,根据 第 4 小 节 里 波动 方程 的 例子 ,并 且 为 了 满足 第 2 小 节 的 条 件 (10)， 我 们 宁 
愿 从 奇 性 函数 


Sy (LP) =D) (57 b) 
出 发 ， 由 于 6( 门 适合 方程 
rèlr) =0, (58) 
， 1 1 
667112) 二 一 一 一 一 活 合 
dd—u2 f 
T ai T ? ( 门 +L -UD (r) =0, (59) 


实行 求 导 可 知 不 仅 (57 a) 而 且 按 (57 b) 选 取 的 So( 丰 也 适合 (46) (在 确定 So Ht R 生 
这 个 模 禾 两 可 的 情况 是 由 于 方程 在 人 =0 上 是 奇异 的 ). 

那 末 在 (57 a) 与 (57 b) 之 闻 我 们 如 何 取舍 ? 让 我 们 首 沈 考查 当 =” 为 偶数 时 的 情 
况 . 这 时 , (a) 与 人 b) 是 恒 等 的 , 只 不 过 在 (b) 里 S。 须 解释 为 一 个 分 布 。 仅 当 在 包括 射 
RR C=O 的 区 域 上 计算 这 些 函 数 的 积分 时 才 出 现 差异 。 在 情况 (a) 里 这 些 积分 
通常 是 发 散 的 。 这 个 困难 产生 了 一 个 重大 的 障碍 ,并且 使 得 Hadamard 发 明了 此 类 
积分 的 “有 限 部 分 ”。 这些“< 有 限 部 分 ”究竟 不 过 就 是 由 积分 广义 函数 (b) 所 得 的 表达 
式 . 实际 上 ,Hadamard 的 关于 有 限 部 分 的 发 明 可 以 看 成 是 对 现代 分 布 理 论 的 重要 启 
发 . 

当 n 为 奇数 时 ,情况 是 相仿 的 。 这 时 ,Hadamard 需要 引入 与 他 的 解 有 关 的 积分 
的 “对 数 部 分 "”。 这些 表达 式 和 我 们 利用 4 函数 所 得 到 的 相同 . 

所 以 ,不 论 = 是 偶数 或 者 奇数 ,我 们 可 以 把 解 写 成 如 下 的 共同 形式 


ule, g) = T) (PU (a, 8) +N E, E), (60) 


其中 71(7) 是 Heaviside 函数 ,并 且 亚当 n 为 偶数 时 恒 等 于 零 ， 由 6 函数 及 其 导 函 数 
的 性 质 可 知 , 除 了 在 璧 锥 面 /一 0 上 以 外 , 当 且 仅 当 WAREN (e, E) 三 0 hu (e, E) 
便 等 于 零 。 这 是 Huyghens 原理 的 严格 形式 . 

不 难 把 (60) 和 Hadamard 的 表达 式 一 其 中 出 现 的 是 low!” 而 不 是 97 一 来 


D 在 Hadamard[3] 里 给 出 了 一 个 有 趣 的 记述 。 、 
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加 以 比较 .可 以 利用 第 2 小 节 里 的 定义 证 明基 本 解 确 实 具 有 (60) 的 形式 ， 不 妨 把 它 
留 给 读者 . 

7. 进一步 的 例子 .两 个 自 变 量 . 注 记 ”还 应 注意 ， 第 五 章 的 Riemann 表示 在 
两 个 自 变量 的 单个 高 阶 方程 或 < 个 一 阶 方程 的 组 的 问题 上 的 推广 几乎 可 以 说 是 本 节 
中 的 一 般 表示 的 不 足 道 的 特殊 情况 . 

至 于 退化 的 方程 , 算 子 trea 的 一 个 典型 例子 是 值得 提 一 提 的 。 它 的 Riemann 
BR Be 

n(x — E1) (%#2—§2) 0 (Xs —Ns) , 
其 中 了 是 Heaviside 函数 ,这 是 可 以 从 第 2 小 节 里 的 剖析 看 得 出 来 的 . 

一 般 地 说 ,在 多 重 特征 元 素 上 , 在 孤立 的 射线 上 ,以 及 在 焦 聚 流 形 上 , Riemann 年 
阵 的 奇异 性 要 比 在 射线 锥 面 或 它 的 壳 罩 的 其 它 地 方 高 。 对 于 这 些 奇 异性 的 深入 研究 
将 会 把 一 般 的 Huyghens 原理 和 弄 得 更 加 透彻 ". 

最 后 应 当 重 复 前 边关 于 存在 性 和 瞧 一 性 的 一 个 注 记 , 尽管 § 10 里 的 存在 性 证 明 
都 是 建立 在 能 量 积分 的 基础 上 的 ， 然 而 前 进 波 展开 式 的 收敛 性 定理 和 本 节 的 构造 法 
一 起 ,对 于 解析 算 子 人 ,不 论 它 是 否 对 称 的 ,都 独立 于 能 量 积 分 而 A fri H T Rie- 
mann 矩阵 .然后 Riemann 矩阵 又 立即 导出 Cauchy 问题 的 解 并 且 还 显示 出 解 的 可 微 
性 质 ， 第 三 章 附 录 2 里 的 Holmgren 的 定理 则 保证 了 解 的 唯一 性 。 于 是 一 条 不 同 于 
§ 8—§ 10 的 解决 Cauchy 问题 的 途径 被 开辟 出 来 了 . 


$ 16. 超 双 曲 型 微分 方程 和 一 般 常 系数 二 阶 方程 


1。Asgeirsson 的 一 般 平 均值 定理 ” L Asgeirsson 利用 球面 平均 法 得 到 了 关 
于 任意 二 阶 线性 常 系数 方程 的 一 个 简单 而 强 有 力 的 平均 值 定理 。 按 照 第 三 章 83,1， 
属于 这 种 类 型 的 齐 次 微分 方程 ,如 果 不 是 抛物 退化 的 , 便 可 借助 于 一 个 适当 的 线性 坐 
标 变换 并 且 必 要 时 去 掉 一 个 指数 因子 而 化 为 下 列 形 式 


Ag ttt by og Ugg, bore buy ou, 


引入 一 个 虚拟 的 新 自 变 量 tn 并 且 令 4 二 ve H ,我 们 还 可 以 形式 上 消去 系数 < 
( 当 它 是 正 数 时 )， 于 是 ,微分 方程 取得 下 列 形式 


D 关于 这 方面 的 进展 可 参看 D、Ludwig[3]。 
2) 参看 L.Asgeirssou[2] 和 [3], 
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Ugg Foro by atn Hey, be by gs 
其 中 我 们 把 " 仍 浊 写成 了 u。， 在 特殊 情况 下 ， 当 4 不 依赖 于 任何 » 变量 时 我 们 得 到 
位 势 方 程 。 当 4 依赖 于 仅 只 一 个 > 变量 时 我 们 得 到 波动 方程 . 
此 外 ,假定 函数 “不 依赖 于 变量 * 或 y 中 的 某 些 个 , 那 未 , 不 失 一 般 性 我 们 还 可 
以 把 微分 方程 写成 


Awu=Ayu, (1) 
即 
a Us %, = Ds a 
这 里 * 变量 的 个 数 与 y 变量 的 个 数 都 是 m, 其 中 有 些 个 是 虚拟 的 。 我 们 称 这 个 类 型 
的 微分 方程 为 起 双 遇 型 的 . 


现在 我 们 假定 在 *, y 空间 里 所 考 虚 的 整个 区 域 上 函数 4 是 微分 方程 (1) 的 一 个 
两 次 连续 可 微 的 解 。 对 于 这 样 一 个 解 *， 我 们 来 构成 下 列 在 单位 球 谨 十 .++ 有 所 ==1 
上 的 积分 | 


uiz, 9,7) = ful tpr, ap (2) 


rs, 9, r= fae Jule, y+ Brde, (3) 


其 中 wm 是 此 单位 球 的 表面 积 , dom = dp 是 它 的 面 元 ， 于 是 "(x,y,7) 是 当 * 的 值 因 
定时 在 以 y 空间 里 的 点 》 为 中 心 而 以 " 为 半径 的 球面 上 函数 «的 平均 值 ; 相仿 地， 
aCe, 9,7) 是 当 y 固定 时 在 * 空间 里 的 球面 上 的 平均 值 。 我们 假定 对 于 负 的 " 什 
函数 4 和 ”被 延 拓 而 成 个 通 数 ， 
我 们 还 要 作 平 均值 
we, y,r, 9) =- foe fe toriy tas) dpao, W 
saa Bra] 

即 , 同 时 在 * 空间 里 半径 为 ”的 球面 上 和 空间 里 半径 为 的 球面 上 的 平均 值 。 显 
A, 

u(x, y,r)=w(2, ys r,0), 

r(x, y,7) =w(%, 90,7). 
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于 是 下 列 等 式 简明 地 表达 了 Asgeirsson 的 平均 值 定理 : 
. LA， y, T) =0(%, y,T) (5) 
或 者 用 文字 来 叙述 时 就 是 ， 
半径 为 "的 球面 上 的 平均 信 是 一 榜 的 ; 即 ,4(%, 9, =E, y). BARES 
w(%, yY; r, S) =wW(%, Yi s, T)3 (6) 
RPR TEE 和， 是 对 称 的 ， 
我 们 先 证 明 特 殊 情 况 。 由 § 13, 平 均值 "和 4 都 适合 Darboux 的 方程 


m—1 
7 Ur — urr =0, 
(7) 


m—1 
Ayv—- ; 2 一 ?rr 一 0， 


Ayt — 


其 中 在 第 一 个 方程 里 y 是 作为 参数 出 现 的 , 在 第 二 个 方程 里 * 是 作为 参数 出 现 的 . 
由 (1) 可 知 Ayu =Ayu 且 AY 一 人 yy。 所 以 


m—1 
Ax — 7 Ve — Vp =0. 


再 者 ,由 定义 知 
u(x, ,0) =u(4%, y), u(t, 9,0) =0, 
r(x, 9,0) =u(%,y), ?vr(x, y,0)=0. 
于 是 ,x My 作为 * 和 7 的 国 数 而 带 有 参数 > ,它们 都 是 Darboux 的 方程 在 同一 个 初 
始 条 件 下 的 解 。 因 而 由 §6,2 的 唯一 性 定理 可 知 它们 是 恒 等 的 . 
相仿 地 ， 如 次 可 得 一 般 关系 (6)， 双 重 平均 值 适合 Aw=A,w, WEA Darboux 
的 方程 i 
m—1 


r 


Wr 十 Wrpy 


mm 一 1 


A,w=- ; Wet Wssy 


所 以 


m—1 


-4 W, + Wes, (8) 


m 
Wp + Wrr 一 


当 s=0 时 ,我 们 认为 w(x, y;7,0) 是 已 知 的 ;我 们 还 知道 w, yr, 0) =0. 从 $6,2 
的 论证 可 知 这 些 条 件 崔 一 地 确定 了 w(x, yrs). 


616 x 学 b E HF 法 


假定 w(x, y r,s) =U(r, s) H w(x, ys, r) =0(7,s), BA, BB Me 适合 同一 
个 微分 方程 (8) 和 初始 条件 ur, 0) =w(7, 0), u(r, 0 =0 和 v(7,0)=w(0,7); 
v.(7, 0) =0， 由 特殊 情况 的 平均 值 定理 知道 (0,7) =w(7, 0). 于 是 唯一 性 定理 蕴含 
着 这 些 解 必然 恒 等 ， 

v(r, s) =w(r, s) =w(%, yr, s) 

由 于 平均 值 等 式 (5) 对 于 每 一 个 半径 为 " 的 球面 都 成 立 ,所 以 对 r 积分 便 立即 得 

到 一 个 相应 的 在 球体 上 的 平均 值 定理 ， 
fiz f ets ads= {faiy tds, 6) 

其 中 两 端的 积分 都 是 展 布 在 整个 球体 OP = Eh o HA 的 内 部 . 

这 个 结果 导致 当 n>m 时 即 对 于 微分 方程 

Ugg, ts yy 

的 相应 的 定理 . 

假设 在 (5/) 里 解 "与 变量 Ym, Ind 关 ,m<n。 那 末 我 们 可 以 更 一 般 地 表 
述 ， 

S, fet nt ni Sm) dE dE 


mn oe f piper ua ?十 5)d5， 6") 
<r 


其 中 o= + ++ Eh B emi HE, 
2。 平 均值 定理 的 别 证 在 较 强 的 可 微 性 假设 下 可 以 给 出 一 般 平 均值 定理 的 A 
一 个 证 明 。 对 于 某 个 函数 2(a,5) 令 
wlr, s) =f f, v(ar, Bs) (1 a m-on gph 
并 假定 w 是 可 微分 充分 多 次 的 ,所 以 可 根据 § 13 EE HRF v HRA Be, 
Hy § 13.2 得 
(m~3/2 


f, f, [vaa lar, As) —v5,(ar, Bs) (0—0?) MDA eg —£?) dadp 


m= 32 
dadf, (9) 


1 m—1 
=— Wr Wr ama ; Wy—W 53 


并 利用 (8) 得 到 


Vaa =Y hb} 
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因而 
v(a,b)=g (a+b) +h(a—b), 
如 果 把 vz(a,5) 的 这 个 形式 代入 (9) ,我 们 便 得 到 一 个 关于 ， 和 s 对 称 的 表达 式 , 并 从 
而 得 到 所 求 的 等 式 
w(r,s)=w(s,r), 

3。 在 波动 方程 上 的 应 用 RIKK i k ah D F ur Au=0 E H ih R YE 
u(x, 0) =Y(%), it ,0) 一 0 下 的 初 值 问题 .自然 ,我 们 要 把 波动 方程 看 成 超 双 曲 型 
方程 (1) 在 附加 条 件 一 一 解 4 与 ya ee, Ya 无关 一 一 下 的 特例 , 其 中 y= 我 们 对 
* 空间 的 任 一 点 * 和 ?空间 的 原点 > 一 0 引用 平均 值 定理 则 得 


af . vo Fuca +810) dp=f -futet da, (10) 
Om p=] Om a=] 


其 中 右 端 的 4 仅 依赖 于 单位 矢量 oe 的 支 量 a:。 左 端 的 式 子 就 是 初始 函数 小 的 平均 
值 Q(%x,), 它 是 由 初始 条 件 已 经 知道 了 的 。 由 于 右 端 平 均值 里 的 被 积 冰 数 除 了 参数 
x 之 外 仅 依赖 于 单一 个 量 ct 按照 8 11, 这 个 平均 值 可 以 写成 


(m—3/2 
af, U(X, tt, Xn, P) (t?—P”) dp, 
于 是 平均 值 定理 给 出 积分 关系 
í (m—3)/2 
Q(x, 6) =A 0% f u(x, p) (#2 —p?) dp, an 
m 0 


它 和 8 13 里 考查 过 的 是 一 样 的 ,而 在 那里 是 用 分 数 阶 的 或 通常 的 微分 法 求 得 的 . 
这 里 的 办 法 实质 上 是 借助 于 引入 额 外 虚拟 的 “时 间 参 数 ” 而 以 对 称 的 方式 处 理 空 
间 坐 标 与 时 间 坐 标 , 这 些 参数 和 物理 现象 是 无 关 的 . 
4. 波动 方程 的 特征 初 值 问 题 的 解 。 下 边 的 解决 $6,1 里 提出 的 三 维 空间 波动 
方程 
Us— Ugy — Uy y— Us = 0 (12) 
的 特征 初 值 问题 的 方法 是 Asgeirsson 的 定理 的 进一步 的 应 用 ， 假 定 在 锥 面 
Kx + y? 4 22-P=9 
上 给 定 了 4 的 值 ,使 得 
u(x, 9,2, VIF YTF (x, y, 2). 
是 已 知 的 .我 们 要 找 方程 (12) 的 一 个 当 K 和 0 时 是 正则 的 解 , 它 在 4=0 上 了 到 给 定 的 值 . 
我 们 首先 作出 这 个 问题 在 此 锥 的 轴线 = y=2=0 上 的 解 . 为 此 ,应 用 平均 值 
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定理 求 得 


ant f” u(0,0, 0,r)dr= ef fv, Bt, yt)dw 
即 


t 
Anf uC0,0,0,7) dr=t f SY ($ ,bs a do, 


其 中 右 端 的 积分 是 取 在 0, 8,7 空间 里 的 单位 球面 上 的 。 对: 求 导 即 得 
ee eee 
taf, [over ees trvode, (13) 


其 中 宗 量 多 {等 等 同样 也 应 代入 第 二 个 积分 中 的 Ww, Vss Ve 里。 如果 对 于 不 在 + 灿 


上 的 一 个 点 P, 的 值 仍 是 负 的 ,也 能 立即 求 出 解 *《P)。 为 此 只 须 用 一 个 Lorentz 变 
换 一 一 即 保持 特征 锥 不 变 的 线性 变换 一 一 把 点 P 变换 为 时 间 坐 标 轴 上 的 一 个 点 就 
行 了 . 例如 , 若 点 P ff) Pb ke 2 =X, y =0,2=0,t=t) H. oto, WH 


— to 7 Xo 
*— r 
vars (14) 
2=2 9 
Xo 7 to 
就 构成 这 个 变换 ,并 且 卫 的 上 映 象 P 的 坐标 是 
x =y =2/=0, 
v= Vix, 
由 于 在 Lorentz 变换 (14) 下 微分 方程 (12) 是 不 变 的 ,所 以 公式 (13) 仍 适用 于 函数 
v(x’, y, 2’, t) sus, y,2,¢) 


t= 


和 边界 条 件 
L(x’, y, z) =Y, 9,2), 
且 从 而 有 下 列 结 果 
u(x0, 0,0,20) =2(0,0,0,V %—%3 ) 
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= 二 人 x (svaca, Evia ,ZV ae 
2 2 2 2 


+ = f, Caty + BXy + her) do, 
如 果 再 用 电表 示 出 ,不 难得 到 


4%, 00 本 = ESS v (Eton, Evaza, Zya jio 


taff Cotonydot -SS ey, ry do, 
其 中 Yooh, 的 宗 量 和 的 宗 量 是 一 样 的 , 即 ， 
1 (rotary), bya, TYG. 
所 以 ,在 每 一 个 符合 :>0 且 8<0 的 点 P 处 ,w 的 值 都 被 加 唯一 地 确定 ; 我 们 只 须 设 
想 点 经 过 坐标 系 的 一 个 旋转 而 被 变换 到 平面 y=2=0 BATT. 于是，u 在 点 P 
ARIAL AR TAS ERE STP HB Ee soil ©. PTB AE a 
锥 而 3 以 为 顶点 的 特征 锥 面 的 交 线 . - 

读者 可 以 试 证 这 样 造 出 来 的 函数 在 无 穷 远 处 的 适当 假定 下 确实 是 所 论 问 题 的 
解 ， 我 们 也 指出 , 可 以 相仿 地 去 讨论 超 双 曲 型 方程 的 特征 初 值 问题 . 注意 , 这 个 方法 
仅仅 给 出 了 初始 值 所 在 的 特征 锥 内 部 的 4 值 ， 如 果 外 部 也 存在 着 一 个 解 的话 , 它 在 
任 一 点 处 的 值 都 将 依赖 于 整个 特征 锥 上 的 数据 ?. 

5. 其 它 应 用 .关于 共 焦 椭 球 族 的 平均 值 定理 ”其它 熟 知 的 平均 值 定 理 都 是 
Asgeirsson 的 定理 的 特殊 情况 。 例 如 ,把 一 个 位 函数 (ey, «+, %) 解释 为 不 依赖 于 任 
何 > 变 量 的 微分 方程 (1) 的 一 个 特 解 ， 我 们 就 得 到 位 势 理 论 的 平均 值 定理 。 把 平均 值 
RA (5) 应 用 到 任 一 点 * H y=0 就 立即 得 出 位 势 理论 的 平均 值 定理 。 也 可 以 从 更 
一 般 的 关系 (5”) 中 令 m=0 而 得 到 这 个 定理 . 

下 边 推出 的 是 一 个 比较 有 意思 的 平均 值 定理 . 设 uei et, Em) 是 位 势 方程 
Au=0 的 一 个 解 . 代替 m 个 坐标 所 ,我 们 通过 一 组 方程 

Xi 一 上 cosh œ; +y; sinh a, (一 1 
虚拟 地 引入 2 严 个 新 的 坐标 总 Fl, ER i,…, am 可 以 是 任意 的 量 。 于 是 zx(Y) 
被 变换 为 变量 


D 参看 FE、John[4], 第 114—120 页 。 
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Eeee Emi M ree 
的 一 个 函数 iE, 7) ,并 且 微 分 方程 Ax=0 化 为 超 双 曲 的 微分 方程 

Aga=Aqu, 
现在 关于 点 f= =0 和 上 空间 里 的 球 Ke 导 十 十 总 入 与 相应 的 7 空间 里 的 球 
Kanit ess +1 <7? 应 用 形式 为 (5') 的 Asgeirsson 的 平均 值 定 理 。 和 这 些 球 相 对 应 
的 在 * 空间 里 是 两 个 共 焦 椭 球 族 ， 


Sy: i Cr 
1 2 cosh2a， 
m x? 
Sa: i r 
2 D inka; 


在 球体 上 的 平均 值 转化 为 函数 <(*) ERARE AR EE. eR 上 边 的 
公式 , 任 一 对 共 焦 椭 球 可 以 由 适当 地 选取 量 w 与 " 而 获得 , 因此 立即 得 到 下 边 的 定 
理 ， 

一 个 下 则 的 位 本 数 在 二 个 几 球 体内 的 平均 估 对 于 整个 一族 要 你 由 球体 中 每 一 个 
HARLEM. 

我 们 还 要 指出 ， 上 边 这 个 应 用 还 可 以 从 一 个 一 般 的 观点 探讨 之 ， 存 在 着 一 个 把 
超 双 曲 型 微分 方程 (1) 变 换 到 自身 的 线性 变换 群 。 这 些 变换 就 是 把 二 次 形 


(x}— yi) 


i=1 


变换 到 自身 (除了 一 个 因子 不 计 外 ) 的 线性 变换 (“ 超 Lorentz” 变 换 ), 所 以 它们 也 是 保 
持 微分 方程 的 特征 锥 不 变 的 变换 .自然 地 ,这 个 群 ( 它 是 值得 进一步 研究 的 ”) 在 相 
应 的 较 低 维 的 空间 里 的 子 群 不 仅 有 线性 变换 群 而 且 有 Lorentz 变换 群 . 
D 当 和 =3 时 ， 这 个 群 和 把 三 维 空间 里 的 全 体 直 线 变 换 到 它们 自身 的 变换 群 是 等 价 的 .参见 Felix 
玫 lejn[1]。 
从 F. John 给 出 的 Asgeirsson 平均 值 定 理 在 m=2 时 的 超 双 曲 型 方程 
Ux ye gy, 
上 的 应 用 (QF. John[5]) 可 以 更 县 体 地 看 出 这 两 个 群 的 等 价 住 ,我 们 把 totay Y: 解释 成 直线 几何 学 
里 三 维 的 4,& 空间 的 直线 的 直线 坐标 。 于 是 ,5,6 的 一 个 任意 函数 在 这 空间 的 直线 上 的 积分 给 出 了 定义 
在 整个 空间 上 上 且 在 无 穷 远 处 适合 某 些 正则 性 条 件 的 一 般 解 。 关 于 <, ¢ 空间 里 任 一 单 叶 双 曲面 上 两 族 直 
线 , Asgeirssou 的 平均 值 定理 可 以 陈述 如 次 : 任何 一 个 解 4 在 这 些 直线 族 中 的 一 族 上 的 积分 等 于 它 硅 
另 一 族 上 的 积分 。 
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实行 “ 超 Lorentz” 群 的 代 换 然后 应 用 Asgeirsson 的 平均 值 定理 乃 是 特殊 的 超 双 
曲 型 方程 的 解 的 进一步 的 平均 值 定理 的 源泉 


§ 17， 对 于 非 类 空间 初始 流 形 的 初 值 问题 


§ 16 的 平均 值 定理 阐明 了 关于 具有 非 类 空间 的 初始 流 形 的 超 双 曲 型 方程 和 双 曲 
型 方程 初 值 问 题 的 情况 ， 特 殊 地 , 我 们 将 看 到 为 什么 这 一 类 初 值 问题 按 第 三 章 86 
的 意义 说 是 无 意义 的 或 者 是 不 “ 适 定 ” 的 。 

1。 由 中 心 在 一 个 平面 上 的 球 上 的 平均 值 确定 的 函数 AA fH O=Sf le, 0, 
Hast) 在 *,! 空间 里 的 以 "为 半径 (*,0) 为 中 心 的 球面 上 的 积分 是 


sw)=f, ,frem)ds =O f] D 


显然 ，QF[. 门 仅 依赖 于 / 的 偶 部 S D +S. 我 们 希望 由 给 定 的 g(r) 去 确 
定 /xD + f(%—-). 为 了 这 个 目的 ,我 们 构成 了 在 以 7- 为 半径 且 以 (*,0) 为 中 心 的 
球体 上 的 积分 ， 


G(«,r) =f a(x, nd 


={ fix+E, r)dëdr. (2) 
E24 Tp 
对 * 变量 之 一 一 一 4%: 一 一 微分 9, 即 得 


G.={ feleti, ry dbde 
Ser 


a A +8, c)&sdS. (3) 
因此 
QLf(%, Dal= Sr D (4,45, aS 
= aye (2, r) +rG, tx mm) 


a r 
= xg (x, r) + E f gp) a 


= Dig, 
其 中 D: 是 作用 在 函数 #8(*,") 上 的 一 个 线性 算 子 ， 同 样 的 论述 应 用 到 «SORE /) 


D BE L. Asgeirsson 2) 
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上 并 继续 重复 这 个 步骤 ,我 们 就 看 到 对 于 任何 多 项 式 Pw, +++, n) AR PS EA 
为 半径 以 (*, 0) 为 中 心 的 球 上 的 积分 是 
QP FI=PDy, +++, Dads, 
因而 当 给 定 s 时 这 个 积分 是 已 知 的 。 我 们 还 有 
rd 


aPsl= fo PF +f, 0) (4) 


t 


其 中 
7 一 W 7 一 (9 一 %)2 
由 于 多 项 式 了 在 球 内 的 完备 性 , 可 用 已 知 的 表达 式 PD, +++, Dds 唯一 地 确定 图 
数 
£@,*) +f, —7) (= Vr) (5) 


并 因而 也 唯一 地 确定 了 f 自身 ?。 

我 们 现在 注意 下 边 的 重要 事实 :为 了 对 于 任何 值 组 光 。，…, m7 计算 算 子 Dis， 
只 须知 道 当 o<r<r', 

D'se } (6) 

MEAC, DERE 8(x,7), 其 中 < 可 以 任意 地 小 ,对 于 一 切 多 项 式 PCD, +++, D8 
的 计算 ,也 是 这 样 做 . 

BIETA: 在 由 (6) 所 规定 的 区 域 上 的 值 唯一 地 确定 了 函数 / 的 侦 部 在 整 个 
球体 


n 


do aieri 


isi 
内 的 值 。 
这 个 结果 跟着 又 唯一 地 确定 了 任 一 个 中 心 在 t=0 处 的 球 上 的 积分 eatr), 
这 个 球 是 在 另 一 个 球 内 ,而 在 后 一 球 内 f 是 已 知 的 , 且 假 定 
r+ Js (%,—%9)? <ro, (7) 


iaj . 


D 函数 (5) 当 z=0 时 是 奇异 的 ,这 个 事实 并 不 影响 这 个 结论 。 我 们 只 须 在 球 19 一 *1 =r 的 某 个 邻 域 上 “你 
光 ” 函 数 (5) 并 进取 一 个 一 致 地 避 近 这 个 被 修 光 了 的 函数 的 多 项 式 卫 的 序列 ， 
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这 样 我 们 就 证 明了 : . 

4 在 厚度 为 任意 小 正 数 的 桂 形 域 (6) A or 
CRE TERE REM ARCS Rf 
图 59), 

2。 在 初 值 问题 上 的 应 用 我 们 考虑 超 双 曲 
型 方程 


n 


i 
by y= Uy y, + Utt, (8) 
i=l ial 


图 59 


其 中 我 们 挑 出 了 ta 5t 并 设 4 之 2, 但 不 需要 假定 1!=n +1。 我 们 试图 由 给 定 在 平 
面 :=0 上 的 值 去 确定 一 个 解 ， 今 设 :一 0 时 已 知 

“u(%,9,0)=W(%,y), H w(x, 9,0) =O(*, y). 
考虑 在 *, y 空间 的 一 个 区 域 里 的 初始 值 ， 其 中 假定 2 在 y 空间 的 某 个 区 域 C 内 变 
动 而 zx 在 * 空间 内 的 小 球 


L (41-49)? <2 (9) 
i=} 


内 变动 .因而 给 出 初始 值 的 区 域 就 是 * 空间 里 的 一 个 小 球 和 y 空间 里 任意 的 一 个 区 
域 的 “乘积 域 "。 把 解 x 看 成 是 *, 上 的 函数 而 y》 是 参数 。 那 末 我 们 的 已 给 AYRE 
了 4 在 *,t 空 间 里 那些 球 而 上 的 积分 ,它们 的 中 心 +。: 落 在 
t=0, Z (xi 一 地 )2<es 

并 且 它 们 的 半径 不 大 于 y 空间 里 中 心 在 点 y 而 不 超出 G 的 最 大 的 球 的 半径 7° 

当 nl 时 这 可 由 8 16 的 平均 值 定理 直接 得 出 。 如 果 n< 这 个 平均 值 定 理 首 
先 只 给 出 在 *, 上 空间 里 半径 <r 且 中 心 在 *，…'，#m (=0 的 每 一 个 RY 内 的 
积分 


n im 
fe »( na Ya) ? dxdt, 


其 中 2 (2 一 *92se2， 如 果 我 们 用 7(r) 记 在 半径 为 ~ 的 一 个 这 样 的 球 的 表面 上 的 


i=! 


积分 , 那 末 上 边 的 积分 就 可 以 写成 
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人 ro (r?—p2) dp, 


(AXA RR <r? AL, BBR T(r) 4 <r 时 也 就 被 唯一 地 确定 了. 
这 是 由 前 面 (参看 8 16) 根 据 解 Abel 积分 方程 的 讨论 而 得 知 的 。 于 是 当 /之 ”时 我 们 
的 断言 也 得 到 了 证 明 。 
由 第 1 小 节 可 知 ,已 给 的 4 值 唯一 地 确定 了 偶 函 数 4(*, y, 2) +u, y, —O EK 
个 球 
E (ADP HPS (rO), 
i=} 
内 的 值 。 相 仿 地 ,中 确定 了 偶 函 数 
w(x, y,t) +u(%, y, —), 
于 是 立即 可 知 ul, y, OEE. BIE, 在 n 维 初始 空间 Ra 的 球 
y (xı — %9)? (r0)? (10) 


i=l 
t=O RERIK ul, y, 0) 被 确定 ,因而 得 到 下 边 的 值得 注意 的 结果 ， 
如果 对 于 6 时 的 > 和 你 一 个 小 于 
E(x — Xd) LE 
Bie TAEZ EH E (8) ADA e ODRE GER 1D ; 那 末 , 在 较 大 的 
球 
x (4;—*9)%&< (r9)? 
1=1 
Pu AY OID IRAE T LI 
这 个 结果 的 一 个 推论 是 ， 人 们 不 能 任意 给 定 初始 值 u(x, y, 0)。 
例如 , 若 < 已 定 , 人 们 给 出 初始 值 (yi Ya *, 0) 而 要 求 方程 
Uy, gt Uy, 9, — Ugg — Ute =0 (11) 
在 一 个 落 的 圆 盘 
t=0, (91-99)? + (ya yha, {|x—xol<E 
内 的 解 , 那 末 uyi, 2, *, 0) 在 双 锥 面 ( 见 图 60) 
| t=0, V (91-91)? + (yay? +r- Sa 
内 就 已 事先 已 被 唯一 地 确定 了 . 
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相仿 地 ,考虑 波动 方程 
Uyy— Uy g — Uy yy, — Ure =0, (12) 
不 过 其 中 空间 变量 y 与 时 间 变 量 上 的 角色 交换 了 。. 如果 在 平行 于 y SAE: 
t=0, (%,— #2)? + (%,—#9)?<E%, | y— | <a 
内 给 定 了 函数 u(y, %1, a, DASA, RA RAIA Cy, *1, xz 0) 在 双 锥 面 ( 参 看 图 61) 
V (Xi— x)? + (xg)? + |y—y| <a 
内 就 立即 被 唯一 地 确定 了 。 


ZN 


MU 


% 


于 是 我 们 看 到 ， Te NPRM ERLL, TEEPA ERDA ROR DH 
i. | 
在 一 般 方程 (8) 的 情况 下 ,假定 对 于 


i n 
> (yiya, VY (x xI) E 
i=] i=] 


给 定 了 初始 值 (91, Yo +++, VEEL +, En, 0) , 那 末 它 在 区 域 


l n 
Y£ (y:—= y+ Y£ (x: — x9)? <a 
is] i=} 


ERE SET AIM FE ELAR u, x, DEKR 


l n 
V£ (=y)? + (x (xi — #2) +P <a 
i=} i=l 
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上 是 被 唯一 地 确定 的 。 对 于 位 势 方程 (1=0) 
Ws bt Uy g, Fue =0; (13) 
URE, AR IR I a, OE ERE 


Prea 


的 值 。 特 别 是 , 当 :一 0, 值 <(%, OREERT u E. TARARE AB ERB 
关于 初始 值 的 陈述 也 是 对 的 . 

这 个 关于 位 势 方 程 的 结果 是 可 以 由 它 的 解 的 解析 性 质 估计 到 的 ， 后 者 我 们 已 经 
已 知 了 ，。 然 而 ,在 双 曲 型 和 超 汉 曲 型 微分 方程 的 情况 ,上 边 所 得 在 初始 平面 上 解 的 什 
之 间 的 关系 并 不 是 那么 明显 的 。 事 实 上 ,这 些 初始 函数 大 可 不 必 是 解析 的 。 因 此 ,在 
研究 双 曲 型 和 超 双 曲 型 方程 的 解 洛 着 非 类 空间 平面 上 的 值 的 时 候 ， 我 们 要 和 一 些 函 
数 的 不 寻常 现象 打交道 ,它们 未 必 是 解析 的 ,然而 它们 在 一 个 任意 小 的 区 域 里 的 值 确 
定 了 在 一 个 大 得 多 的 区 域 上 的 函数 值 D. 


§ 18. 关于 前 进 波 的 注 记 , 信号 的 传播 和 Huyghens 原理 


L 无 畸变 前 进 波 虽然 “ 波 ” 这 个 字 在 本 书 里 常 一 般 地 用 于 指称 一 个 双 曲 型 问 
题 的 任何 解 2， 有 某 些 特殊 类 型 的 波 具有 特殊 的 兴趣 ， 例如， 由 时 间 变 量 的 一 个 函数 
和 空间 变量 的 一 个 函数 的 乘积 表示 的 “ 驻 波 ”， 在 本 节 里 我 们 要 进一步 说 明 另 一 类 有 
特殊 兴趣 的 波 的 重要 性 ， 说 的 就 是 第 三 章 里 对 于 常 系数 的 微分 方程 以 及 更 一 般 地 在 
本 章 84 里 讨论 过 的 前 进 波 ， 这 个 概念 是 信号 传播 理论 的 一 个 关键 , 事实 上 也 是 双 井 
型 微分 方程 理论 的 一 个 主题 。 为 简明 计 ,我 们 将 考虑 单个 的 微分 方程 L[w]==0. 

与 第 三 章 3 保持 一 致 ， 我 们 把 无 畸变 的 前 进 波 系 定义 为 [J 一 0 的 依赖 于 一 
个 任意 函数 5($) 而 形式 为 

1) SIRF. John[3], 那里 用 一 个 不 同 的 方法 对 于 具有 解析 系数 的 一 般 线性 方程 得 到 了 更 为 深远 的 结果 。 


2) ATRAEM ,我 们 一 直 把 “ 波 前 ”这 个 名 字 保 留 给 词 断面 , 这 种 间断 面 适合 附属 的 一 阶 特征 方程 而 不 适 
合 原来 的 微分 方程 
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u=S (p(x, t)) (1) 
的 一 族 解 , 其 中 S 叫做 波形 而 $C, 9 是 一 个 固定 的 相 函数 ， 它 是 空间 变量 * 和 有 时间 
tay MEA, Gilda 
p(x, t)=X%(%)—t 
就 可 以 作为 这 样 的 一 个 相 函 数 。 解 上 则 表示 波形 5 在 空间 里 的 无 畸变 运动 。 
利用 SC$) 的 任意 性 ,我 们 断定 $ 必 适 合 
I[¢]=0 
和 特征 方程 
Q(D4) =0. 
前 一 个 方程 得 自 特殊 的 代 换 5($) =$; 后 一 个 方程 可 得 自选 取 5S 二 6($ 一 0) ,c 为 一 个 
任意 常数 ( 见 84)。 于 是 我 们 可 以 宣 述 ， 相 函数 % 是 一 个 特征 函数 , 即 , 相 曲面 一 党 
数 都 是 特征 波 前 . 
尽管 四 的 这 个 超 定性 质 , 仍然 存在 着 一 些微 分 方程 工 [ 四 一 0， 它 们 容许 有 无 畸 
变 前 进 波 系 ， 例 如 , 仅 具 有 最 高 阶 项 的 常 系数 线性 方程 2 [4]=0, 特别 是 波动 方程 
( 见 第 三 章 83) 就 是 这 种 情况 。 然而 一 般 说 来 关于 $ 的 上 述 两 个 条 件 是 不 相 容 的 . 
因此 ,引入 限制 较 少 的 概念 一 “相对 无 畸变 "前进 波 系 是 适当 的 , 它 的 形式 是 
u=g(%,t)S(¢$), (2) 
其 中 S PEER, ILRI o, D 而 且 畴 变 因 子 8 也 是 指定 的 。 X 
的 波 仍然 可 以 作为 信号 的 适宜 媒介 ， 因 为 因子 ¢ 不 过 表示 一 种 衰减 轩 了 。 三 维 空间 


里 的 球面 波 ， 例 如 《二 站 或 作证 ">) ， 就 是 此 类 相对 无 畸变 波 系 的 例子 。 三 维 空 


间 里 的 同心 球 表 明 运 动 着 的 特征 相 曲 面 . 

条 件 仍 然 把 由 限制 为 一 个 特征 函数 ; 他 们 包含 着 关于 畸变 因子 的 一 个 超 定 的 微 
分 方程 组 。 壁 如 说 , 把 (2) 代 入 微分 方程 并 理会 到 5 的 任意 性 隐 仿 着 一 切 $, S, 
S7,.… 的 系数 恒 等 于 零 ,我 们 就 认识 到 这 一 点 . 

所 以 , 仅 在 例外 的 情况 下 , 方程 Le] =0 A 具备 拥有 相对 无 畸变 前 进 波 系 解 这 
VER. 当然, 如 果 一 个 微分 方程 上 [x]=0 确 有 这 个 性 质 , 那 末 整 个 一 类 等 价 的 微分 
方程 都 具备 这 同一 个 性 质 。 这 里 等 价 这 个 词 应 如 下 去 理解 。 如 果 关 于 函数 <(x) 和 
u*(x) 的 两 个 微分 方程 ZL[x]==0 和 L*[u*]=0 可 以 通过 一 个 形式 为 


tPF (Ko, ti, "tt, 2n), U*= f (XU 
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的 变换 关系 而 互相 转换 ， 则 称 这 两 个 微分 方程 是 等 价 的 . 

如 何 确定 拥有 此 种 解 族 的 一 切 算 子 Lr 这 个 问题 还 几乎 没有 被 触动 过 ?. 

有 一 个 有 关 的 问题 , 它 的 一 个 解 已 经 知道 了 ;考虑 具有 四 个 自 变量 的 波动 方程 
它 的 相对 无 畸变 前 进 波 的 可 能 的 波 前 是 什么 ? 答案 是 一 切 此 种 波 前 都 是 Dupin 的 图 
ATP ,其 中 包括 着 特例 一 一 平面 和 球面 。 

一 般 地 ,为 了 减轻 或 者 消除 畸变 因子 s 的 超 定性 ,人 们 必须 引入 更 多 的 这 类 央 
子 , 如 同 在 84 里 我 们 确实 做 过 的 那样 一 一 定义 高 次 的 前 进 波 , 其 至 完全 的 前 进 波 . 
B 84 与 $5, 这 类 波 为 解 的 构造 准备 了 重要 的 一 步 ,虽然 它们 确实 表示 信号 的 初始 形 
状 的 畸变 . 

2、 球 面 波 ”作为 三 维 波动 方程 的 球面 解 的 推广 “球面 波 "这 个 概念 进一步 澄清 
了 信号 传播 问题 。 我 们 限于 讨论 二 阶 线性 方程 的 情况 , 并 且 考虑 一 条 类 时 间 上 曲线 ” 
A: 4 一 #0D ,其 中 是 一 个 参数 (这 里 并 不 强调 时 间 变量 )， 我 们 来 考查 以 点 5() 为 
顶点 的 特征 劈 锥 面 , 即 , 球 面 波 前 P(E) =0. 

对 于 给 定 的 * HEN EO 一 0 把 4 确定 为 2 的 函数 4 一 4(*)。 方 程 $(z) = 
党 数 给 出 了 以 EO) WD AMER, TL, 从 4 发 出 的 相对 无 畸变 球面 波 
系 可 以 定义 为 二 阶 微分 方程 的 一 个 解 2, 其 形状 如 下 ， 

u(x) = (#)S9 (6(#)), 
式 中 & 是 指定 的 而 S 是 任意 的 . 

关于 这 个 娠 念 所 涉及 的 范围 里 的 东西 , 知道 的 还 很 少 。 这 个 概念 显然 把 球面 波 

与 沿 一 切 方 向 传播 完全 不 失真 信号 的 问题 联系 起 来 了 。 在 此 我 们 所 能 做 到 的 只 是 提 
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“诚然 ， SANE TRSOT EAN 2 uyy + Buy +Cu=0 H—-THER, HH BA CRE Ay hy R 
Mitty Wry ARR ARRE NR MA * 一 常数 ,和 ?一 常数 ER ER. E Ruga, 
yS (y) 的 存在 性 要 求 gx=0 M 2 oxy t Bgt Co=0 同时 成 立 , 因而 C=0 。 此 外 , 如 果 沿 另 一 个 方向 前 
HOEA u= Ary O BEE AR A BRN IEA 2h, 二 了 一 0 和 2 hxy 十 Bhx=0 ,所 以 By=0, 
但 是 方程 

2 uxy + BY ux=0 
是 和 方程 uyy =O 等 价 的 。 
2) BUF. G. Friedlander[1]#IM. Riestf1}, 
WL § 3.7. 
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Hpi, 第 三 小 市 里 将 给 它 它 一 些 依据 REN TE ERAN EE 量 情 
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这 个 狂想 如 能 证 明 将 天 明 经 典 物 理学 的 四 维 物理 时 空 世界 具有 一 种 重要 的 特 


在 此 我 们 仅仅 着 重 指出 , 对 于 波动 方程 , 利用 上 轴 作 为 类 时 间 曲 线 4 并 且 = 
2 yt + 28, 我们 有 相对 无 畸变 球面 波 , 其 中 =: 一 " 且 8 二 1/r. 对 于 其 它 的 类 时 间 
直线 ,可 以 用 Lorentz 变换 得 出 相应 的 球面 波 . 

在 偶数 个 自 变量 的 情况 ,2 +1= 27+4(? 二 1,2,.……), 存在 着 形式 为 高 次 前 进 波 
ROW. § 12, 4 或 815,4 里 给 出 的 明显 解 不 再 具备 无 畸变 性 ,但 仍然 表示 一 种 前 
进 着 的 现象 . 

至 于 高 阶 方程 ,作为 一 个 例子 ,值得 注意 的 是 , 当 十 1 为 任何 偶数 时 ,=+1 阶 的 
(n+1)/2 BH RRB 


L+ 2u] =( $r Jere a =0 


具有 无 畸变 的 球面 波 系 解 
u=S(t—r), u=S(t+r), 
虽然 波动 方程 
L[u]= (ri )u=0 

并 不 具有 这 种 解 。 这 个 事实 不 过 是 § 13, 4 里 证 明 过 了 的 定理 的 另 一 个 解释 。 ER 
明 高 阶 方程 容许 有 二 阶 方程 所 没有 的 各 种 可 能 的 性 质 . 

最 后 应 当 重 提 一 下 , 即 具 有 指定 波形 S 的 高 次 的 个 别 的 前 进 球面 波 是 有 的 而 且 
是 重要 的 (8 4 ) ,但 不 一 定 有 具有 任意 波形 S 的 波 系 . 特别 地 ,8 15 的 基本 解 , 例如 . 
关于 单个 二 阶 方程 的 基本 解 的 Hadamard 的 表达 式 ($ 15, 6) 就 是 由 这 样 的 波 表示 
的 ， 

R=S (Dg (x,t) S er, tees, 

He S (7 是 一 个 特定 的 分 布 . 

3. 辐射 与 Huyghens 原理 ”本 卷 里 在 各 个 场合 讨论 过 的 Huyghens 原理 断定 


D 记号 和 上 边 稍 有 不 同 。 
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解 在 一 点 (5,7) 的 值 并 不 依赖 于 在 依赖 臂 欠 (87) 内 的 全 部 初始 数据 而 仅仅 依赖 于 通 
过 (8,7) 的 特征 射线 上 的 初始 数据 (我 们 再 次 着 重 指出 xo 一 “ 6+)。 这 个 原理 等 于 
BES 15 的 辐射 矩阵 除了 在 通过 (5, z) 的 射线 上 以 外 是 恒 等 于 零 的 。 与 此 等 价 ,我 们 还 
可 以 宣称 ， 在 时 刻 :和 地 点 发 出 的 清晰 的 信号 沿 着 射线 传播 并 保持 为 清晰 的 信号 ， 
而 在 射线 劈 锻 之 外 一 直 是 无 法 被 察觉 的 。 然而 ,这 个 原理 并 没有 说 信号 传播 时 不 发 
ERE, 

对 于 单个 常 系数 二 阶 微分 方程 我 们 曾经 看 到 ,仅仅 对 于 3, 5,7, Me 空间 里 的 
波动 方程 以 及 和 它们 等 价 的 方程 ,Huyghens 的 原理 才 成 立 。 对 于 变 系数 的 二 阶 广 
程 ，Hadamard 的 猜想 0 说 ,即使 系数 不 是 常数 ,这 个 定理 也 成 立 ， 反面 的 例子 表明 ， 
这 个 猜想 不 可 能 在 这 个 形式 下 完全 是 正确 的 ?， 虽 然 在 某 些 方面 它 基本 正确 这 一 点 
是 非常 可 信 的 9?. 

总 之 ,二 阶 方程 的 Huygens 原理 问题 ,从 任 一 双 曲 型 问题 的 精确 依赖 区 域 和 影 
响 区 域 这 个 内 容 丰 富 得 多 的 问题 ( 见 $7) 来 看 , 它 仍然 是 一 个 完全 没有 解决 的 课题 . 

关于 不 仅 保持 清晰 而 且 无 畸变 的 信号 传播 问题 ， 第 2 小 忆 里 的 猜想 声称 这 个 现 
象 仅 只 在 三 维 空间 里 是 可 能 的 。 对 于 各 向 同性 的 均匀 介质 , 即 对 于 常 系数 ( 且 是 二 阶 
的 ) 方 程 , 这 个 猜想 的 证 明 已 经 被 包含 在 前 边 的 讨论 里 了 。 因此 , 我 们 的 现实 物理 世 
界 (其 中 声 的 和 电磁 的 信号 是 通讯 的 基础 ) 就 其 内 在 的 简单 性 与 谐 和 性 来 说 ， 在 数学 
上 可 以 设想 的 各 种 空间 之 中 是 独一无二 的 ， 

然而 ,至 少 在 近似 的 意义 上 说 ,任何 一 个 双 曲 型 方程 组 蕴含 着 按 一 般 的 Huyghe- 
ms 原理 的 含义 而 言 信号 的 清晰 性 是 不 变 的 。 因 此 这 个 一 般 原理 对 于 从 数学 角度 去 理 
解 信号 的 传播 具有 重要 的 意义 。 这 个 看 法 是 对 的 ,尤其 是 因为 Huyghens 原理 的 真实 
性 至 多 不 过 是 一 个 微分 算 子 的 一 种 高 度 不 稳定 性 质 ， 这 个 性 质 当 算 子 的 系数 发 生 无 
穷 小 的 变动 时 就 会 遭 到 破坏 。 所 以 ,一 般 的 Buyghens 原理 看 来 应 当 被 认为 是 物 理 
现实 的 正确 的 表达 ， 


D 这 个 著名 的 猜想 事实 上 并 非 由 Hadamard 明确 地 提出 来 的 。 

2) 最 近 KK、L，Stellmacher[1] 给 出 了 一 个 七 维 空间 里 的 反例。 

D Hadamard 已 经 把 保证 Huyghens 的 原 理 成立 的 条 件 和 当空 间 的 维 数 为 奇数 时 他 的 基本 解 展开 式 中 
对 数 项 的 消失 等 同 起 来 。 用 我 们 的 话 来 说 , Huyghens 的 原理 意味 着 $ 15 里 级 数 (44) 不 包含 带 有 Hea- 
viside 函数 和 它 的 积分 的 那些 项 。 
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第 六 章 附录 
广义 函数 一 一 分 布 


§1. 基本 定义 和 概念 


1. 引言 ”在 这 个 附录 里 我 们 将 讨论 分 布 即 “广义 函数 ” 的 概念 . ” 这 些 广义 函 
数 在 前 边 几 章 里 的 具体 应 用 将 在 一 个 更 一 般 的 体系 里 予以 论证 ， 

兹 约定,“ 函 数 ” 指 的 可 以 是 具有 “个 支 量 的 矢量 国 数 ， 这 些 支 量 函数 可 以 是 复 
值 的 ,但 是 自 变量 * 永远 是 一 个 具有 壮 个 支 量 的 实 的 矢量 . 

这 个 理论 的 许多 内 容 长 时 间 以 来 已 经 在 物理 文献 和 其 它 地 方 ”起 着 作用 .但 是 
只 有 在 Laurent Schwarz 的 关于 分 布 的 综合 性 著述 ”出 版 以 后 ， 这 个 论题 才 在 许多 
专著 里 予以 系统 地 处 理 ,其 中 有 些 在 精练 方面 提高 了 许多 ”， 这 个 附录 着 重 于 讲述 
这 一 理论 的 初等 核心 ， 包 括 凡是 和 我 们 的 线性 微分 方程 的 研究 有 关 的 材料 。 我 们 略 
过 关于 Fourier 变换 理论 的 应 用 的 详细 讨论 ， 这 方面 的 论述 是 很 多 的 了 (不 过 , JS 
看 84 ,4). 

2. 理想 元 引入 “分 布 ”, 最 适当 的 做 法 是 把 它 作为 函数 空间 里 的 理想 元 .在 用 
增添 新 的 “理想 元 ”去 扩张 数学 对 象 的 一 个 已 给 的 集合 或 “空间 ”5 的 时 候 ,不 去 把 这 
种 新 的 元 定义 为 原 集合 S 里 存在 着 的 什么 东西 ,也 不 以 描写 的 方式 去 定义 它 , 而 仅仅 
用 那样 一 些 关 系 去 定义 它 ,使 得 原先 的 基本 运算 法 则 在 扩张 后 的 集合 S 里 仍旧 成 立 ， 
这 是 非常 基本 的 数学 方法 之 一 。 扩张 的 目的 总 是 为 了 去 掉 出 现 于 原 集合 $ 中 的 某 些 

1) “分 布 " 这 个 名 字 表 明 , 象 Dirac 的 函数 和 它 的 那些 导 函 数 之 类 的 广义 函数 ,可 以 解释 为 集中 在 一 些 点 
上 的 ,或 者 沿 着 曲线 的 ,或 者 在 曲面 上 的 ,等 等 的 质量 的 分 布 , 侦 极 于 的 分 布 等 等 ,然而 ,就 其 一 般 地 应 用 于 微分 方 
程 或 数学 分 析 上 来 说 “广义 函数 "这 个 字眼 似乎 更 直接 了 当地 表明 这 个 概念 的 真正 作用 。 这 个 作用 实在 就 是 函数 
的 作用 ,几乎 就 象 实数 的 作用 就 是 通常 的 数 ( 指 有 理 数 一 一 译 者 ) 的 作用 一 样 。 

2 例如 ,可 以 指出 S. L Sobolev 的 一 篇 论文 [1], 它 远 远 出 现在 当前 的 文献 热潮 之 前 。 

3) W I. Schwartz[1], 

4) 例如 ,可 参看 1 M Gelfand 4G. E. Shilov(1), 

还 有 ,特别 应 当 提 到 Lighthill 最 近 写 的 着 重 于 Fourier 分 析 的 一 本 小 蔬 。Lighthil 的 书 部 分 地 取材 于 


G. Temple 的 一 个 著作 。 见 M. J. Lighthill[2] 和 G. Temple[1], 以 及 这 两 本 书 里 所 引 的 其 它 文献 。 
D 例如 ,可 参看 LEhrenpreis[1] 的 一 系列 的 论文 。 
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限制 ， 

正 是 这 样 , 在 射影 几何 里 , 理想 的 “无 穷 远 点 ?是 用 平行 直线 的 集合 去 定义 的 .在 
为 一 些 情况 里 ,理想 元 是 通过 依 适当 的 范 数 用 “ 强 ” 极限 步骤 把 原 集合 S 完备 化 而 引 
入 的 .例如 ,实数 是 用 有 理 数 rn 的 收敛 序列 定义 的 ?, EADIE [ran (YR 
于 无 穷 时 收敛 于 零 ， 相 仿 地 ,可 以 用 连续 函数 f(x*) 的 序列 去 定义 Lebesgue 可 RA 
BARE Ds RAR, AAD Sl Sn fl ee MSIS Sml de 在 各 自 的 * 区 域 上 
KAFE. Hilbert 空间 里 的 国 数 都 是 由 适当 光滑 的 函数 Sa 的 序列 表示 的 理想 元 ， 
作为 其 基础 的 正二 次 形 Q(7 一 . 广 ) 收 敛 于 零 ， 

在 这 些 例 子 里 ,扩张 了 的 空间 S 都 是 完备 的 , 即 , 它们 不 能 用 在 同样 的 范 数 下 的 
收敛 再 行 扩大 。 可 是 ,下边 的 广义 函数 定义 不 强调 用 适当 范 数 下 的 收敛 去 进行 完备 
46”, 

引入 广义 函数 ,目的 是 为 了 去 掉 可 微 性 条 件 这 个 柳 锁 ,从 而 放宽 初等 线性 微 积 分 
的 有 效 范围 。 把 分 布 当 作 不 同 的 对 象 进行 运算 (Laurent Schwartz 首 先 明确 地 这 样 做 
了 ?2) 而 不 依靠 为 了 这 个 目的 而 特别 筹划 的 策略 ， 是 思想 方法 上 一 个 最 值得 庆贺 的 转 
变 ; 而 且 , 把 这 些 对 象 看 成 “函数 ", 人 们 就 能 使 某 些 较 累 费 的 方法 得 到 切实 的 化 
Ri. 

为 了 本 书 的 目的 , 只 要 用 作用 在 连续 函数 上 的 线性 微分 算 子 和 一 个 简单 的 运算 
法 则 来 引入 广义 函数 ( 象 在 第 六 章 $4 里 那样 ) 就 够 了 . 不 过 ,提出 两 个 它 种 定义 并 证 
明 三 者 的 等 价 性 是 有 益 的 。 在 82:83 里 这 样 做 之 前 ,我 们 先 回 亿 第 六 章 的 一 些 记 号 
并 予以 补充 : 

3. 记号 和 定义 ”对 于 两 个 矢量 yz, 如 果 y 的 支 量 之 一 小 于 = 的 相应 的 支 量 ， 
且 >》 的 征 一 支 量 都 不 大 于 z 的 相应 的 支 量 , 那 末 作为 定义 ,我 们 就 说 ?<= 

象 在 第 六 章 ,8 3 里 一 样 ,我 们 用 7 IWA PARR 1, on 为 支 量 的 矢量 ， 

1) 对 于 理想 元 的 措 写 式 定义 的 愿望 常常 导致 逻辑 上 的 加 圈子。 例如 命题 : “实数 是 有 理 数 集 的 Dedekind 
分 割 。” 这 种 避免 用 关系 来 定义 理想 对 象 的 必要 而 代 之 以 实体 描写 的 企图 似乎 没有 多 大 好 处 。 

2) 它们 是 “ 弱 定义 "。 人 然而 ,应 当 指出 ,对 于 广义 函数 来 说 , 借 其 于 适当 范 数 下 的 收 熏 的 “ 强 "扩张 原理 也 是 适 
用 的 。( 参 看 后 边 §4,4。)Friedrichs[41] 曾 经 强调 过 器 扩 张 与 强 扩 张 之 闻 的 联系 与 等 价 性 。 

3) 见 Laurent Schwartz[1]。 

4) 例如 ，L M Gelfand 与 G. E. Shiloff[1], 
不 要 由 于 这 样 得 到 的 形式 上 的 化 简 击 产生 一 种 幻想 一 一 以 为 这 就 能 够 克服 内 在 困难 的 核心 其 实 不 过 是 


把 它 集 中 和 益 明 而 已 。 和 常常 是 ,真正 的 困难 被 推移 到 最 后 的 一 步 工作 上 一 一 阐明 用 广义 函数 的 语言 得 到 
的 结论 在 什么 意义 上 确实 可 以 帮 普 通 的 函数 表达 出 来 。 
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用 1r1 记 和 式 rit e+ + 有 时候 我 们 把 (一 1)" 改写 为 (一 1)". 我 们 有 时候 还 把 以 
+1， 等 等 为 支 量 的 矢量 写作 -十 1， 

此 外 ,ro 的 意思 是 r 的 一 切 支 晤 都 趋 于 无 穷 .还 有 , 象 在 8$3 中 一 样 ,我 们 定义 
rl=r iiral er 李 对 于 维 空间 里 的 任 一 矢量 EL ET SEP e E 

RIAI, 0’, I", 等 等 记 * 空间 里 的 矩形 域 b, 璧 如 一 c< xi<4, 或 者 也 可 以 
是 整个 * 空间 .通常 我 们 用 .入 9", 等 等 表示 相应 的 闲 域 . 

当然 ,两 个 函数 8 和 4 的 内 积 (8, 4) 的 定义 是 oh 在 基本 区 域 ”上 的 BD, 7 
可 以 是 整个 空间 . 

我 们 用 D =D De 记 求 导 运算 ,其 中 Di 的 意思 是 0/0xs; 如 果 我 们 要 强调 
z 是 自 变 矢量 , 那 末 就 用 D. 记 相 应 的 求 导 运 算 . 

有 时候 ,用 符号 Dr, D, 等 等 定义 积分 算 子 是 有 益 的 , 而且 无 例外 地 不 指定 相 
应 的 积分 的 下 限 . 

我 们 用 C"( 或 C") 记 函数 几 的 一 个 这 样 的 空间 ,其 中 Dye Dy, p 为 一 切实 
数 ) 是 连续 的 或 者 至 少 是 分 片 连续 的 . 

最 后 我 们 提醒 一 下 在 4 上 的 函数 $ 的 最 大 范 数 1$| 或 最 大 " 范 数 tl 的 定义 ， 
即 |$| 或 的 任 一 导 函 数 的 绝对 值 1 D"$| 在 .和 内 的 最 小 上 界 ,这 里 <r 

4. 者 积分 设 王 ，xi<z 是 x 空间 的 一 部 分 , = 是 矩形 :0<x:<1 里 的 一 个 
参 变 点 , 令 


9r(ziz) 一 9(ziz) =A (aa), ( 当 % EEN), ] a) 


9-(¥:2) =0, ( 当 * ÆI). 
其 次 ,对 于 一 个 连续 函数 h(x) — EY [2 | 的 值 很 大 时 在 互 内 是 等 于 零 的 ， 令 
Ga) = 人 fa (aieyh(w) de. (2) 
据 初 等 微 积分 可 知 
D"+1G (2) =h(z). (3) 


5. 线性 泛 函 与 算 子 一 一 双 一 次 形 “我们 提醒 线性 泛 函 AI] 的 一 般 概念 , 它 依 
赖 于 定义 在 一 个 基本 区 域 5 上 的 一 个 函数 $(*), 此 外 限定 它 应 属于 试探 函数 的 一 
个 线性 “空间 "名; 例如 匀 可 以 是 在 SF 的 一 个 子 域 4 上 连续 且 在 -7 外 为 零 的 函数 


D “是 矩形 的 ,这 只 是 为 了 方便 而 并 非 必 要 的 ， 


634 数 学 物 理 Š 


的 集合 。 HER leg tepl =¢,4[$,] +¢.4[ bo] 表达 了 线性 泛 函 的 基本 性 质 ， 
其 中 $1 与 $s 是 两 个 试探 函数 ,ci 与 cs 是 两 个 任意 常数 ， 在 连续 性 ( 见 第 6 小 节 ) 的 
假定 下 的 一 个 推论 是 ， 若 


w(x) = SOE), (4) 
且 若 试探 函数 (4 汉 ) 连 续 地 依赖 于 积分 的 8 区域 里 的 参数 $, 则 
ALw(%)]= f ALB CE) 148. (4) 


WIZ 4L4(Y);2] 既 依赖 于 参数 》 又 依赖 于 试探 函数 %(*)， 那 林 4 表示 一 
个 由 $(2) 到 o( 和 的 一 个 线性 算 子 或 线性 变换 ， 
4($(*);y]=0(y) 
(有 时 简 记 为 4[¢]=0o.) 我 们 常常 考虑 那些 情况 , 其 中 变量 y 和 变量 * 一 样 取 遍 同 
一 个 区 域 ”中 的 值 . 
几 是 可 以 构成 函数 w(») = A[$] 和 一 个 试探 函数 (3) 在 上 的 内 积 的 时 候 ,我 
们 称 


(o, Y) =Blow]= AE] = ,ATS(*) ;9 (9) dy 


为 附属 于 算 子 4 的 双 一 次 形 或 双 线 性 泛 函 ， 显 然 , 当 $ 固定 时 它 是 多 的 一 个 线性 泛 
函 , 且 当 冰 固定 时 它 是 加 的 一 个 线性 泛 函 。 如 果 有 一 个 线性 算 子 Ay] 使 8 能 够 
被 表达 为 下 列 形式 

2[ov]=(4[91, W) =, “YD, (5) 
那 末 , 称 4" 为 4 的 伴随 算 子 ". 

导 函 数 ,以 及 更 一 般 的 微分 算 子 ,就 它们 的 高 度 局 部 化 性 质 ( 即 ,他 们 的 值 不 依赖 
于 宗 量 函数 $(*) 在 整个 * 区 域 上 的 值 而 仅 依赖 于 它 在 一 个 点 * 二 > 的 无 穷 小 邻 域 
上 的 值 ) 来 说 ,都 是 一 些 特殊 的 算 子 (在 我 们 的 行文 中 ,也 许 应 当 把 这 样 的 算 子 更 切实 
地 写成 4[$(y);*], 其 中 * 和 >》 的 角色 被 交换 了 。 然而， 我 们 将 任意 使 用 通常 的 记 
号 并 把 微分 算 子 写成 ZL$(%)], 因 为 我 们 在 本 书 中 一 向 是 这 样 做 的 ). 

应 当 注 意 ,与 此 相反 ,分 数 阶 的 微分 算 子 不 是 局 部 化 的 。 分 数 阶 的 微分 公式 直接 
表明 了 这 一 点 . 


关于 伴随 算 子 的 概念 可 参看 第 三 章 附录 1,§ 2。 


tia 


BAR ”多 于 两 个 自 变量 的 双 曲 型 方程 635 


6. 泛 函 的 连续 性 ， 试 探 函数 的 支 集 ”我 们 假定 今后 所 说 的 试探 函数 w(*) 都 是 
连续 的 并 且 每 个 试探 函数 在 一 个 有 限 的 支 集 区 域 4" 外 都 恒 等 于 零 ， 或 者 说 它们 有 
有 界 的 支 集 我 们 有 时 候 也 说 ，$ 是 在 EH. 

此 外 ,如 果 对 于 "<7 的 一 切 导 函 数 D”$ 都 是 连续 的 ( 即 ,如 果 加 是 “属于 C” 类 ” 
的 ), 那 末 我 们 就 说 函数 $ 构成 D 类 ;如果 4 的 一 切 导数 都 是 连续 的 ( 即 ， 如 果 中 是 
在 C” 里 ) , 那 末 它们 构成 较 狭小 的 类 D RAAD BR, Hr’ <r, MD. 包含 
De 如 无 特别 声明 ,我 们 通常 将 认为 由 是 在 Co 里 , 即 在 DB 

我 们 考虑 * 的 一 个 基本 区 域 SY R 4[%] (或 相仿 地 一 个 线性 算 子 ) 称 为 连续 
的 ， 如 果 对 于 支 集 在 -4 的 任 一 闵 子 域 ”上 且 具 有 公共 的 界 。1$1<m 的 试探 函数 
p 而 言 ， 

4 ¢c]> 49] 
一 致 地 成 立 , 其 中 $e 表示 此 种 试探 函数 的 序列 ， 它 当 6>0 时 关于 * 一 致 地 趋 于 试 
探 函数 %(*) .由 于 线性 性 质 ， 下 边 的 条 件 是 等 价 的 ， 对 于 支 集 在 .4 的 一 个 闲 子 域 
J 上 的 一 切 连续 的 试探 函数 ,存在 着 一 个 固定 的 正 数 2, CEA Ae] 

一 个 较 弱 的 连续 性 概念 是 如 下 定义 的 ， 泛 函 4[9] 称 为 在 .4" 上 是 “连续 的 ,如 
RAT I” 上 的 一 切 属于 D 的 试探 函数 ,它们 的 最 大 TESCO 以 亚 为 界 ,下 列 
KERRY: 

|-4[$]| <am, 
其 中 7 为 一 固定 的 正 数 ， 

AAR >r, WR [和 1] 的 "连续 性 是 一 个 比 " 连续 性 较 弱 的 条 件 ， 上边 
定义 的 仅仅 要 求 1$| 的 有 界 性 的 那 种 连续 性 比 之 ” 为 任何 正 数 的 7 连续 性 是 一 个 关 
于 4[g] 的 较 强 的 条 件 ， 可 以 把 这 个 “通常 的 ” 连续 性 叫做 零 连 续 性 . 

_ 有 时 需要 考虑 一 个 开 的 基本 域 . EZA 4[$]， 它 在 任 一 闭 子 域 T EE, 
连续 的 ," 是 某 个 指标 (可 能 依赖 于 .4")。 我 们 将 称 这 样 的 一 个 证 函 在 .5 上 是 软 连 
续 的 。 这 个 概念 足以 概括 一 切 有 关 的 情况 . 

为 了 形式 上 的 一 般 性 ,有 时 提出 表 观 上 似 为 较 弱 的 条 件 是 要 得 的 , 它 是 就 整个 区 
域 ”上 最 狭小 的 试探 函数 类 D, AND. 而 言 的 ， 设 m, 是 任意 的 正 数 序列 , TEI 
的 任 一 闭 子 域 .于 是 我 们 约定 ， 对 于 属于 类 D- 而 支 集 在 Mb EADS] <m, 
的 任 一 试探 函数 $, 存 在 着 一 个 界 (4 依赖 于 4” 和 序列 m,) 它 适合 [4[$]1<X 

应 当 指出 ,在 这 个 定义 里 不 要 求 无 穷 多 个 界 m, 的 关于 ?的 有 界 性 .所 以 这 个 定 
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义 不 能 象 在 > 连续 性 的 情况 下 那样 用 一 个 最 大 范 数 陈述 出 来 ". 

有 时 我 们 把 这 个 条 件 景 弱 的 连续 性 称 为 4[$] 的 连续 性 或 连续 性 . 

在 下 一 小 节 里 我 们 即将 看 到 ,这 个 概念 并 不 比 软 连 续 性 的 概念 更 一 般 些 . 

7、 关于 r 连续 性 的 引 理 ”为 了 把 " 连续 性 与 软 连 续 性 两 者 和 o 连续 性 进行 精 
细 的 比较 , 在 这 里 应 当 插 入 下 边 的 几乎 是 不 足 道 的 一 个 引 理 ?>， 假 定 4[%] 在 开 区 域 
I 上 是 o 连续 的 ， 那 末 对 于 每 一 个 闭 子 域 7* 都 存在 着 那样 一 个 有 限 的 指标 >, 对 于 
一 切 支 集 在 ”上 具有 支 集 的 试探 函数 来 说 ,4 在 .7 ”上 甚至 还 是 " 连续 的 。 当然 ， 
har 可 能 依赖 于 I 并 且 当 扩大 I” 的 时 候 可 能 需要 增 大 (有 例 为 证 ) . 换 句 话说 , 
ALPES 上 的 o 连续 性 和 软 连续 性 是 一 样 的 . 

引 理 的 证 明 是 间接 的 ， 并 且 实 际 就 是 根据 定义 的 含义 的 一 个 简单 估算 ， 假 定 不 
” 管 把 7 取得 多 么 大 4[$] 在 闭 区 R .二 内 都 不 是 " 连续 的 。 那 末 对 于 每 一 个 " 将 会 
存在 一 个 容许 的 试探 函数 dn lel 变 得 任意 地 小 , 例如, [b-1-<1/Cr 1 +1) 时 
14[4$-]| 之 47|( 和 前 边 一 样 ，|$1; 表示 闲 区 域 . ”上 ~ 阶 的 最 大 范 数 ). 显然 ， 当 
“~oo 时 ,序列 加 在 4” 上 一 致 收敛 于 零 , 并 且 对 于 固定 的 ” 每 一 个 导 函 数 D” 
BERR. RMA mr 一 max lonl Æ DEN o ktkt, 可 知 4[gr] 必 是 有 界 的 ， 
这 和 | 4[4r]1>1r1 是 矛盾 的 。 这 就 完成 了 间接 的 证 明 . 

8。 几 个 辅助 函数 ”为 了 供 8 2 里 查阅 , 我 们 造 出 具有 有 界 支 集 而 属于 C 类 的 
几 个 特定 的 函数 ， 首 先 考虑 一 个 自 变量 * 并 对 于 正 的 “ 令 


et%,@) 当 一 CsX so 
p(X; 2) -| 0 4 #<< 一 c， (6) 
1 当 >g, 


其 中 
2(%; a) = — em, (6a) 
这 个 函数 Pp 当 <a SFE, 4 r> 时 恒 等 于 1, FART Ce. 乘积 
P(x; @) = p(% 4; OI P(X a) PCYm a) (6 b) 
是 C” 里 的 =” 个 变量 * 的 函数 , 它 当 * 志 一 “时 (意思 就 是 zi<c 时 ) 恒 等 于 零 ， 并 且 
EKR r>a 上 恒 等 于 1. 
相仿 地 ,一 个 自 变量 * 的 函数 


D 空间 Do 是 不 能 用 一 个 最 大 范 数 来 把 它 度量 化 的 。 
2) 严格 地 说 它 只 是 一 个 存在 性 的 命题 而 在 数学 物理 的 应 用 中 是 毫 不 重要 的 。 
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be(%) =F pm €) (7) 
是 属于 C" 的 ,并 且 在 区 间 一 << <E 之 外 恒 等 于 零 MET CA 
fed. (8) 


令 <= 寺 ,我 们 可 以 把 je 改写 为 %, 并 且 对 于 I 上 的 任何 连续 函数 6 (0) SA 


$(%) =lim { b,(#—E)#(E)4E 


=lim(¢, ôn (*—E)), l (9) 
这 是 众所周知 的 .这 个 极限 过 程 的 意思 永远 是 取 n= 即 E>0 时 的 极限 . 
9. 例 下 边 几 个 例子 说 明 我 们 的 几 个 连续 性 概念 ， 令 * 为 单个 变量 ， 了 是 开 
区 间 0<x<1 于 是 , 对 于 Do 里 的 $(%) 来 说 , $(0) 是 $(*) 的 一 个 连续 R. 
D"($(0)) = 各 (0) 是 I 上 的 一 个 ~ EREA. 
然而 , 读者 可 以 证 实 , 从 第 6 小 节 的 定义 看 ,符号 


= 和 (0 
二 (10) 
并 不 表示 的 一 个 连续 泛 函 . 
相反 地 ,如 果 多 的 支 集 是 在 一 个 闭 子 区 间 %* 上， 例如 , 在 区 间 0<x<1 一 1/ 
上 , 那 末 , 级 数 
e(i-t)=r ps(1-+) . (11) 


vel 
是 收敛 的 , 它 在 那里 是 7 连续 的 ， 当 "向 -4 扩展 时 指标 7 跟着 也 增 大 , 而 对 于 整 
个 开 的 x 区 域 I 来 说 ,表达 式 (11) 显 然 不 是 > 连续 的 ;不 过 ,就 全 部 空间 四。 而 论 它 
是 口 连续 的 . 
不 同 于 上 边 的 例子 的 是 , 就 支 集 在 7 :0 之 * 之 1 上 的 函数 空间 D 而 论 , 表达 式 
B+) 


yal 


表示 域 ”上 的 一 个 1 连续 的 泛 函 . 相仿 地 ， DO 以 整个 * 轴 作 为 基本 域 而 言 是 
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1. 引言 在 转向 理论 要 点 的 时 候 , 我 们 给 出 广义 函数 的 三 个 不 同 的 定义 P， 然 
后 再 证 明 它们 的 等 价 性 通常 的 函数 报 念 的 这 些 推广 都 是 以 弱 定义 的 和 弱 收 敛 的 原 
理 为 基础 。 EAAS 上 的 一 个 连续 函数 S, 我 们 完全 可 以 不 用 它 在 I 上 所 取 的 什 
而 代 之 以 它 和 属于 类 多 (其 支 集 在 .” 上) 的 一 切 试探 函数 的 内 积 C, $) eh. 
对 于 连续 函数 f 来 说 , 当 全 = 人 Do 由 连续 函数 组 成 时 ， 这 个 “ 弱 ” 定义 和 通常 的 定义 
是 等 价 的 。 然 而 ， 正 是 这 个 能 定义 开 有 了 推广 的 道路 ， 我 们 抛 开 原 先 的 “函数 ” 定 
义 一 一 由 它 在 * 处 的 取 值 去 说 明 它 , 而 考虑 把 它 与 普通 试探 函数 的 内 积 (f,$) 的 
值 作为 函数 符号 f 的 详尽 的 刻 划 ， 为 了 把 “函数 ”符号 / RAAR C, A) 的 一 个 符 
号 因子 而 引入 ,关键 的 一 步 是 赋予 内 积 (f,$) 一 个 恰当 的 定义 , 即 , 那 样 的 一 个 定义 ， 
它 并 不 预先 假定 此 外 还 知道 是 别 的 什么 东西 .三 个 定义 在 如 何 定义 内 积 上 略 有 不 
同 。 如 前 所 说 ， 主 要 的 目标 是 要 在 扩张 了 的 广义 函数 集合 5 赋予 任意 可 微分 性 ， 并 
且 附 带 地 把 线性 泛 函 一 般 地 表示 成 内 积 的 形式 . 

三 个 定义 的 基础 分 别 是 3) 线 性 微分 算 子 ;b) 连续 函数 的 弱 极 限 ;c) 线 性 泛 函 的 一 
般 概念 ， 在 每 一 种 情况 里 ,我 们 只 须 对 于 -4 的 一 个 有 限 闭 子 域 I 给 出 定义 ,并 且 
然后 就 可 以 轻而易举 地 把 它们 扩展 到 包含 5" 的 区 域 上， 为 简明 起 见 ,我 们 假定 
KRS, 4", 等 等 都 是 矩形 的 ?. 

在 第 6 小节 中 即将 看 到 ,广义 函数 形成 一 个 线性 空间 , 即 , 广义 函数 的 和 与 适当 
的 线性 组 合 仍 是 广义 函数 。 

2。 用 线性 微分 算 子 去 定义 ”对 于 在 S 的 一 个 闭 子 域 4" 上 且 具 有 连续 可 微 系 
数 的 ~ 阶 的 任 一 对 伴随 线性 微分 算 子 L 5 LY 和 .4 "上任 一 连续 的 或 仅仅 是 分 片 连 
续 的 函数 万 ,我 们 用 符号 


D 如 前 所 说 ,这 些 定义 都 不 是 描写 式 的 。 

2) 我 们 回忆 : “一 个 试探 函数 是 在 A 上 ”的 含意 是 它 的 支 集 是 在 S 上 入 一 个 在 ” LOE ASP HSR 
Æ: RRAK 多 的 支 集 应 在 ” 上 。 内 积 ( / ,8) 永 远 是 针对 某 个 基本 域 A 而 言 。 还 有 ， 人 们 可 以 定义 : 
如 果 一 个 泛 函 对 于 一 切 在 ”上 为 零 的 试探 函数 角 为 零 , 那 末 这 个 泛 函 的 支 集 就 是 在 FS 上 的 。 

8) 由 于 其 它 闭 域 永远 可 以 被 正方 形 俐 盖 , 容许 更 一 般 的 区 域 是 没有 困难 的 。 但 是 为 了 我 们 的 目的 , 完全 可 
以 避免 这 一 点 先天 的 复杂 性。 
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f=L] 
BRI” 上 的 一 个 广义 函数 ,并 用 下 列 内 积 的 定义 给 这 个 符号 一 个 意义 ， 
Ff $= LPF, B=, L$D), 0) 
其 中 试探 函数 $ 是 属于 C; 的 和 由 其 支 集 在 9* E. 

分 别 为 ~ 阶 和 * 阶 的 两 个 这 样 的 线性 算 子 工 与 以 ,连同 普通 的 函数 下 与 ,如 
RMF I* 上 的 一 切 $ 尼 适合 关系 O, LOD =V, M$), 那 末 它 们 定义 7 
上 的 同一 个 广义 函数 了 . 

再 者 , 如 果 算 子 M, M 和 函数 六 在 包含 I 的 一 个 区 域 上 被 确定 了 , BK 
借助 于 符号 MITUR LRE SIRAS E”. 如 果 对 于 某 个 开 的 基本 域 . 
的 任 一 闲 子 域 ， 泛 函 都 被 确定 了 , 那 末 这 个 泛 函 也 就 对 于 该 基本 域 被 确定 了 . 

这 个 定义 中 一 一 它 转述 了 第 六 章 8 4 的 讨论 一 一 是 受 Green 恒等式 

LTS) =($, LIW D 
的 启发 而 来 的 , 这 个 恒等式 对 于 C" 里 的 普 通 函数 ARI, Bd 的 支 集 是 在 
-4 ”上 .再 次 强调 ， 仅 仅 在 这 样 独立 地 定义 了 内 积 的 行文 里 广义 函数 S 才 出 现 而 有 
REX. 
特别 重要 的 是 伴随 算 子 
LW \=DW, L*[$]=(-1)"D"9, 

当然 ,在 单 变量 x 的 情况 下 ,一 个 连续 函数 瑟 的 各 阶 导数 DW =f RRE) 
由 内 积 (1) 刻 划 了 一 些 广义 函数 ,D" 表示 对 * 求 导 . 

在 任意 ”个 自 变量 的 情况 下 ,对 于 任何 指标 :, 线 性 微分 算 子 ==DD' 工 定义 了 导 
函数 D'f=DL[7]. 仍然 假定 Y MN” 的 系数 都 是 连续 的 , RIEA: 可 以 把 广 
义 函 微分 任意 多 次 ， 关 于 系数 的 假设 事实 上 是 无 关 紧 要 的 ， 因 为 我 们 将 会 在 第 5 小 
节 里 看 到 ,-9 ”上 的 每 一 个 广义 函数 都 可 以 表示 为 特殊 的 形式 S =DW, Kir 是 一 
个 适当 大 的 指标 ,于 是 一 个 连续 的 “ 母 函数 ”. 

我 们 增 述 一 个 要 点 ， 内 积 (f,$) 显然 是 .5” 上 的 试探 函数 的" 连续 线性 泛 


ta 


可 以 用 81 里 的 例子 来 说 明 现在 的 定义 ， 
在 单 变量 * 的 情况 下 ， 我 们 用 gO) 表示 一 PKA 的 国 数 ， 当 * 之 0 时 它 等 于 


D 对 于 较 大 的 区 域 , 可 能 需要 大 于 7 的 指标 s。 
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&(*), 并且 当 *<0 HEETE FAMPFRS =D MARY =.*2?/2 我 们 得 到 
- ae Dy =8(x), 


Joho RRM. LE, AIO RO) =(7) L e- M 


y=] 


DW =Y75(4—4,), 


其 中 当 *>oo 时 2,00, REER 了 是 整个 x 轴 ， 如果 aT A 辟 如 
说 1 , 那 末 我 们 就 选取 开 区 间 一 1<%*<1 作为 7， 
对 于 | 


W(X)= 3. (ry 4 
val 


我 们 不 能 用 ~ 为 定数 的 单个 算 子 D 在 整个 无 穷 区 域 如 — <4 <oo 上 构成 一 个 广 
义 函数 , 但 是 对 于 区 间 I": -i 一 "<x< Str 我 们 有 相应 的 表达 式 
Da =o (x—1) +0 D(X—2) +--+ +0% —r), 

当然 ,即使 无 限 地 增 大 ,所 有 这 些 广义 函数 在 同一 个 固定 的 子 区 间 SF" 上 都 是 相同 
的 . 

读者 可 以 自己 作出 其 它 例 子 去 说 明 上 边 的 概念 . 

3. 用 弱 极 限 去 定义 “我们 考虑 一 列 函数 Sn 它们 在 基 本 区 域 ”上 都 是 连续 
的 。 对 于 一 个 闲 子 域 * 和 .8 ”上 的 试探 函数 ,我 们 假定 内 积 
; (Sn—-fi), b) 
Ñ noo H loo hF- > — SH FS HX eB FE eS 
以 相同 的 最 大 > 范 数 m AJ lol Sm, 这 时 我 们 称 序列 fa EI” LE 收敛 
的 。 现在 我 们 赋予 这 样 的 序列 faH n> 时 的 一 个 理想 极限 ， flim fn 并 且 借 
助 于 定义 内 积 

(F, $) =lim (fn, $) (2) 

来 刻 划 这 个 S 上 的 广义 函数 了 . 

这 个 定义 b) 对 于 同一 个 指标 在 整个 基本 区 域 ”上 常常 是 有 效 的 .不 过 ， 为 了 
一 般 性 ， 当 扩大 区 域 7* 的 时 候 , 人 们 必须 许可 用 一 个 较 大 的 指标 去 代替 指标 ,从 
而 对 f 的 收 剑 性 提出 了 较 弱 的 要 求 。 于 是 ， 假 定 对 于 每 一 个 闭 子 域 I" 都 存在 一 


SAH “多 于 两 个 自 变 量 的 双 曲 型 方程 641 


个 指标 ,就 这 个 指标 来 说 , 序列 f; 在 "上 是 弱 7 收敛 的 , 利用 这 个 假定 ,我 们 把 
整个 基本 区 域 S 上 的 连续 函数 列 f 的 软 的 弱 极 限定 义 作 -” 上 的 一 个 广 义 函 数 . 

应 当 再 次 强调 ,在 4" 上 的 弱 r 收敛 性 包含 着 指标 为 ”之 > 时 的 弱 ~ 收敛 性 ， 
因为 当 >r 时 ~ 收敛 性 的 要 求 比 ” 收敛 性 的 要 求 更 严 些 . 

所 以 ， 约束 性 最 强 的 弱 收 敛 定义 是 零 收 敛 , 即 , 仅仅 假定 了 1$1 的 一 致 有 界 性 的 
弱 收 敛 ， 相 反 ， 上 边 用 软 条 件 定义 的 基本 域 ”上 的 弱 收 敛 性 概括 了 序列 f; 的 广 
大 得 多 的 集合 D。 

对 于 序列 fn 的 限制 最 少 的 在 -# 上 的 弱 收 敛 性 的 规定 TURE o KAHE E 
ER fa 关于 在 每 个 子 域 I" 上 具有 有 界 支 集 HET Ce 的 一 切 试 探 函 数 中 一致 地 
Bikes, RE lol.<m,, 其 中 m, 是 任意 选取 的 正 界 ， 不 过 ， 和 前 边 一 样 ( 见 § 1,7), 
软 的 弱 收 敛 和 0% 弱 妆 敛 是 等 价 的 ,所 以 完全 不 需要 采用 后 一 个 概念 . 

重要 的 是 这 样 一 个 事实 。 S” LGR CS, H 是 由 的 一 个 连续 的 线性 泛 
函 。 对 于 整个 基本 区 域 .4 而 言 ,极限 lim (f, p) =lim(, 内在 上 述 的 意义 下 是 4 的 
一 个 连续 的 线性 泛 函 . 

我 们 指出 ,在 x=1 的 情况 下 , 德尔 塔 函数 o) 是 81, 8 里 定义 的 函数 6,(x) 的 
弱 极 限 (7 =0) ,当然 也 是 每 一 个 那样 的 函数 的 序列 Aa 的 弱 极 限 ， 它 们 在 *?<1/n 之 
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4. 用 线性 泛 函 去 定义 “如果 我 们 把 定义 a) 和 D) A SAE R, WK 
就 产生 了 定义 的 第 三 个 不 同 说 法 c)， 对 于 在 基本 区 域 ”上 为 连续 的 或 者 仅仅 是 
软 连续 的 每 一 个 线性 泛 函 4[4]， 只 要 定义 
(f,9$)=A[$] (3) 

作为 内 积 ( $)， 就 得 到 一 个 广义 函数 S. IREN, 对 于 .4 的 一 个 闭 子 域 .天 上 
的 那些 容许 的 试探 函数 4$， 泛 函 4[$] 在 那里 是 连续 的 , 则 关系 (3) 构成 广 的 弱 
Ex. 

顺便 指出 ,8 1,7 里 的 引 理 麦 明了 我 们 完全 可 以 从 BE AIEI 上 的 中 连续 
性 出 发 . 

无 论 如 何 ,我 们 避免 了 给 引 理 外 加 存在 性 方面 的 内 菌 ,而 从 这 样 一 个 假设 着 手 : 


1) 顺便 指出 , 我 们 可 以 对 于 负 的 指标 > 引入 弱 收敛 性 ; 但 是 对 于 这 里 特定 的 目的 而 论 ， 那 样 做 不 会 得 到 
什么 好 处 。 
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对 于 .4 的 每 一 个 闭 子 域 2*, 泛 函 4[%] 在 适当 选取 的 指标 > 下 有 ~ 连续 性 . 

我 们 回忆 ， 如 果 AES” 上 是 7 连续 的 ， 我 们 可 以 用 S” 上 的 试 BR V 
去 代替 b, MY RAH <r 时 有 连续 的 导 函 孝 D”W。 这 样 的 函数 和 它们 的 直到 ” 
阶 的 导 函数 Dy 都 可 以 用 C" 里 的 $, 一 致 台 近 之 ,因此 由 约定 的 "连续 性 , 4[w] 的 
值 被 定义 为 数列 Apn] n> co 时 相应 的 极限 值 . 

定义 c) 的 一 些 抽象 性 在 我 们 考察 下 述 问题 时 便 可 立即 感觉 出 来 . 

5。 等 价 性 ， 泛 函 的 表示 .上 边 的 三 个 定义 都 是 等 价 的 . 

首先 ,如 所 指出 ,a) 和 ?bb) 定 义 了 泛 函 (./, H), CEAR). 而 且 , HELOF 
易 推出 定义 b) 的 特性 ， 例 如, 按 §1,8 里 的 (9), 写 下 


A[$]=lim f 6 (8) ALA (4—5) JAE 


我 们 就 团 到 了 这 一 点 ， 因 为 函数 6.(% 一 如 是 属于 Co 的 ,所 以 按照 定义 b) , 当 no 
时 我 们 便 得 到 
AL$]=lim(f,, $) (4) 
其 中 
fn(#) =A[bn(#—-€)], (5) 
因此 我 们 只 须 再 证 实 定义 c) 和 a) 的 等 价 性 . 
为 了 这 个 目的 ,我 们 假定 所 论 泛 函 在 -的 一 个 闭 子 域 7** 上 是 一 2 连续 的 ?， 
为 简单 计 2， 我 们 假定 区 域 I” 为 正方 形 —e<a<1te (e 是 一 个 小 正 数 ) 且 区 域 
I* 为 正方 形 OSS MERER .4 应 当 包括 较 大 的 正方 形 一 2 c< xz<1+2v. 
于 是 ,由 下 边 的 主要 表示 定理 可 推出 0 和) 的 等 价 性 。 定理 ， 如 果 泛 函 AF) 
在 包括 FNAB I 上 是 "一 ?连续 的 (一 2> 0), 那 本 我 们 能 名 对 于 7 创 
BR PERRE 7 ,使 得 对 于 支 集 在 ”里 的 < RM ER 
` 士 4[g%]= (F, D$), (6) 


1) 当然 ,因为 假定 了 AEREA Rae Bre (BNA i=l n eA ra>). 
2) 如 前 所 说 ,把 区 域 et A I ORS XARA TAR. 
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这 是 当 线性 微分 算 子 工 取 一 个 特别 简单 的 正规 形式 D” 时 定义 a) 的 特性 ?. 
为 了 证 明 (6) 和 构造 柬 ,我 们 可 以 把 未 必 属 于 C 而 仅仅 是 I" 上 的 ~ 一 2 连续 
函数 代入 AENEA 82,3). 特别 地 ,我 们 利用 8 1,4 和 8 1,8 里 定义 的 函数 p(*;a) 
和 9r(%;2) 来 定义 这 样 一 个 试探 函数 V: 
W(%, z) =p(X0) qr-1(%;2) ， (6 b) 
其 中 z EI" 里 的 参 变 点 。 对 二 一个 给 定 的 近似 的 标号 4 和 .fa(*) 的 定义 (5) ,由 
(fn, W) =F (2) 
给 出 了 7" 里 的 参数 = 的 一 个 连续 函数 ;而 且 ,由 于 (5) ,极限 函数 
W (2) =limW,(z) =lim(f,, Y) 
=lim (P fn, 7) =4[Y] (7) 
是 = 的 连续 函数 .此 外 ,由 8$1,4 里 公式 (3) 所 示 的 函数 9; 的 基本 性 质 , MT, BA 
有 阶 数 直到 指标 > 的 连续 导 函 数 , 它们 适合 DY) =Pfs 并 且 因为 在 . ”上 P= 
而 有 | 
D'W,,=f,(2) EF. £) (8) - 
最 后 ， 我 们 转 回 到 支 集 仅 在 J” 上 且 属于 C” 的 任意 试探 函数 $ 的 泛 函 4[¢]= 
lim(f,, $)。 利 用 分 部 积分 法 得 到 ?2 
AL[$]=lim (D7 „n, $) =i lim (7 „n, D$). 
在 最 后 这 个 表达 式 里 ,我 们 在 积分 号 下 取 极限 而 得 到 
A[$]= + (7, D$), 
Kh 7 =A], 正如 定理 所 述 . 
应 当 再 次 强调 , MEW RV +, 其 中 严 是 Cr 里 的 一 个 函数 , 或 者 甚至 
是 一 个 适当 的 广义 函数 ,只 要 它 的 DV 恒 等 于 零 , 那 未 带 有 上 边 所 构造 的 “ 母 函 数 ” 
W 的 这 个 关系 仍然 成 立 ， 
我 们 还 要 着 重 指出 ， 如 果 在 前 边 的 广义 函数 定义 时 
fa) =A (6,(4—2))>f (2), 
其 中 FETE BM AMT RM RU, GeO DI 在 通常 的 意义 上 存 


D 附带 的 结论 是 ， 对 于 任何 一 个 这 样 的 微分 算 子 工 在 A* 上 存在 着 一 个 线性 算 子 工 ( 它 本 质 上 是 积分 算 
F(D'L)ANNENFHES r GEG LT=D. 当然 , 这 个 事实 可 以 作为 初等 微 积分 的 一 个 习题 而 容易 明 
显 地 证 实 。 

2) 这 星 以 及 其 它 地 方 的 符号 土 的 意思 是 (~ D" 
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在 ,并 且 DP=/. 

同样 ,如 果 在 定义 a) 或 b) LL = f 在 一 个 区 域 4 上 作为 一 个 正则 的 连续 
ROKER, RE Sa SORT TERRE S, WRES ERRER 
于 连续 函数 有 (参见 第 8 小 节 ). 

6. 几 个 结论 ”由 这 些 等 价 的 定义 可 知 下 列 儿 个 明显 的 事实 ， 

广义 函数 了 与 8 的 和 仍 是 一 个 广义 函数 .如 果 与 8 都 是 "一 2 连续 的 , WE 
它们 的 和 也 是 7 一 2 连续 的 (r 一 2>0)， 

ERS 与 一 个 通常 的 属于 C” 的 函数 8 的 乘积 仍 是 一 个 广义 函数 .如 果 在 区 
RI 上 仅 假定 了 是 "一 2 连续 的 而 s 只 是 属于 CR, 那 末 它们 的 乘积 仍 是 一 
个 "一 2 连续 的 广义 函数 . 

局 部 化 与 分 解 。 一 个 广义 函数 SO) 虽然 形式 上 在 孤立 点 处 是 没有 定义 的 ， 但 
是 我 们 可 将 它 局 限 到 一 个 任意 小 的 闭 区 域 "上 只 楼 限于 取 这 样 的 试探 函数 力 ， 它 
们 的 支 集 是 在 .5* 上 的 . 此 外 ,我 们 将 在 第 8 小 节 里 讨论 , 任何 一 个 广义 函数 都 可 
以 分 解 为 两 个 或 多 个 广义 函数 之 和 ， 它 们 之 中 的 每 一 个 都 各 自 仅 在 某 个 闭 区域 上 不 
等 于 零 ,而 这 些 闭 区 域 在 一 起 覆盖 住 基 本 域 .4 . 

7. 例子 ,6 BR Dirac 的 ò 函数 又 一 次 说 明了 前 边 的 一 般 概念 ， 在 单 变量 
x 的 情况 , 6 函数 的 定义 是 6(x) 一 Da(.z)， 其 中 函数 前 边 的 一 个 点 表示 当 自 变量 取 
负 值 时 国 数 的 值 定义 为 零 ， 连 带 的 线性 泛 函 4[s]= (6(%), ¢) =$(0) PREFER 
的 . 

顺便 指出 , 这 个 例子 表明 了 在 第 5 小节 的 表示 定理 里 用 一 个 连续 函数 Sw 
DW 去 表现 ~ 一 2 连续 泛 函 时 由 > 一 2 Bl 是 适当 的 . 

n 维 的 0 函数 9(x) 可 定义 为 ， 

ò (x) =DW 
Heh W =) (042) 00+ (xm 或 者 也 可 以 简单 定义 为 下 列 的 乘积 
S(x) =6(41)5 (22) 9(xm)， 
它 仍然 相应 于 泛 函 4[$]=$(0). 

6 函数 和 它们 的 导 函数 ( 见 下 边 ) 是 那样 一 些 景 简单 的 广义 函数 ， 它 们 的 仅 有 的 
支 集 凝 缩 为 一 个 点 0 并且 ( 参 看 第 8 小 节 ) 在 这 个 点 2 以 外 等 同 于 恒 等 于 零 的 正则 函 
数 . 

当然 ， 导 函数 D:0(*) 被 定义 为 母 函数 r 的 相应 的 导 函 数 DPW, 或 者 是 函数 
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Fo 的 导数 的 极限 ， 这 些 /的 弱 极 限定 义 了 6(*). 
MIT oe Sn 经 过 简单 的 符号 的 演变 ,可 知 6 函数 是 一 个 偶 函 数 
9( 一 %#) =d(), 
并 且 它 的 各 阶 导数 交 赫 地 是 奇 函 数 或 个 函数 ， 
增加 儿 个 用 弱 极 限 表现 一 维 6 函数 的 公式 ， 


1 3 ps 
6(*) =lim———e-*/€E y 
(*) lim Ge 。 (9) 
d(z) = Stim (10) 


这 些 公 式 分 别 表达 了 讨论 传 热 方程 和 Fourier 级 数 时 众所周知 的 事实 。 后 一 个 公式 
述 可 以 写 为 
2 二 各 全， 
或 者 简单 地 写 为 ( 见 $4 ,3) 
2 0(x) = 人 ea ， (11) 


这 正 是 “ 恒 等 于 1 的 函数 的 Fourier BR” MEE, AR (9) 是 一 个 零 收敛 的 
例子 ， 而 公式 (10) 是 一 个 一 收敛 的 例子 ) 。 另 一 个 有 趣 的 表示 直接 得 自 位 势 理论 中 
对 于 上 半 平 面 上 的 Green 函数 的 Poisson 积分 公式 ;显然 , 6 (z) 简单 地 以 符号 表示 了 
Green 函数 在 9=0 上 的 边界 值 ， 


=i; y 
7ZG(XY) slim ys ， 


(12) 

8。 广义 函数 与 通常 函数 的 等 同 广义 函数 理论 的 最 大 一 般 性 并 不 总 是 解决 各 
别 问题 的 合适 的 门路 。 在 大 多 数 情 况 下 , 限于 考虑 较 狭小 但 是 较 明确 的 广义 函数 类 
是 有 利 的 , 特别 是 那样 一 些 广义 函数 ,它们 在 .4 的 某 些 子 区 域 上 可 以 分 别 和 一 些 通 
常 的 函数 等 同 起 来 ， 如 果 在 .4 的 一 个 闭 子 域 9" 上 母 函 数 REEN” 阶 的 连续 
Se, WARES 上 广义 函数 OW 应 当 而 且 也 永远 是 等 同 于 通常 的 函数 f(x) 
fy. 同样, 如果 母 序列 2 在 F* 上 不 只 是 弱 收 敏 而 且 还 是 一 致 地 收敛 于 一 个 连续 函 

LD 注意 这 件 事 是 有 益 的 ， 在 我 们 的 定义 里 恒 可 将 关于 球 或 记 的 连续 性 条 件 换 为 较 弱 的 分 块 连 RER 


件 。 
2) 见 注 1 )。 
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数 f(x) (或 者 ,鉴于 定义 c) ,如果 f=A[6a(* 一 和)] 在 9* 上 收敛 于 一 个 连续 函数 
记 , 那 末 也 可 以 断定 这 个 等 同性 . 

我 们 插 进 一 个 附带 的 注 记 ， 如 果 .4 被 有 限 个 区 域 So Sno 覆盖 , 那 末 我 们 
恒 可 把 任 一 个 容许 的 试探 函数 $ 分 解 为 一 些 容许 的 试探 函数 b, 的 和 , 中 一 加 十 ga 十 
…, 其 中 $, 的 支 集 仅仅 在 ,上 ;于 是 ”上 的 任何 一 个 广义 函数 S 都 是 那 样 一 些 
广义 函数 f, 的 和 ，j = 户 + 户 + teh ,在 ,之 外 恒 等 于 专 . 

特别 地 ,在 大 多 数 具体 情况 下 ,涉及 到 的 都 是 那样 一 些 广义 函数 =D, 它们 
除了 在 一 个 较 大 的 区 域 G 的 某 个 子 域 G" 里 具有 集中 于 局 部 的 奇异 性 外 处 处 是 普通 
的 函数 ,而 在 G" 之 外 母 函数 具有 过 续 的 偏 导 函 数 DW, 或 者 等 价 地 说 , 母 序列 
fn 不 仅仅 弱 收 全 而 且 还 一 致 收 伍 于 一 个 连续 函数 S. 点 集 G" 常常 是 由 一 些 孤 立 
HAR, SSR. BROW 在 这 些 奇 异 点 处 可 以 具有 通常 意义 下 的 奇异 性 ， 
但 是 如 果 我 们 把 f 看 成 广义 函数 了 时, 这些 奇 异性 仅 按照 关于 广义 函数 所 建立 的 法 则 
( 即 , 按 照 内 积 的 定义 ) 而 进入 到 运算 里 ; 在 集 O° 之 外 ,无 须 强调 OW 之 为 广义 函数 
的 特性 ， 我 们 曾经 在 第 六 章 8 4 里 按 这 个 意义 去 对 于 奇异 函数 SS) 进行 运算 ， 它 
的 奇异 性 是 集中 在 一 个 流 形 $= 0 上 的 9?， 并 且 它 呈现 为 单 变量 四 的 广义 函数 . 

我 们 再 列 出 单 变量 * 的 几 个 函数 历 ， 它 们 的 导 函 数 具 有 孤 立 的 奇异 点 * 二 0; 

1 


—1 
W =xlogjx|—x, DW =log|x|], DW =—, DW =—, 


1 
W = (alog|%|—x), DF =,log|%|, DW =. DW =. 


W =,.%", DW=, ax", DW = a (a—1) xt, +++ (0<a<1). 

在 奇异 点 处 ， 这 些 表达 式 作为 广义 函数 的 含意 和 作为 通常 函数 的 含意 是 大 不 相同 
的 。 并 未 在 += 0 处 赋予 广义 函数 以 无 穷 大 值 ; 相 反 地 ,而 是 弱 定义 消除 了 奇异 性 的 
作用 ( 见 第 9 小 节 ). 

由 第 5 小 节 的 讨论 立即 知道 这 些 定义 的 相 容 性 是 明显 的 . 

BEREE: KRE DAE CRIA O RAAE n 
的 RACAL SOR RRA 

实际 上 ,容易 看 出 ,在 第 5 小 节 里 给 f RR E “E” 的 一 段 空间 所 >0 
G=1, …,7) 内 作出 了 低 于 7 次 的 一 个 多 项 式 ,而 囊 在 这 段 * 空间 之 外 恒 等 于 零 ， 


1) 不 要 把 这 个 $ 与 试探 函数 混为一谈 。 
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事实 上 , 在 小 正方 形 etl al <e 之 外 , 函数 fn 在 那样 的 作法 中 便 等 于 零 ; 由 于 当 = 
为 区 域 2:> 一 € 之 外 的 任 一 点 时 ,在 作为 定义 的 内 积 (2) = Fn, 切中 两 个 因子 之 
一 恒 等 于 零 , 所 以 对 于 这 个 区 域 之 外 的 点 < 而 言 , Vn(2)=0, 此外, 当 >o 时 , 因 
子 (xiz) 是 * 的 低 于 "次 的 多 项 式 .由 于 历 ,(z)> 厂 (z), 北 得 上 述 关于 O) 的 
论断 ， 所 以 BADR CORALE rir Rr Ae 
Bri 可 以 是 零 ， 显 然 ,把 算 子 D” 作用 于 这 个 单项 式 ， 对 于 OW MEA WE FA 
数 DL” = DED Dy (8) = DIS) RB. 这 个 乘积 ,除了 一 个 常数 因子 
而 外 ,可 以 写成 D6(2), 其 中 =" 一 "一 1 是 一 个 非 负 的 指标 , 即 ,一 组 非 负 的 整数 . 
把 由 不 同 的 单项 式 得 来 的 所 有 那些 相应 的 结果 都 加 到 一 起 就 得 到 所 说 的 结论 . 

我 们 给 出 上 边 这 个 定理 的 另 一 不 同 的 证 明 而 不 以 第 5 小 节 里 的 作法 为 根据 ， 前 
提 是 对 于 在 原点 的 邻 域 上 为 零 且 具有 低 于 ~ 阶 的 连续 导 函 数 D” 的 一 切 试探 函数 
HAMS 办 ) 细 等 于 零 .然后 我 们 证 明 (f,4) 对 于 任意 的 仅 依赖 于 4 及 其 导 函 数 
Dry 在 原点 的 值 ,也 就 是 说 , 当 $ 和 由 的 这 些 导 函数 在 原点 等 于 零 时 (/, STE, 
现在 ,利用 § 1,7 BPa), asn, 我 们 作出 Q=1 一 P 和 =Q$。 当 n>% 
时 ,函数 y 和 它们 的 低 于 阶 的 导 函 数 各 自 一 臻 地 趋 于 o 和 它 的 相应 的 导 函数 . 因 
AS ORI Ar- ERREZE FLC, $0) =0, 所 以 我 们 得 到 (/,$) = 
lim (f, $n) =O EWU. BF G,A) 仅 依赖 于 在 原点 的 有 限 个 导数 ， 它 必须 是 
这 些 导数 的 一 个 线性 组 合 ， 这 个 事实 表达 了 我 们 的 定理 ， 

9， 定 积分 、 有 限 部 分 “现在 来 讲 “广义 函数 的 定 积 分 ”问题 ， 表 示 式 /= 
DW 直接 给 出 广义 函数 /= Dr 的 原 函 数 或 不 定 积分 Df 概念 的 含义 ， 可 以 将 
它们 简单 地 定义 为 函数 DDW, Jer sr, SE 8 小 节 , 我 们 看 到 原 函数 在 何 种 
意义 上 是 尚未 确定 的 . 

为 了 讨论 广义 函数 =D"F 在 一 个 区 域 6 上 的 定 积分 ， 在 这 一 小 节 里 我 们 只 
考虑 那样 的 广义 函数 f, 它 们 除了 在 C 的 一 个 闭 子 域 G" 上 外 是 正则 的 连续 函数 并 且 
直到 6 的 (光滑 的 ) 边 界 1 上 都 是 连续 的 . 

结论 将 是 ， 对 于 这 样 的 /. 义 函数 来 说 , 原 函 数 与 定 积分 之 问 的 关系 ,路 ， 微 积分 
的 基本 定理 ,仍然 成 立 ， 

我 们 先 考虑 单独 一 个 自 变 量 %* 的 广义 函数 S ,并且 把 G 取 为 区 间 一 1<*<1; 候 
DW =f EMA =M=] 的 某 个 邻 域 上 是 连续 的 。 我 们 应 当 财 予 符号 
全 foods 一 个 什么 数值 2 昵 ?为 了 找到 答案 ， 我 们 考虑 一 个 试探 BRO, CH 
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G LEST 1, 因 而 其 各 阶 导 函 数 在 G 的 边界 上 都 等 于 零 ,并 且 此 外 被 任意 地 扩展 到 
与 @ 成 互补 的 区 域 G*== 了 一 G 上 但 其 支 集 须 是 有 界 的 。 现 在 , 进行 分 部 积分 则 得 


土 (f,$)= 土 f ($D'W )dx = f cage -D'de = f at Dae 


tap] 


> 
X=—1 


=+ f oD'W ax + DW 
Ga 


其 中 士 1 仍旧 代表 (一 D7. 另 一 方面 ,我 们 自然 必须 定义 2=( 太 区 一 人 fods, F 


是 得 到 结论 ， 在 积分 区 间 G:*?<1 的 端点 的 邻 域 上 为 正则 的 广义 函数 了 了 在 此 区 间 
上 的 积分 当 定义 如 下 ， 
1 


+1 + 
Z= 全 f(x) dx =D _ (13) 


1 


这 确实 正 是 对 于 处 处 为 通常 的 函数 /联系 定 积分 与 不 定 积分 的 公式 。 顺便 指出 ,对 
于 广义 函数 FW" r= 时 ,即使 大 在 边界 点 上 不 是 可 微分 的 ， 这 个 结论 仍然 
RË. 

Hadamard 在 他 的 关于 Cauchy 问题 的 创造 性 的 研 究 工作 中 兽 经 把 的 值 (13) 
作为 的 积分 的 有 限 部 分 而 引入 并 用 作 一 个 基本 工具 . 

当然 ,如 果 我 们 考虑 形式 为 /二 sD"7 的 被 积 函 数 ,其 中 8 (4) 是 一 个 " 连续 的 
正则 因子 , 那 末 将 会 有 一 个 类 似 的 但 稍 繁 一 些 的 公式 。 了 的 这 个 形式 可 以 化 为 上 边 
的 形式 ,不 过 ,我 们 同样 可 以 按照 上 边 的 方式 直接 进行 一 -逐次 地 分 部 积分 。 结 果 是 


1 1 
f gD'W dx =(gD'-"W—Dg DW +++. ¥ D-2 DW) |" 
-i -1 


+ f” (OF .Dr-ig) dx. 
于 是 ,广义 函数 的 积分 被 归结 为 边界 项 和 连续 函数 万 .D"-!g 的 积分 。 
作为 例子 ,我 们 来 计算 积分 f=  ，(1/s2) az, 其 中 1/x? 不 是 被 解释 为 一 个 通 
常 的 函数 而 是 作为 一 个 广义 函数 一 Daog1s1， 由 于 DY =—1/=, 我 们 立即 得 到 


fi denna, 


-1 %’ 
另 一 个 例子 是 由 f= 二 一 4 D2?(.%1/) 定 义 的 广义 函数 的 积分 ,除了 在 *=0 的 奇异 性 
之 外 ,这 个 广义 函数 当 *>0 时 等 同 于 * 六 且 当 *<0 时 等 同 于 0. 所 以 它 的 在 
—1<*<1 上 的 积分 可 以 计算 如 下 ， 
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+1 1 
-4f Di, x4)dx = f x-32dx=—2, 
-1 0 


上 式 所 得 结果 的 意思 是 奇异 积分 的 “有 限 部 分 ”. 

对 于 7 个 自 变 量 的 情况 ,也 可 以 得 到 相当 于 微 积分 基本 定理 的 结论 。 例 如 ,这 对 
Gauss 积 分 公式 就 成 立 , 条 件 是 被 积分 式 中 的 广义 函数 仅仅 是 连续 函数 的 一 阶 导 函 
数 ;特别 地 ,如 果 被 积 函 数 是 一 个 连续 矢量 场 的 散 度 , 那 末 Gaus 积分 公 式 就 像 在 古 
上 典 的 微 积分 里 一 样 仍旧 成 立 . 

然而 ,如 果 被 积 函数 HD WV 是 由 较 高 次 求 导 生 成 的 , 那 末 , 像 前 边 说 过 的 , 我 
们 限于 考 虚 那 种 情况 ,其 中 广义 函数 DW RE PRR DOD DW 之 中 至 少 有 一 个 
在 积分 区 域 G 的 光滑 边界 三 的 邻 域 上 是 连续 函数 ,这 里 6 的 外 法 向 矢量 是 5 而 面 元 
dS, 

我 们 用 和 上 边 相 同 的 记号 G, G"G ,并 选取 一 个 试探 国 数 %, 它 在 G 上 恒 等 于 1 
且 可 被 任意 地 延 拓 到 补 域 G' 二 一 G 上 而 受 适当 的 光滑 性 条 件 和 有 界 支 集 条 件 的 
约束 .因为 =D" 是 用 内 积 和 试探 函数 定义 的 , 并 且 因为 我 们 所 特殊 选择 的 试 
探 函 数 的 各 阶 导 函数 在 G 和 三 上 都 便 等 于 零 , 我 们 就 可 根据 下 列 几 个 不 说 自明 的 关 
系 式 ,来 定义 S EC 上 的 积分 ， 


nf) siwar fff rece fff sonra 
G+Ga G GA 
-+ 人 有 worgda= = fff oon Jf (D;!DW)E,dS. 


所 以 我 们 必须 令 
1 人 fax= 人 pprsas， 
G r 


这 里 突出 了 下 标记 如果 引入 一 个 以 =D DW 为 支 量 的 广义 矢量 函数 4, 那 末 
就 得 到 对 称 的 形式 。 这 时 的 结果 是 Gauss 公式 


SSS aivdas= ff AdS, 


相仿 地 不 难 推广 微 积分 里 的 其 它 积分 定理 . 


§ 3. 广义 函数 的 演算 


广义 函数 的 引入 似乎 是 普通 微 积分 的 一 个 彻底 的 推广 然而 , 在 广义 函数 的 领 
域 里 并 非 一 切 古 典 的 演算 都 是 可 行 的 。 保证 了 微分 运算 不 受 限制 , 却 丢掉 了 函数 相 
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乘 与 复合 的 自由 性 ,这 种 损失 部 分 地 抵 销 了 收益 。 其 至 一 个 多 自 变 量 的 广义 函数 当 
有 几 个 自 变量 在 其 定义 域内 保持 不 变 时 它 就 化 为 其 余 的 自 变量 的 广义 函数 这 一 点 也 
不 完全 是 对 的 。 我 们 将 在 这 一 节 和 下 一 节 里 着 重 考 虑 不 多 几 个 有 关 的 要 点 ， 而 不 打 
算 对 其 在 演算 范围 内 的 得 失 作 全 面 的 权衡 . 

1 线性 运算 ”如 果 在 一 个 闭 域 .7* 上 令 SSDH, Kh EA a httk 
的 母 函 数 ， 容 易 断 定 ， 此 类 7 连续 广义 函数 的 以 通常 的 适当 光滑 的 函数 为 系数 的 线 
性 组 合 仍 是 ~ 连续 的 广义 函数 . 

如 果 母 函数 对 于 参数 o 是 连续 可 微 的 , 那 末 广 义 函 数 可 以 对 这 些 参数 微分 ， 例 
如 ,对 于 广义 函数 /二 6(ax), 其 中 是 一 个 矢量 ,我 们 得 到 a 510 (2%). 

同样 ,在 上 述 关于 严 的 条 件 下 ,可 以 在 积分 号 下 对 参数 微分 一 个 广 义 函 数 的 积 
Sy. (比较 第 六 章 8 15 中 的 例子 .) 

如 果 分 块 连 续 的 母 函数 球 。 趋 于 一 个 分 块 连续 的 函数 ARAB ES r 收敛 

的 意义 下 得 到 DW, =f,>f=DW. 

相应 地 ,我 们 可 以 逐 项 地 微分 一 个 无 穷 级 数 ,或 者 交换 极限 运算 一 一 例如 对 不 同 
的 参数 微分 一 一 的 次 序 . 

至 于 积分 ,请 参看 8 2.8 里 的 讨论 . 

2. 自 变 最 的 代 换 我 们 回顾 这 件 事 ,人 们 可 以 把 广义 函数 局 部 化 到 一 个 矩形 或 
者 更 一 般 地 一 个 具有 分 片 光滑 的 边界 的 区 域 .5* 上 ,为 此 只 须 修改 原来 的 分 块 连续 的 
Ree, RA ERT 要 它 在 .入 "外 恒 等 于 零 . 因此 , Eee) 引入 新 
的 变量 》 ARE * 时 , 我 们 可 以 限于 考虑 适当 小 的 区 域 2*。 我 们 假定 变量 * 作为 
变量 y 的 函数 在 .史上 有 具有 直到 ~ 阶 的 连续 导数 , 并 且 Jacobi 式 或 0(y) /0(x) ER 
于 零 的 绝对 值 大 于 某 个 正 数 ， 于 是 逆 变 换 具有 同样 的 过 续 人 性质。 从 而 /二 limf 在 
:7 * 上 被 变换 为 变量 y 的 一 个 ~ 连续 的 广义 函数 . 由 /的 第 二 个 定义 一 一 连续 函数 
户 的 一 个 ~ 收 敏 序列 与 支 集 在 .2 上 的 试探 函数 o 的 内 积 一 一 几乎 直接 可 以 得 到 
这 个 结论 ， 事 实 上 ,试探 函数 $ 的 对 于 * 的 直到 r <r 阶 的 导数 的 界 也 是 中 的 对 
于 y 的 ”去 r 阶 的 导数 的 界 。 于 是 ,根据 8 2,tm (9 定义 了 > 的 一 个 广义 函数 
lim f,, : 

作为 一 个 附带 的 推论 ,我 们 注意 ， 在 第 六 章 §4 里 引入 的 单 变量 的 广义 函数 5 
同样 也 是 7 个 变量 & 的 广义 函数 . 

对 于 由 容许 的 坐标 变换 所 形成 的 复合 广义 函数 ， 微 积分 里 的 微分 运算 法 则 仍然 
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成 立 而 无 须 进一步 说 明 .不 过 ,必须 认识 到 我 们 的 变换 到 新 坐标 和 复合 函数 的 论述 依 
赖 于 变换 函数 的 充分 光滑 性 . 

必须 强调 指出 ,广义 函数 的 广义 函数 是 无 意义 的 ， 此 外 ,虽然 可 以 构成 通常 光滑 
函数 的 广义 函数 , 但 是 广义 函数 的 通常 函数 的 概念 也 是 讲 不 通 的 ?. 即便 像 一 个 广义 
函数 的 平方 或 者 同一 个 自 变 量 %* 的 两 个 广义 函数 的 相 乘 这 样 一 些 简单 的 运算 也 是 不 
许可 的 ?. 这 就 是 “广义 函数 运算 ”的 主要 局 限 性 . 

3. 例子 . 0 函数 的 变换 “最 重要 的 具体 例子 是 涉及 到 9 函数 的 。 容 易 看 出 , 当 
a,b 为 常数 而 * 为 唯一 的 变量 时 有 

s(ax—d)=14(x-2) (axe, a) 


一 般 地 ,对 于 P’(0)A0 而 p 0) =0 的 一 个 国 数 P(*) ,在 包含 原点 的 充分 小 的 区 


间 .4* 上 有 
6(p(*)) =P’ (0)~15(4). 


假定 一 个 光滑 函数 P(z) = 0 的 零点 是 cl 42, an, + HARDA n EAR 
或 者 Im BATRA MMT —D BA Pp'(am) 去 0。 于 是 ,容易 断定 


6(p(*)) = Pp’ (a,) 713 (¥—a,). (2) 


特别 地 ,我 们 得 到 (又 见于 第 六 章 8 15,5) 


(4 一 0 罗 一 二 (60 一 四 一 5 二 人)， (3) 
作为 一 个 习题 ,读者 可 证 明 并 解释 下 列 公式 


0( sin x) = > (—1)"0(# —ra). (4) 
作为 附带 的 议论 ,我 们 陈述 ; 
ò Pa Bee 3B Be at ?的 一 1 次 齐 性 的 (相仿 地 ， n 维 的 6(*) 是 一 n 次 齐 性 的 )， 相 
应 地 ,对 于 单 变量 的 情况 我 们 有 下 列 关系 ， 
aò (x) +8(*)=0. (5) 
BPFH n By 6 PALE A TEN 第 2 小 节 的 一 般 公 式 在 原点 的 邻 域 上 是 
不 适用 的 。 尽管 如 此 ,经 常 引 用 的 公式 (wn 表示 7 维 单位 球 的 表面 积 ) 


D 第 1 小 节 里 所 说 的 线性 函数 除外 一 一 译 者 。 
2) 注意 本 附录 §4,5 的 评注 一 一 译 者 。 
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jz)= 工 AGED) (6) 


n |x |r} 
则 是 由 于 它 表 明了 , # (0) 就 是 泛 函 人 3(z)4(z)ax 这 件 事 的 启发 而 来 的 .不 过 ,应 当 注 


意 到 ,严格 地 说 ,用 (6) 表 示 n HEY SL Be 5(*) 时 需要 稍微 修改 我 们 的 一 般 定义 , 例 
如 需要 约定 l 
fs (#)6 (#)dx=44 (0), 

4. 广义 函数 的 相 乘 与 裙 积 ” 虽 然 两 个 广义 函数 有 (x) 与 8(*x) 的 乘积 作为 一 般 
的 概念 是 无 意义 的 ,但 是 按照 我 们 的 定义 ,两 组 不 同 的 变量 * 和 y 的 两 个 广义 函数 
的 乘积 f(x)g O) 是 2 7 个 变量 * 和 的 广义 函数 。 事实 上 , 例如 , 假定 f(*) = 
DW (x), B(y)=DOW (9), WK 

f@e(y) =D DWF, (7) 


这 些 符号 是 明显 的 . 
对 于 同一 个 自 变数 量 的 广义 函数 /Cs) =D Fg (%) = DV 这 两 个 函数 的 


褐 积 "运算 总 是 有 意义 的 并 且 只 要 这 两 个 因子 之 一 ,如 8(*)， 有 具有 有 界 的 支 集 , 那 末 
其 结果 便 是 一 个 新 的 广义 函数 (x)。 裙 积 的 定义 是 


(x)=f*e=s*f= ff@-De@de=[fOe@-H4s, (8) 


其 中 我 们 假定 了 积分 的 基本 区 域 .7 是 整个 * 空 间 . 
( 褐 积 的 出 现 于 用 基本 解 表示 微分 方程 的 解 的 式 子 里 ,以 及 每 一 个 函数 都 是 它 自 
身 和 6 子 数 的 视 积 ,这 些 事实 说 明了 神 积 这 个 概念 的 重要 性 ) 
下 边 的 定义 表达 了 我 们 的 陈述 ， 记 f= OW H e= DV, SHI AV WEER 
的 并 且 /的 支 集 有 界 , 那 末 我 们 说 
F(x)=D’D:(W xV). 
禄 积 算 子 的 一 个 重要 性 质 是 它 可 以 和 求 导 交换 次 序 . 

”可 以 说 ， 宰 积 的 重要 应 用 是 以 下 述 的 明显 事实 为 基础 的 ， 任 一 线性 算 子 
LLu(%)] 都 可 以 表示 为 福 积 (E[x(8)], EFE [x(%)]=0 等 价 于 关于 4 的 
形式 上 的 积分 方程 

(uC), LFO —E)) =0. (9) 


1) Mx“ Faltuug”, x H “Convolution”, 
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如 果 再 用 适当 光滑 的 正则 函数 去 逼近 9 函数 和 它 的 导 函 数 , WRR NER Ae A 
数 方程 上 [xj 二 0 的 真正 的 积分 方程 (可 以 参考 本 书 的 卷 正 )。 


8 4. 补 注 .理论 的 饰 修 


1. 引言 ”如 上 边 普 指出 的 ,函数 概念 的 推广 仍然 还 有 修饰 的 余地 ， 此 类 修饰 在 
数学 物理 中 起 着 有 利 的 作用 ; 从 纯 理论 的 观点 看 ， 它 们 也 是 引 人 人 胜 的 课题 ?>， 在 本 
节 中 我 们 将 扼要 论述 这 些 饰 修 中 的 几 个 。 除 了 第 5 小 节 中 的 例子 , 它们 涉及 的 都 是 
广义 函数 在 整个 基本 区 域 .“ 上 的 性 态 一 一 它 们 要 受到 试探 函数 的 边界 条 件 或 者 更 确 
切 地 说 无 穷 远 处 条 件 的 影响 . 

考虑 复 值 函数 /, 8,$, 小 将 是 方便 的 , 并 且 用 下 列 不 释 自 明 的 公式 定 LENK 
内 积 


Leaf, /fF =P. a) 


2. 试探 函数 的 它 种 空间 ， 空 间 名 . Fourier 变换 虽然 对 于 本 书 的 目的 来 说 ， 
具有 有 界 支 集 的 试探 函数 空间 似乎 是 完全 够 用 的 ,但 是 有 时 采用 稍微 宽广 的 空间 ( 因 
而 稍微 缩 窗 了 “对 偶 ? 广 义 函 数 空间 ) 是 有 益 的 ,而 无 须 对 8 2,83 里 的 定义 和 方法 作 重 
大 的 饰 修 . 具体 说 ,以 整个 * 空间 为 基本 区 域 .和 ， 我 们 考虑 属于 C“ 的 试探 函数 的 
空间 @, 并 且 当 * 趋 于 无 穷 时 这 些 函 数 及 其 各 阶 导 函 数 比 |x|-! 的 任何 次 吞 都 更 快 地 
趋 于 零 , 即 ,对 于 任意 的 标 码 " 和 不 论 多 么 大 的 正 数 入 皆 有 ” 
|x|¥ 1$|>0, 1|] D"$]>0, 

就 试探 函数 $ HASTA. ARC ,4) 被 定义 为 乘积 TS ERA x ARI E 
的 通常 的 积分 ,其 中 万 可 以 是 上 的 任 一 连续 函数 ,并 且 对 干 它 来 说 存在 着 那样 一 个 
ERM, 42 |> 00 RN > Mint, |W 1x n0, ADIEU, ABO LEEDS EAD RIK 
不 比 一 个 多 项 式 更 快 ， 于 是 按照 82 里 的 定义 ,我 们 可 以 就 任 一 整数 指标 * 引入 广义 
函数 

f=DW (2) 

并 定义 上 与 $ 的 内 积 为 


D 例如 ,参看 了 Berkowitz 5 P. D. Lax[1l]。 
2) 例如 ,C“ 里 的 一 切 那样 的 函数 其 级 别 不 超过 ex BHAT AS 6 里 。 
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(f,¢) =(-1)" |W D'gax. (3) 


显然 ,这 样 定 义 在 试探 函数 空间 OS 上 的 每 个 广义 函数 也 是 82 里 定义 在 具有 有 
界 支 集 的 试探 函数 空间 人 上 的 一 个 广 闵 函数 。 然 而 , 倒 过 来 说 就 不 一 定 成 立 了 ?， 
在 把 函数 &(x) 变换 为 


和 vt l f zr) emg . 
B= ss M= a) 


的 Fourier 变换 理论 里 ,试探 函数 空间 S 是 有 用 的 ， 
如 果 8 是 名 里 的 一 个 函数 , 那 末 , 容易 看 出 , 变换 后 RR DAES 里 ， 
而 Fourier 互 逆 关系 
gF), f(x)=8(%) (6) 
是 完全 的 一 一 空间 名 被 Fourier 变换 一 对 一 地 映射 到 它 自身 ， 
我 们 注意 重要 的 Parseval 公 式 


(f,8)=(f,8) (6) 


f, fEax=J, Ewas, (6a) 


对 于 类 马里 的 函数 f Ale 来 说 这 是 不 难 证 明 的 , 因为 对 于 * 的 积分 收敛 得 很 快 . 
我 们 现在 有 条 件 给 函数 f 的 Fourier 变 式 了 下 一 个 令 人 满意 的 定义 了 , 这 里 所 
说 的 f 不 一 定 在 马里 而 是 由 =D" (等 式 (2)) 定义 的 ; 即 是 说 , 我 们 要 给 “超过 
”的 那些 广义 函数 f 的 Fourier 变 式 下 定义 ， 它 们 是 由 微分 连续 函数 大 而 产生 的 ， 
后 者 在 无 穷 远 处 的 增长 至 多 不 过 象 一 个 多 项 式 那 样 快 ”. 
首先 ， 我 们 再 次 注意 ， 如 果 MF SMA Y= $ 也 属于 名 并 且 反 过 来 也 是 对 
的 。 其 次 ,我 不 把 Parseval 公式 (6) 当 作 一 个 定理 而 当 作 .的 一 个 弱 定 义 ， 令 


(F, m=, HHT, $), (8) 


D 例如 ,让 我 们 考虑 通常 的 函数 f=e* ,可 以 把 它 解释 为 空间 上 的 一 个 广 义 函数 ， 因 为 它 和 具有 有 界 支 
集 的 任 一 试探 函数 $ 的 内 积 显 然 是 一 个 通常 的 积分 。 然 而 ,就 空间 6 而 言 , 这 个 定义 无 效 ,因为 函数 多 = 
e-% 就 是 巴里 的 一 个 试探 函数 ,而 丈 和 乡 的 内 积 不 存在 。 

2) 关于 Fourier 变换 范围 的 这 一 大 步 推广 可 参看 SBochuer[1] 和 L. SchwartzL1]。 
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其 中 右 端 的 式 预 被 认为 是 预先 先知 道 的 一 一 根据 (3) ERE, D'S), 所 以 , 变 
式 了 由 内 积 (8) 正 当地 得 到 了 定义 ,其 中 几 和 $ 取 遍 空 间 包 . 

了 的 这 个 定义 可 以 作为 深入 探究 Fourier 变换 理论 的 出 发 点 

人 们 刀 平 立即 认识 到 这 个 重要 的 事实 ， 对 于 任 们 指标 s, D'S 的 Fourier 变 式 是 
(—ix) F, 更 一 般 地 ， 对 于 任 一 具有 当 系 数 w 的 线性 微分 算 子 ZLf]= 三 ,apD?f 
来 说 ,其 Fourier 变 式 是 

LC f J=Pcx) Ê, 

其 中 P 是 与 微分 算 子 工 相 伴 的 多 项 式 二 ,ov (一 ixz)?( 参 看 第 五 章 ,附录 2,82). 

我 们 不 再 作 进一步 的 讨论 而 仅 述 及 8 2 里 指出 过 的 一 点 ， 6(x) 和 恒 等 于 1 的 函 
数 彼此 互 为 Fourier 变 式 是 不 难 被 纳入 目前 的 体系 里 的 . 

3. 周期 函数 ”限于 考虑 关于 一 切 自 变 量 BA 周期 (不 妨 说 周期 为 2 ,基本 
区 域 是 5 0<*:<2 xz) 的 母 函数 到 和 具有 相同 周期 的 试探 函数 t 常常 是 有 用 的 .这 
时 ,利用 复数 记号 ,我 们 取 三 角 函数 系 。-”*=$, 所 张 成 的 空间 为 试探 函数 空间 BH 
中 * 为 矢量 ,其 支 量 为 整数 .我 们 也 可 以 称 = DW 所 定义 的 广义 函数 为 周期 广义 函 
数 (比较 8 2 里 的 定义 )。 此 外 ， 稍 微 推 广 $ 2 里 的 定义 ,我 们 采纳 平方 可 积 函数 为 母 
EL 

通过 这 些 饰 修 ,我们 对 于 无 穷 域 的 边界 条 件 里 固有 的 复杂 性 取得 了 自由 ， 在 研 
究 有 限 域 上 的 微分 方程 时 ,人 们 恒 可 将 系数 和 解 都 周期 地 延 拓 到 所 考 虚 的 区 域 之 外 
而 不 失 一 般 性 ?。 于 是 在 方法 的 明显 性 上 获得 相当 大 的 好 处 

照常 ,我 们 用 


a= 7,4,) =f We-™dx, (9) 
MW fy Fourier 系数 a,; 这 里 和 以 后 我 们 都 将 假定 (实质 上 并 无 损 于 一 般 性 ) Fo- 
arier 展开 式 中 的 常数 项 m 为 零 ， 于 是 得 到 形式 如 下 的 Parseval 定理 . 


+a 
IW P= 0, W) =f Pdr =n® la,ls (9a) 


对 于 广义 函数 SHOW, RNRS2AS D=, DOELAR. He 
定义 广义 函数 f=D'W Hy Fourier RH C, 是 


D P. Lax 在 [6] 里 成 功 地 引入 了 这 样 一 种 技巧 ,并 且 以 后 被 别人 所 采用 。 
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C=(f,$)= (DW, p,) =+ (ity W,>,)=+(in)'a,, (9 b) 


相仿 地 ,我 们 可 以 考虑 积分 OVW 和 它们 的 Fourier 系数 
d,=(tutv)~"a,= (DY, 9,), (10) 
这 里 仍 恒 假 定常 数 项 系数 为 零 。 


Parseval 公式 (9a) 启发 我 们 径直 用 I 的 通常 的 范 数 去 TRAN M H b t 
DW 和 D1 分 别 定义 一 个 范 数 和 一 个 一 " 范 数 如 下 ， 
[DW |2,=|D-W [l= W [=a a, an 
无 论 如 何 ,广义 函数 的 Fourier 系数 正如 通常 的 函数 的 Fourier 系数 一 样 为 / 
提供 了 一 个 实在 的 “具体 表示 ”或 “明显 表示 ”， 如 果 对 于 一 个 数列 C,( 其 中 r 取 遍 一 
切 整 教 , 且 假定 co=0) 有 一 个 确定 的 指标 它 使 


L le, P7] =E ]a, |? (12) 


EBRD, DSA TP BORER 7 LARG KB, BUA ev)", =a, 表示 
PEF ABA i Fourier 系数 . 

当然 ,关于 周期 的 广义 函数 的 一 切 运算 都 不 难 在 这 个 表 示 的 基础 上 明显 地 做 出 
来 . 

4. 广 义 函数 与 Hilbert 空间 . 负 范 数 . 强 定义 在 82 和 上 边 第 2 小 节 里 我 们 曾 
经 用 “ 弱 定义 ?引入 广义 函数 f， 即 , 借助 于 定义 其 与 空间 D 的 函数 $ 的 内 积 并 把 广 
义 函数 /看 成 “对 偶 ” 空间 里 的 元 素 -一 丛 如 在 射影 几何 里 平面 和 点 按 其 坐标 的 内 
积 对 侦 地 相互 对 应 那样 。 颇 为 有 趣 的 是 ”人 们 也 可 以 用 强 定义 去 定义 广义 函数 , 即 ， 
通过 按 一 个 二 次 Hilbert 范 数 的 收 线性 将 光滑 函数 的 稠密 集 完备 化 而 定义 广义 函 
数 。 这 个 办 法 是 古典 的 直接 变 分 靶 的 运算 基础 ， 它 曾经 被 P Lax? 等 人 成 功 地 应 用 
过 。 这 里 仅 予 以 扼要 的 说 明 . 

对 第 3 小 节 里 讨论 过 的 周期 函数 来 说 ,情况 是 明显 的 而 且 非常 简单 。 首先 我 们 
考虑 周期 函数 H Hilbert AR, W 的 范 数 是 具有 直到" 阶 导 函数 的 函数 万 的 
MBL BOGE |; 然后 作 连 续 函 数 DW =f 并 依 Hilbert RIV | 封闭 这 
个 集合 ， 对 于 这 个 闲 Wilber: 空间 我 们 用 闭 包 附 以 极限 了 作为 理想 元 素 并 称 | 


D 可 以 参考 在 用 变 分 法 构造 边 值 问 题 的 解 时 的 应 用 ( 见 第 焉 若 》 
2) 例如 ,参看 了 Lax[6] 
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=f 为 的 负 一 " 范 数 ， 当 然 ,对 于 周期 函数 瑟 而 言 ,这 些 范 数 和 它们 之 间 的 关 
系 已 经 在 第 3 小 节 里 明显 地 给 出 过 了 . 

不 管 怎样 , 负 范 数 容许 一 个 强 定义 , 即 , 理想 元 素 的 依 一 个 二 次 范 数 的 闭 包 的 定 
义 .不 难看 出 这 些 强 定义 下 的 广义 函数 本 质 上 和 前 边 用 “ 弱 定义 ”得 到 的 理想 元 素 是 
等 价 的 . 

对 于 这 些 研究 来 说 ,周期 性 的 假设 绝 不 是 必要 的 。 对 于 整个 * 空间 里 的 函数 严 
和 上, 我 们 可 以 考虑 四 里 的 试探 函数 并 让 殉 取 亿 这 样 的 Hilbert 空 间 , 这 空间 是 由 C” 
里 具有 有 界 支 集 的 函数 矿 的 空 MRR IZREKA. 于 是 对 于 每 一 个 指 
标 ", 7 的 完备 化 导致 广义 函数 DW =f HAE EBA f= V7 [fi — > Hilbert 
ial, Ar WGKA r 的 一 切 值 , 并 把 所 有 这 样 定义 的 理想 元 素 借 联 到 一 起 ,我 们 便 
得 到 基本 上 (虽然 不 是 完全 地 ) 和 $ 2 所 给 的 广义 函数 定义 同 构 的 一 个 定义 . 

关于 Fourier 积分 的 Parseval 定理 (6) 自然 给 广义 函数 定义 提供 了 一 个 在 有 周 
期 性 的 情况 下 用 Fourier 系数 的 更 明显 的 类 比 . 

5。 关 于 其 它 种 类 的 广义 函数 的 注 记 ”为 说 明 引 入 理想 元 素 可 具有 多 大 的 任意 
性 ， 现 增添 下 边 的 简要 注 记 . 可 以 把 一 类 有 用 的 广义 函数 定义 为 在 ( 警 如 说 ) 单 位 圆 内 
为 正则 的 调和 函数 (或 者 更 一 般 地 一 个 椭圆 型 微分 方程 的 正则 解 ) 在 圆周 上 的 边界 值 . 
这 些 边界 值 可 以 在 通常 的 意义 下 不 存在 ,但 是 借助 于 内 部 的 正则 解析 调和 函数 而 被 
表示 为 理想 元 素 。 在 8 2 里 我 们 曾经 看 到 可 以 用 Green 函数 的 边界 值 去 这 样 定义 ð 
函数 .然而 ,读者 不 淮 由 例子 看 出 正则 调和 函数 的 边界 值 大 可 不 必 是 8 2 或 者 本 
节 中 前 一 小 节 的 意义 下 的 广义 函数 ?. 另 一 方面 ,这 种 新 型 广义 函数 具有 可 能 使 它们 
成 为 分 析 中 有 用 的 工具 的 性 质 。 如 果 代 替 单 Ale Liem BGS BARE z= 
+iy 的 正则 解析 函数 ， 那 末 我 们 将 得 到 更 进一步 的 好 处 ,例如 ,有 可 能 去 自然 地 定义 
广义 函数 的 乘积 和 广义 函数 的 函数 ， 
尽管 这 个 附录 里 陈述 的 理论 有 它 的 优点 ,但 上 述 注 记 当 能 引起 注意 ,还 需要 进 一 


1) 例如 ,用 极 坐标 p 和 9 写 出 的 在 单位 圆 <1 内 以 
Vy 
a,y=e 


为 系数 的 级 数 
u= £ arp” cosvô 
v=1 
当 p< 时 是 调和 的 ; 范 数 eL lay |e 对 于 7 的 任何 整数 值 都 不 收敛 (参看 第 3 小 节 ), 然而 当 & HEE 
何 小 于 1 的 正 数 时 ,u 的 级 数 当 0 志 p 之 1 一 《时 一 致 收 化 并 且 是 调和 的 。 
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步 研究 如 何 借助 于 引入 适当 的 理想 元 素 而 推广 函数 概念 的 其 它 可 能 性 .但 对 于 所 有 
此 类 概念 的 评价 不 应 当 仅仅 从 其 形式 上 的 一 般 性 去 衡量 ， 而 应 当 看 其 在 数学 分 析 和 
理论 物理 学 的 广阔 天 地 里 的 用 处 如 何 。 
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fa, b]-pseudoanalytic function 


Adjoint operator 
Alternating process 


Alternatives 


Analytic function of two complex variables 


Analyticity 


Approximate progressing wave 


A priori estimate 
Argument 


Argument function 


Associated Legendre function 


Asymptotic solution 


Backward ray cone 


Balayage method of Poincaré 


Barrier function 
Base curve 

Basic manifold 
Bicharacteristic curve 
Bicharacteristic ray 
Bicharacteristic strip 
Bicharacteristics 
Bilinear form 
Bilinear function 
Bound 

Boundary 

Boundary condition 
Boundary curve 
Boundary space 
Boundary value 
Boundary value problem 
Branch curve 

Branch line 


Branch strip 
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[a, b] 准 解析 函数 
伴随 算 子 

交替 法 

Pale GL 

复 二 元 解析 函数 
解析 性 
近似 的 前 进 波 
预先 估算 

宗 量 ， 变 元 

主 目 函数 

连带 Legendre 函数 
渐 近 解 

向 后 的 射线 锥 面 
Poincare 扫除 法 
Fl ex Bic 

基线 

基本 流 形 

双 特 征 ( 双 特征 曲线 》 
双 特 征 射线 

双 特 征 带 

双 特 征 ( 双 特征 线 ) 
双 一 次 形 
双 一 次 函数 

界 ， 界 限 ， 界 值 
边界 

边界 条 件 

边界 曲线 

边界 空间 

边界 值 

边 值 问 题 

分 枝 曲线 

分 枝 线 

分 枝 带 


英汉 名 词 对 照 表 677 


Galculus of variations 


Ganonical form 


Ganonical perturbation theory 


Ganonical perturbation equations 


Ganonical system of differential equations 


Ganonical transformation 


Ganonically conjugate variable 


Capacity 
Gaustic 


Gaustic curve 


Gaustic surface 


Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 
Gharacteristic 


Gharacteristic 


Gharacteristics 


base curve 
base manifold 
condition 

cone 
coordinates 
curve 
derivative 
determinant 
differential equations 
differentiation 
direction 
element 

form 

initial value problem 
line element 
matrix 
manifold 
normal cone 
normal form 
parameter 

ray 

ray cone 
sheet 

speed 

strip 


surface 


变 分 学 

典 则 形 

上 典 则 扰动 理论 

上 典 则 扰动 方程 

典 则 微分 方程 组 
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上 典 则 共 轿 变量 
容量 

ER 

焦 罕 曲线 

焦 聚 曲面 
特征 基线 
特征 基 流 形 
特征 条 件 
特征 锥 
特征 坐标 
特征 曲线 
特征 导数 
特征 行列 式 
特征 微分 方程 
特征 微分 (法 ) 
特征 方向 
特征 元 素 
特征 形 
特征 初 值 问题 
特征 线 元 
特征 方 阵 
特征 流 形 
特征 法 锥 面 
特征 标准 形式 
特征 参数 
特征 射线 
特征 射线 锥 面 
特征 曲面 叶 
特征 速率 
特征 带 

特征 曲面 
特征 
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Gollineation 

Gompact set 

Gompact support 
Gompactness 

Gompatibility condition 
Complete integral 
Gomplete progressing wave 
Complete space 
Gompleteness 

Complex gradient. 
Gomposite wave 
Gompressible fluid 
Gompression wave 

Gone 

Conformal mapping 
Gonical refraction 

Gonoid of dependence 
Gonservation of energy 
Gonservation law 
Gonservative operator 
Gonsistency condition 
Gontinuable initial condition 
Continuation 

Gontinuity method 
Continuous linear functional 
Gonvex hull 

Gonvex set 

Gonvolution 

Gore of the normal cone 
Gurve of contact 

Gyclide 

Gylindrical wave 

Damped wave 
Decomposition of ideal function 
Delta function 
Developable surface 
Differentiability property 


Differentiation of fractional order 


直射 变换 
WS, ABR 
RAZE 
紧 丝 性 
协调 性 条 件 
完全 积分 
完全 的 前 进 波 
完备 空间 
完备 性 

复 梯度 
复合 波 

可 压缩 流体 
压缩 波 

锥 ， 锥 面 
保 形 映 射 

锥 形 折射 
依赖 劈 锥 
能 量 守恒 
守恒 定律 
FERT 

相 容 条 件 

可 延 拓 的 初始 条 件 


了 


理想 函数 的 分 解 
德尔 塔 函数 ，5 函数 
可 展 曲面 

可 微 性 质 

分 数 阶 的 求 导 
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Dipole 

Directional] derivative 
Discontinuity 
Dispersion 

Distribution 

Domain of dependence 
Domain of determinacy 
Domain of influence 
Double layer potential 
Dual cone 

Dual generating pair 
Dual space 

Duality transformation 
Edge of regression 
Eigen value 

Eigen vector ` 
Eikonal 

Eikonal equation 
Elastic wave 

Elliptic 

Elliptic theta function 
Embedding 

End condition 

Energy flux 

Energy inequality 
Energy integral 
Envelope 

Equation of mixed type 
Equicontinuous functions 
Existence theorem 
Exponential operator 
Extremal 
(F,G)-pseudoanalytic function 
Factorial of a vector 
Field 

Field of extremals 


Field functions 


Finite part of a divergent integral 


对 偶 空间 
对 偶 变 换 
ERR 


椭圆 (型 ) 
Hill ? 函数 
BA 

终端 条 件 

能 通 量 
能 量 不 等 式 

能 量 积分 

包 络 
混合 型 方程 
同等 连续 函数 
存在 定理 
指数 型 算 符 

极 值 曲线 

CEG ) 准 解析 函数 
矢量 阶乘 

场 

极 值 曲线 场 

Ty Ri Be 
发 散 积分 的 有 限 部 分 
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Fixed point theorem 
Fixed point method 
Flux 

Focal curve 

Foca] strip 

Focussing 

Form 

Formal power 
Forward ray cone 
Free boundary problem 
Free curve 

Free strip 

Free surface 
Functional 
Fundamental solution 
Gap 


Generalized solution 


Generalized progressing spherical wave 


Generator 

Geodesics 

Geodetic sphere 

Geodetic distance 
Harmonic funetion 

Heat equation 

Heaviside unit function 
Hodograph method 
Hodograph transformation 
Homeomorphism 
Homogeneity relation 
Homogeneous function 
Hull 

Huyghens’ minor principle 
Huyghens’ principle 
Hyperbolic function 
Hyperbolic differential equation 
Ideal element 

Ideal function 


Improper wave 


CAR 

向 前 的 射线 锥 
自由 边界 问题 
自由 曲线 


广义 解 

广义 前 进 球面 波 
生成 元 ， 母 元 
短程 线 

短程 球面 

短程 距离 

调和 函数 

传 热 方程 
Heaviside 单位 函数 


Huyghens 小 原理 
Huyghens 原理 
双 曲 线 函 数 

双 曲 型 微分 方程 
理想 元 
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广义 波 


KAW MMR 


Improperly posed problem 不 适 定 的 问题 
Impulse th 

Index of inertia 惯性 指数 
Initial condition 初始 条 件 
Initial curve 初始 曲线 
Initial manifold 初始 流 形 
Initial strip 初始 带 
Initial surface 初始 曲面 
Initial value 初始 值 
Initial value problem 初 值 问题 
Integra] conoid 积分 劈 锥 面 
Integra] manifold 积分 流 形 
Integral rational operator 整 有 理 算 子 
Integral strip 积分 带 
Integral surface 积分 曲面 
Interior differential operator 内 微分 算 子 
Interior differentiation 内 微分 (法 ) 
Invariance f 不 变性 
Invariant 不 变量 
Invariant integral 不 变 积 分 


Inversion Rig 
Inward radiation 内 向 辐射 


Isentropic flow | NATE 
Iteration eR 
Jacobian Jacobi 式 
Jet problem 射流 问题 
Jump discontinuity 跳跃 间断 
Jump relation 跳跃 关系 
Kerne} 核 
Laplacian Laplace Ñ 
Light cone 光 锥 面 
Light ray . 光线 
Linear functional REZ EA 
Linear operator 线性 算 子 
Linear space 。 线性 空间 
Linear transformation 、 线 性 变换 
Linearized equation 线性 化 方程 


Loca) barrier function 局 部 闸 函 数 
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Loca] ray cone 

Localization of idea! functions 
Magnetic potential 

Magnetoh ydrodynamics 
Majorants 

Mantle 

Manifold 

Mapping 


Maximal non-negative boundary space 


Maximum norm 

Maximum principle 

Mean value theorem 

Method of descent 

Method of energy integral 
Method of plane mean values 
Method of spherical means 
Method of variation of parameters 


Minimal] surface 


Mixed initia! and boundary value problem 


Mixed problem 

Multiple characteristic sheets 
Multiple characteristics 

Negative norm 

Nonanalytic differentia] equation 
Noncharacteristic curve 
Nonisentropic flow 

Nonlinear boundary value problem 
Nonlinear elliptic equation 
Nonsingular matrix 
Nonsymmetric system ` 

Norm 

Normal cone 

Normal differentiation 

Normal derivative 

Normal form 

Normal surface 

Normal velocity 


Norma] velocity surface 


局 部 射线 锥 面 
理想 函数 的 局 部 化 
磁 势 

磁 流 体 动力 学 
IRA 

外 四 

流 形 

映射 

最 大 非 负 边界 空间 
最 大 模 


混合 初 值 及 边 值 问题 
混合 问题 
多 重 特征 曲面 叶 


非 解析 微分 方程 
非特 征 曲 线 

AES DE 

非 线性 边 值 问题 
非 线性 椭圆 型 方程 
非 奇 异 阵 

非 对 称 方程 组 
范 数 

法 锥 面 

法 向 微分 ( 求 导 ) 
法 向 导数 
标准 形 

法 曲面 

法 向 速度 

法 速 曲面 
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Norma] velocity vector 
Normalizing parameter system 
Normed space 

Null ray 

Null vector 

Operational calculus 
Operator 

Oscillatory initia] value 
Outward derivative 
Overdetermined problem 
Overdetermined system 
Parabolic differential equation 
Parametrix 

Persistance property 
Perturbation theory 

Phase 

Phase function 

Phase of the wave 

Phase plane 

Phase surface 

Piecewise continuous function 
Piecewise smooth surface 
Plane wave 

Plane-like wave front 
Planetary motion 

Polar reciprocal 

Polytropic gas 

Potential 

Potentia) function 
Principal part 

Progressing wave 
Propagation of discontinuity 
Properly posed problem 
Pseudoanalytic function 
Pseudoarea 

Quadratic form 


Quasiconformal mapping 
Quasi-linear differential equation 


法 速 矢量 
标准 化 参数 组 
赋 范 空间 
at 

零 化 矢量 
运算 微 积 
算 子 ， 算 符 
振荡 的 初始 值 
外 向 导数 
超 定 问题 
超 定 方程 组 
抛物 型 微分 方程 
SDAR 
持久 性 质 
扰动 理论 


分 片 ( 段 、 块 ) 连 续 函 孝 
分 片 光 请 曲面 

平面 波 

类 平面 波 前 

行星 运动 


间断 性 的 传播 
适 定 的 问题 
准 解析 函数 

准 面积 

二 次 形 
拟 保 形 映射 

拟 线性 微分 方程 
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Quasi-linear system 
Radiation condition 
Radiation function 
Radiation kernel 
Radiation matrix 
Radiation problem 
Radiation process 
Ray(s) 

Ray cone 

Ray conoid 

Ray surface 

Reciprocal cone 
Reciprocal normal surface 
Reciprocal] surface 
Reciprocal transformation 
Reduced wave equation 
Reducibility 

Reduction 

Reflection 

Reflection principle 
Regular boundary point 
Regular curve 
Representation 
Representation formula 
Resolution of initial discontinuity 
Rest mass 

Retarded potential 
r-norm 

Scalar operator 
Scattering 

Semigroup 

Semilinear system 
Shear wave 

Shock 

Shock condition 

Shock discontinuity 
Similarity principle 
Single layer potential 


拟 线性 方程 组 


辐射 条 件 
辐射 函数 


对 射 变换 


反映 原理 


正则 的 边界 点 


正则 曲线 
表示 ( 式 ) 
表示 公式 


初始 间断 的 分 解 


静止 质量 
推迟 势 

r 范 数 
标量 算 子 
散射 
半 群 


半 线 性 方程 组 


前 切 波 
激 波 
激 波 条 件 


激 波 间断 性 
相似 性 原理 


单 层 势 
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Singular operator 

Singular solution 
Singularity 

Sound wave 

Source 

Space 

Space of test function 
Space-like direction 
Space-like lens 

Space-like manifold 
Space-like norma! vector 
Space-like surface 
Space-like surface element 
Speed of propagation 
Spherical wave 

Spherically symmetric flow 
Stability 

Standing wave 

Steady irrotational flow 
Stream line 

Stress tensor 

Strip 

Strip condition 

Strong barrier function 
Subfunction 

Subharmonic function 
Successor of generating pair 
Superfunction 
Superharmonic function 
Superposition 

Support 

Support function of a minimal surface 
Supporting plane 

Surface element 

Surface of revolution 
Symbolic method 


Symmetric hyperbolic operators 


Symmetric hyperbolic system 


本 


奇异 算 符 
奇异 解 
奇异 性 
声波 

源 

空间 
试探 函数 空间 
类 空 方向 
类 空 透镜 
REGIE 
类 空 法 矢量 
类 空 曲 面 
类 空 面 元 


传播 速率 


下 调和 函数 
母 元 偶 的 后 继 

上 函数 

上 调和 函数 

im 

支 集 

极 小 曲面 的 支持 函数 
支持 平面 ， 支 撑 平 面 
曲面 元 

旋转 曲面 

符号 法 

对 称 双 曲 型 算 子 

对 称 双 曲 型 方程 组 
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Tangentia} differentiation 
Telegraph equation 

Test function 

Theta function 
Time-like curve 


Time-like direction 


Time reversibility of hyperbolic problems 
Totally hyperbolic differentlal equation 


Transform 

Transformation 

Transient problem 

Transient response 
Translation principle 
Transmission of discontinuity 
Transmission of sharp signals 
Transport equation 
Transversality condition 
Transverse differentiation 
Trivial solution 

Tubular surface 

Two-body problem 

Type 


Ultra hyperbolic differential equation l 


Underdetermined system 
Undistorted progressing wave 
Uniform convergence 
Uniformization 

Uniformly elliptic equation 
Unique continuation 

Unit function 

Variational problem 

Vector 

Vectorial multiplication 
Vibration problem 

Vortex 

Wave 

Wave equation 


Wave form 
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切 向 微分 ( 求 导 ) 
电报 方程 

试探 函数 
ERR, 9 函数 
类 时 曲线 

类 时 方向 

双 曲 型 问题 的 时 间 可 逆 性 
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